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PRÉFACE. 


La  première  Partie  de  cet  Ouvra ^^e  est  consacrée  à  l'exposition 
d'une  théorie  des  fonctions,  d'âpiiUesideesdfiXail£%-  Le  prin- 
cipe fondamental  de  cette  théorie  est  la  considération  des  fonc- 
tions d'une  variable  imaj>inaire.  Il  apparaît  pour  la  première  fois 
dans  le  Mémoire  célèbre  de  1 826  sur  les  intégrales  définies  prises 
entre  des  limites  imaginaires.  Depuis,  par  les  travaux  de  Cauchy 
et  des  géomètres  qui  ont  suivi  ses  traces,  il  a  reçu  des  dévelop- 
pements tels,  et  a  conduit  à  la  découverte  d'un  si  grand  nombre 
de  vérités  nouvelles,  que  son  importance  est  aujourd'hui  univer- 
sellement reconnue.  Cependant  on  constate  avec  regret  que,  dans 
quelques  ouvrages  consacrés  à  cet  ordre  de  recherches,  on  ne 
rend  pas  à  Cauchy  la  justice  qui  lui  est  due. 

Dans  la  théorie  de  Cauchy,  la  marche  de  la  variable  imaginaire 
est  figurée  par  le  mouvement  d'un  point  sur  un  plan.  Pour  repré- 
senter les  fonctions  qui  acquièrent  plusieurs  valeurs  pour  une 
même  valeur  de  la  variable,  lliemann  regardait  le  plan  comme 
formé  de  plusieurs  feuillets  superposés  et  réunis  par  des  soudures, 
de  manière  que  la  variable  puisse  passer  d'im  feuillet  à  un  autre 
en  traversant  une  ligne  de  raccordement.  La  conception  des  sur- 
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faces  à  feuillets  multiples  présente  quelques  difficultés  ;  malgré  les 
beaux  rés*iltats  auxquels  Riemann  est  arrivé  par  cette  méthode, 
elle  ne  nous  a  paru  présenter  aucun  avantage  pour  l'objet  que 
nous  avions  en  vue.  L'idée  de  Cauchy  se  prête  très-bien  à  la 
représentation  des  fonctions  multiples  ;  il  suffît  de  joindre  à  la 
valeur  de  la  variable  la  valeur  correspondante  de  la  fonction,  et, 
quand  la  variable  a  décrit  une  courbe  fermée  et  que  la  valeur 
de  la  fonction   a  changé,   d'indiquer  ce   changement  par   un 

indice. 

Pour  étudier  la  variation  de  la  fonction,  quand  la  variable  z  est 

très-grande,  on  pose  z .-  ^,  et  l'on  donne  à  z'  des  valeurs  très- 
petites;  la  nouvelle  variable  est  figurée,  comme  la  première,  par 
le  mouvement  d'un  point  sur  un  plan.  Si  l'on  conçoit  que  les 
deux  plans  relatifs  aux  variablesr  z  et  z'  soient  tangents  à  une 
sphère  aux  extrémités  d'un  diamètre,  on  remarque  que  les  droites 
qui  joignent  les  deux  points  correspondant  aux  extrémités  du 
diamètre  percent  la  surface  de  la  sphère  en  un  même  point;  on 
transporte  ainsi  sur  la  sphère  les  deux  figures  planes.  Cette  consi- 
dération delà  sphère,  due  à  M.  Neumann,  est  commode  dansl'étude 
des  fonctions  algébriques,  elle  simphfie  les  énoncés  :  nous  l'avons 
adoptée  dans  cette  seconde  édition.  Toutefois,  nous  ferons  re- 
marquer   que    le  raisonnement  reste    le    même  ;    après   avoir 
étudié  la  marche  de  la  fonction  pour  les  valeurs  finies  de  z,  sur  le 
premier  plan,  il  est  nécessaire  d'opérer  la  transformation  z  --  7» 
et  d'étudier  comment  se  comporte  la  fonction  dans  le  voisinage 
du  point  z'  =  o,  sur  le  second  plan;  on  réunit  ensuite  les  deux 
parties  de  la  démonstration  à  l'aide  de  la  sphère.  Ceci  nous  donne 
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l'occasion  de  répondre  à  des  critiques  qui  nous  ont  été  faites  au 
sujet  de  quelques  théorèmes  contenus  dans  la  première  édition  de 
cet  Ouvraiçe  ;  on  oubliait  sans  doute  la  seconde*  partie  de  la  dé- 
monstration, sur  laquelle,  pour  éviter  les  longueurs  et  les  répé- 
titions, nous  n'avons  pas  toujours  assez  insisté. 

Après  cette  étude  générale  des  fonctions,  nous  nous  occupons 
spécialement  des  fonctions  doublement  périodiques.  Les  fonctions 
elliptiques  sont  les  plus  simples  d'entre  elles.  Ce  sont  les  intégrales 
elliptiques  qui  se  sont  présentées  d'abord  dans  le  Calcul  intégral  ; 
elles  ont  é\^  étudiées  à  ce  point  de  vue,  dès  i  786,  par  liCgendre, 
qui  en  a  trouvé  un  grand  nombre  de  propriétés;  le  grand  Traité- 
des  Fonctions  elliptiques,  publié  en  1826,  contient  le  résultat  de 
ses  longues  et  patientes  recherches.  Abel,  le  premier,  en  1826,  a 
considéré  les  fonctions  elliptiques  proprement  dites,  qui  sont  les 
inverses  de  ces  intégrales,  et  a  reconnu  l'existence  des  deux  pé- 
riodes. Vers  la  même  époque,  Jacobi  s'est  occupé  du  même  sujet, 
et  les  immortels  travaux  de  ces  deux  grands  géomètres  ont  paru 
dans  les  premiers  volumes  du  Journal  de  Crclle. 

Les  recherches  d' Abel  ne  se  rapportent  pas  seulement  aux  trans- 
cendantes elliptiques,  mais  à  d'autres  transcendantes  d'un  ordre 
plus  élevé  :  il  a  découvert  à  ce  sujet  un  théorème  que  l'on  regarde 
comme  une  des  plus  belles  conquêtes  de  l'Analyse  moderne. 
La  considération  du  chemin  suivant  lequel  s'effectue  l'intégra- 
tion, d'après  les  principes  posés  par  Cauchy ,  était  nécessaire  pour 
donner  à  ce  théorème  son  sens  précis  et  sa  vraie  signification. 
C'est  en  suivant  la  voie  ouverte  par  Abel  qu'un  grand  nombre  de 
géomètres  éminents  de  notre  époque  ont  enrichi  la  Science  de  leurs 
brillantes  découvertes. 


IV  IMIÉFACIÎ. 

Nous  devons  rappeler  que  M.  Liouville  a  exposé,  dans  un 
cours  professé  au  Collège  de  France,  une  théorie  des  fonctions 
elliptiques  basée  sur  la  considération  de  la  double  périodicité. 
Le  programme  de  ce  cours  a  été  publié  dans  les  Comptes  rendus 
de  i85i .  Les  savantes  leçons  de  l'illustre  géomètre,  et  les  beaux 
travaux  de  M.  Hermite  sur  le  même  sujet,  ont  été  le  point  de  dé- 
part de  nos  propres  recherches.  Nous  devons  beaucoup  aux  af- 
fectueux conseils  que  M.  Hermite  a  bien  voulu  nous  donner  pour 
cette  seconde  édition  de  notre  Ouvrage. 
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LIVRE  PREMIER. 

LES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DÉFINITIONS. 

1.  On  appelle  quantité  imaginaire  une  expression  de  la  forme 
X  -h  j  V~  '  »  J^ns  laquelle  x  Qi  y  sont  des  quantités  réelles,  positives 
ou  négatives.  Pour  simplifier  l'écriture,  nous  représenterons  le  sym- 
bole \j—i  par  la  lettre  i. 

En  désignant  par  r  un  nombre  positif  et  par  0  un  angle,  on  peut 
poser  X  =  rcosîJ,  r=  rsinô,  et  la  quantité  imaginaire  se  met  sous  la 
forme  r(cos5  -;-  l'sin^).  Le  nombre  positif  r  est  \è  module,  l'angle  Q 
y  argument  (\q  la  quantité  imaginaire.  Le  module  d'une  quantité  imagi- 
naire est  parfaitement  déterminé;  mais  l'argument  admet  une  infinité 
de  valeurs  formant  une  progression  arithmétique,  dont  la  raison  est  27:. 

Si  dans  un  plan  on  trace  deux  droites  rectangulaires  Go?  et  0/ (y?^.  i), 
on  peut  figurer  la  quantité  imaginaire  x  -h  yi  par  le  point  2,  dont  les 
coordonnées  sont  x  et  y.  Le  module  r  est  la  longueur  de  la  droite  Os 
qui  joint  l'origine  au  point  z,  l'argument  ô  est  l'angle  que  fait  cette 
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droite  avec  Taxe  fixe  Ox,  angle  positif  ou  négatif,  suivant  qu'une  droite, 
partant  de  la  position  initiale  Ox,  le  décrit  en  tournant  de  0^  vers  Oj, 
ou  en  sens  inverse. 

On  dit  qu'une  quantité  imaginaire  z  =  oo  -^-  yi  varie  d'une  manière 
continue,  lorsque  les  deux  quantités  réelles  œ  et  y  varient  d'une  ma- 
nière continue.  Cette  variation  est  figurée  par  la  courbe  que  décrit  le 
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point  z.  Le  module  varie  d'une  manière  continue  et  aussi  chacun  des 
arguments.  Il  y  a  exception  toutefois  lorsque  la  quantité  s'annule, 
c'est-à-dire  lorsque  la  courbe  passe  par  l'origine;  dans  ce  cas,  l'argu- 
ment éprouve  une  variation  brusque  égale  à  tt,  si  la  branche  de  courbe 
décrite  par  le  point  z  admet  une  tangente  unique  au  point  0. 


*  Fonctions  d^une  variable  imaginaire. 

2.  Lorsque  deux  variables  imaginaires  z  et  w  sont  liées  entre  elles  de 
telle  sorte  que  la  variation  de  l'une  entraîne  celle  de  l'autre,  on  dit  que 
les  deux  quantités  sont  fonctions  l'une  de  l'autre.  On  dira,  par  exemple, 
que  u  est  fonction  de  z,  et  l'on  indiquera  cette  dépendance  par  la  nota- 
tion habituelle  u  =  f{z). 

Lorsque  la  quantité  u  varie  d'une  manière  continue,  quand  le  point  z 
se  meut  dans  une  certaine  partie  du  plan,  on  dit  que  la  fonction  est 
continue  dans  cette  partie  du  plan.  Si  l'on  représente  la  fonction, 
comme  la  variable,  par  un  point  m  situé  dans  le  même  plan  ou  dans  un 
plan  différent,  quand  le  point  z  décrit  une  ligne,  le  point  u  décrit  une 
ligne  correspondante. 


DÉFINITIONS. 


Dérivée. 


3.  Soient  z  et  z'  deux  points  voisins  situés  dans  la  partie  du  plan 
considérée;  lorsque  le  rapport 

f{z')~f{z) 
z'—z 

tend  vers  une  même  limite,  quand  le  points'  se  rapproche  indéfiniment 
du  point  z,  d'tine  manière  quelconque,  cette  limite  s'appelle  la  dérivée 
de  la  fonction;  nous  la  représenterons,  suivant  l'usage,  par  la  nota- 
tion/'(^). 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  ne  nous  occuperons  que  des  fonctions 
qui  admettent  une  dérivée.  A  cette  propriété  correspond  une  propriété 
géométrique  remarquable. 

Si  Ton  pose 

'  /'(2)=:  rt(cosa-hi  sina), 

z'  —  z  =  p(cos0  -4-  z  sin  0), 
on  a 

Z^  =  '^^^lil'f^^  =/'(^)  +  ^=  («  +  e'}[cos{«  +  t")  4-  zsin(«  +  e")], 

la  quantité  imaginaire  e  tendant  vers  zéro,  ainsi  que  îes  deux  quantités 
réelles  e',  s",  quand  le  point  z'  se  rapproche  du  point  z.  On  en  déduit 

7<'— Mr=:p(a-f-  e' )  [cos (0 -f- a -f-  e")  -I-  isin(9H-a  +  e")]; 

le  module  de  u'  —u  est  p(«  +  e'),  son  argument  5  -h  a  +  e".  Suppo- 
sons que  le  point  z'  décrive  une  courbe  zz^  [fig.  2)  ayant  une  tan- 
gente zfli  au  point  z\  quand  le  point  z'  se  rapproche  du  point  z,  l'argu- 
ment Q  de  z'  —  z  tend  vers  une  limite  5,  qui  est  l'angle  de  la  tangente  z«, 
avec  l'axe  ox\  l'argument  de  u'  —  u  tendant  vers  la  limite  (9,  +  a,  on 
en  conclut  que  le  point  u'  décrit  une  courbe  wm,  ,  ayant  une  tangente  lû)^ , 
dont  la  direction  est  définie  par  l'angle  ^,  -\-  a. 

Concevons  maintenant  que  le  point  z'  décrive  successivement  deux 
courbes  rz, ,  zzj,  ayant  des  tangentes  za^ ,  za^,  dont  les  arguments  sont  5, 
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et  ^2;  le  point  u'  décrira  deux  courbes  mm,,  mmj,  ayant  des  tangentes  m^,  , 
mZ>2,  dont  les  arguments  sont  ^<  +  a,  O2+ ex.',  l'angle  b^ub2  est  égal 
à  ^2—  ^1»  et  par  conséquent  à  l'angle  a^  za^.  Ainsi,  lorsqu'une  fonc- 
tion u  =/{z)  admet  une  dérivée,  les  courbes  décrites  par  le  point  u  se 
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coupent  sous  les  mêmes  angles  que  celles  qui  sont  décrites  par  le 
point  2.  Ceci  suppose  toutefois  qu'au  point  z  la  dérivée  n'est  pas 
nulle. 


4-.  Il  résulte  de  là  qu'une  fonction  ayant  une  dérivée  donne  un  mode 
de  transformation  des  figures  planes  dans  lequel  les  angles  sont  con- 
servés. Pour  en  montrer  un  exemple  bien  simple,  considérons  la  fonc- 
tion u  =  -' 

z 

Si  l'on  pose 

z  T=  r{ços6  +  is'mO), 

on  a 

n^=:  -(cos9  —  i  sin6). 

Quand  le  point  z'  décrit  le  prolongement  zl  [fig^  3)  du  rayon  vecteur, 
le  point  u'  décrit  la  droite  mO,  en  se  rapprochant  de  l'origine;  à  la 
courbe  zz,  correspond  la  courbe  mm,,  et  l'angle  è,MO  est  égal  à  a^zl. 
Faisons  tourner  la  seconde  figure  autour  de  l'axe  Oo;;  le  point  u  s'ap- 
plique en  m  sur  le  rayon  vecteur  Oz,  et  la  courbe  mm,  prend  la  position 
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mn-,  les  tangentes  za,,  me  aux  courbes  zz,,  m/î  font  des  angles  égaux 
avec  le  rayon  vecteur;  c'est  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

5.  Concevons  que  le  point  z  décrive  deux  séries  de  lignes  orthogo- 
liales,  par  exemple  deux  séries  de  droites,  parallèles,  les  unes  à  l'axe  Oa;, 
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les  autres  à  l'axe  Oy\  le  point  u  décrira  aussi  deux  séries  de  lignes-  or- 
thogonales. Ainsi  toute  fonction  qui  admet  une  dérivée  transforme  un 
système  de  lignes  orthogonales  en  un  autre.  Considérons,  par  exemple, 
la  fonction  u  =  z^\  si  l'on  pose 


on  a 

aux  droites 


z  —  r{cosQ  -h  /sinô),^  ^/  =  ^'(cos6'+  i  sinÔ'j, 
rsin0  =  6,     rcosô  — a, 


respectivement  parallèles  à  Ox  et  à  Oj,  correspondent  les  paraboles 
homofocales 

26'  .  sa' 


I  —  CU6  6' 


r'  — 


I  -r-  eus  6' 
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Autre  méthode. 

6.  Nous  allons  envisager  la  question  à  un  point  de  vue  un  peu  dif- 
férent. Posons 

M  =  X  +  Y/,  . 

X  et  Y  étant  des  fonctions  réelles  de  deux  variables  réelles  et  indépen- 
dantes a:  et  y.  Laissant  y  constant,  faisons  varier  x;  nous  aurons 

Az  =  A^, 

et 

Aw_AX       .AY^ 
Az  ~  Ao:  A^' 

si  le  rapport  -r—  tend  vers  une  limite,  les  rapports  — ->  -r—  tendent  res- 
pectivement vers  des  limites  déterminées.  On  erî  conclut  que  les  deux 
fonctions  réelles  X  et  Y  admettent  des  dérivées  partielles  par  rapport 

Laissant  x  constant,  faisons  maintenant  varier  j;  nous  aurons 

Az  =:  2  A j, 
et  par  suite 

Am_£/AX     ^-AYX      ay  _  .ax, 
Az  ~  «  \A/ "^' Ajj"  Aj      'Aj' 

on  en  conclut  de  même  que  les  fonctions  réelles  X  et  Y  admettent  des 
dérivées  partielles  par  rapport  à  y. 

Si  le  rapport  -^  a  dans  les  deux  cas  la  même  limite  /'{z),  on  a  la 

relation 

Ox         dx  ~'  ôy  ôy 

qui  équivaut  aux  deux  suivantes 

d^_dY^       âX_       âY 
^  '  Ox        oy        ày  dx 

Ces  relations  indiquent  que  les  expressions 

Ydx+Xdy,     Xdx  —  Ydy 

sont  des  différentielles  exactes  par  rapport  aux  variables  (v  ety. 
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7.  Réciproquement,  lorsque  deux  fonctions  réelles  et  continues  X 
et  Y  de  deux  variables  indépendantes  a:  et  y  ont  des  dérivées  partielles 
satisfaisant  aux  relations  (i),  l'expression  u  =  X-{-Yi  peut  être  consi- 
dérée comme  une  fonction  de  la  variable  imaginaire  z  ==  x  -i-  yi,  ad- 
mettant une  dérivée. 

Considérons,  en  effet,  un  point  quelconque  js,  et  par  ce  point  faisons 
passer  une  courbe  zz,  telle  que  les  valeurs  de  z  soient  représentées  le 
long  de  cette  courbe  par  la  formule 

dans  laquelle  les  fonctions  réelles  <p(^),  tj^(i)  de  la  variable  réelle  t  ad- 
mettent des  dérivées  <p'{t),  'Yi^)-  On  aura,  le  long  de  cette  courbe, 


dX 

dX  dx  ^  dX  dr 

dt  ~ 

'  dx   dt        dy   dt 

dY  _ 

dt  ~ 

ÔY  dx       dY  dr 
dx    dt         dy    dt 

d'où 

dudX      i^_  [àXdx       àXdr\   ,    -[àYdx       dY  dj 
dt~~  dt   '^^  dt  ~'  \dx   dt  "^  dy  'dij   '     \dx  dt  '^  dy   dt 

et,  en  vertu  des  relations  (i), 

du  _/dX    ,    .ôY\/dx   _    .dy\ 
dt~~\dx'^^dx)\dt'^^dlj*    • 

On  en  déduit 

(dX       .àY\/dx       .dr\, 

£  s'évanouissant  avec  A^.  Comme  on  a 

£,  étant  aussi  une  quantité  infiniment  petite,  il  en  résulte 

Au  _fdX       .dY\    i-4-e 


Az       \dx  dx  J  i  -\-  ly 
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La  fonction  admet  donc  une  dérivée  -v — r-  «  -r-»   indépendante  de  la 

ax  ox  *■ 

direction  de  la  tangente  à  la  courbe  22,  au  point  z. 

8.  Nous  démontrerons  plus  loin  que  la  fonction /'(2)  a  aussi  une 
dérivée;  il  en  résuite  que  les  fonctions  réelles  X  et  Y  admettent  des 
dérivées  partielles  du  second  ordre  par  rapport  aux  deux  variables  x 
et  y;  d'après  les  relations  (1),  ces  dérivées  partielles  satisfont  aux 
équations 

^  •  !^  —        ^     ^  — 
dx^  ~^  dy^  *      âx^        dj' 

Ainsi  toute  fonction  u  ■=.  /(^),  ayant  une  dérivée,  fournit  deux  solutions 
particulières  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

dx^       dy^ 

Il  résulte  de  là  que  si  Ton  veut,  à  l'aide  de  deux  fonctions  réelles  X 
et  Y  des  deux  variables  réelles  et  indépendantes^  et  y,  composer  une 
fonction  m  =  X  -h  Yi  de  la  variable  imaginaire  z  =^  x  -^ yi  admettant 
une  dérivée,  on  ne  pourra  prendre  arbitrairement  aucune  de  ces  deux 
fonctions. 

9.  Nous  avons  figuré  la  variable  imaginaire  z  par  le  mouvement  dans 
un  plan  d'un  point  dont  les  coordonnées  sont  x  et  j.  Concevons  que,  sur 
la  perpendiculaire  au  plan  en  ce  point,  on  porte  des  longueurs  respecti- 
vement égales  à  X  et  à  Y,  nous  aurons  deux  surfiices  dont  l'ensemble 
représentera  la  fonction  u.  Les  relations  (i)  signifient  que,  si  l'on  fait 
tourner  d'un  angle  droit  l'une  des  surfaces  autour  d'une  perpendicu- 
laire au  plan  xOy^  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  aux  points 
situés  sur  cette  perpendiculaire  deviennent  parallèles.  En  effet,  la  nor- 
male à  la  surface  X  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à  ,,^  l  ^^^      \  ;   . 

dx        ày  *^  .^^.,hA>.^.^^ 

après  la  rotation  d'un  angle  droit  de  Ox  vers  Oy,  cette  normale  fait  avec  "^^"^ 
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les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à  R#<t - eJU-v^»  y^^  '^ 

dj-        âa;  * 

ou,  en  vertu  des  relations  (i),  à 

^      dY      _   . 

elle  est  alors  parallèle  à  la  normale  à  la  seconde  surface.     '^'^  j  l 

10.  Voici  quelques  autres  propriétés  des  surfaces  X  et  Y  qu'il  est 
bon  de  remarquer  : 

Si  l'on  pose  ' 

d\  _  d\  _  d'\  _  â'\  _         d'\  _ 

dx~P'       dr~^^'         dx   "^^      dxdx^^'       <^r~'' 

ôY  _    ,       ^  _    '         ^  _    /        <^'Y   _  ,       <J'Y_ 
dx~P'      dy"^'        dx'~~^'     dxdx~~^'      ày'  ~     ' 

on  a 

P'  =  -^y     Q'-Py 
et  par  suite 

r  =  — /  =  5',     r'  =  — /'  =  — 5. 

Le  rayon  de  courbure  R  d'une  section  normale  à  la  surface  X  est  donné 
par  la  formule 

j^_  \/i-hp'-hq' ^ v/i4-/?-^  +  ^' 

rcos'a  4- 1  cos'[3  +  q.s  cosa  ces [3       r(cos'<x  -w  cos'P)  +  25  cosa  cos[3 

a,  p,  7  étant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  des  coordonnées  la  tan- 
gente à  la  section  normale  considérée.  L'indicatrice  de  la  surface  X  a 
pour  projection  sur  le  plan  xOy  l'hyperbole  équilatère 

rCi'—'n")  +  2«^-/3  =  v^J  +  p'-f-q^ 

rapportée  à  son  centre.  L'indicatrice  de  la  surface  Y  a  de  même  pour 
projection  l'hyperbole  équilatère 


ou 


r'{'i'~  V)')  +  2s' Ir,  =  y/i  +  p" -+-  q" 
s{-n^  —  ^')  +  2rln  =  Vi  -hq'-h  p\ 
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Si  l'on  fait  tourner  cette  seconde  hyperbole  de  45  degrés  autour  de  son 
centre,  elle  coïncide  avec  la  première.  Ainsi,  les  projections  sur  le 
plan  xOy  des  indicatrices  des  deux  surfaces  conjuguées  aux  points  ho- 
mologues sont  des  hyperboles  équilatères  égales,  et  les  asymptotes  de 
l'une  coïncident  avec  les  axes  de  l'autre. 

Les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  X  sont  donnés  par 
l'équation  du  second  degré 

rt-~s')R^—  v/i  -\' p' -h  q'  [{i-h p')t  -h  (i-\-  q'^)!^  —  2pqs]K  -i- (i  -\- p^ -h  q^y  =  o, 

qui  se  réduit  à 

{r'+  s^)lV—  ^TT^~-+^'[{p'  --  q')r  -+-  2pqs]R  —  {i  -h  p'  +  q'Y  =  o; 

ceux  de  la  surface  Y  par  l'équation 

(/•'+  s')  R'—  \Ji-hp'fq'[{p'—q')s  —  2/)^r]  R  —  (i  -\-p^-\-  q'Y  =  o. 

On  voit  que  le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  est  le  même 
dans  les  deux  surfaces,  et  par  conséquent  que  les  deux  surfaces  ont  la 
même  courbure  aux  points  homologues. 


Fonctions  monotropes. 

il.  Supposons  que  le  point  z  soit  astreint  à  rester  dans  une  partie 
du  plan  déterminée;  si  tous  les  chemins  qui  vont  du  point  initial  Zq  à 

Fig.  4. 


un  point  quelconque  z  [fig.  l\)  situé  dans  cette  partie  du  plan  condui- 
sent à  la  même  valeur  de  la  fonction,  nous  dirons  que  la  fonction  est 
monotrope  dans  cette  partie  du  plan. 
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Il  est  évident  que,  si  le  point  mobile  décrit  une  courbe  fermée  située 
dans  la  partie  du  plan  considérée,  la  fonction  reprend  sa  valeur  pri- 
mitive. 

Réciproquement,  lorsque  la  fonction  jouit  de  cette  propriété,  elle  est 
monotrope.  Considérons,  en  effet,  les  deux  chemins  z^az,  z^bz,  qui 
vont  du  point  z^  au  point  z;  soit  Uq  la  valeur  initiale  de  la  fonction, 
u  la  valeur  qu'elle  acquiert  quand  on  suit  le  chemin  z^az;  en  conti- 
nuant suivant  zbz^,  on  ramène  la  valeur  initiale  u^;  si  maintenant  on 
rétrograde  suivant  z^bz,  la  fonction  repassera  par  la  même  valeur  en 
chaque  point,  et  par  conséquent  elle  acquerra  en  z  la  valeur  u  obtenue 
précédemment. 

Une  fonction  entière,  plus  généralement  une  fonction  rationnelle, 
n'ayant  qu'une  valeur  pour  chaque  valeur  de  s,  est  monotrope  dans  une 
partie  du  plan  limitée  par  une  courbe  quelconque.  Nous  dirons  pour 
abréger  que,  dans  ce  cas,  la  fonction  est  monotrope  dans  toute  l'étendue 
du  plan. 

Exemples  de  /onctions  polytropes. 

12.  Considérons  d'abord  la  fonction 

u  =  sj{z  —  a,) (2—  a,). .  .{z  —  an)' 

Marquons  dans  le  plan  les  points  a,,  ao, . . . ,  a„  [fig-  ^)'->  si  l'on  prend 
pour  origine  successivement  chacun  de  ces  points,  en  conservant  la 

Fig.  5. 


0. 

\ZI^^  ». 

0 

I 

direction  des  axes,  le  même  point  représentera,  par  rapport  à  ces  diffé- 
rents systèmes  d'axes,  les  binômes  ^  —  a,,  s  —  ao, . . . ,  z  —  a«. 


12 


•Il 


Posons 


on  a 
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z  —  at  =  r,{  cos  0,  +  i  sin  9,  ) , 
z  —  ai=  /•j(cos0,,4-  /  sinôj), 

2  —  a„=:  r„(  cos  9„  +  i  sin  d„  )  ; 


«  =  f  /'i  rj . . . r„}M  cos  — \- 1  sin 


Lorsque  le  point  z  décrit  une  courbe  fermée  ne  comprenant  aucun 
des  points  a,,  «a»  •  •  •  »  ««»  les  arguments  0,,  Q^,. ..,  0„  reprennent  leurs 
valeurs  primitives,  et  par  conséquent  la  fonction  u  revient  à  la  même 
valeur.  On  en  conclut  que  la  fonction  est  monotrope  dans  toute  partie 
du  plan  ne  comprenant  aucun  des  points  «,,  aa, . . . ,  ««,  que  nous  ap- 
pellerons points  critiques. 

13.  Supposons  maintenant  que  le  points  décrive  une  courbe  fermée 
comprenant  un  point  critique  a,  {Jig.  6),  dans  un  sens  tel  (pour  la  dis- 
position adoptée  des  axes)  qu'un  observateur,  en  décrivant  le  contour, 
ait  constamment  à  sa  gauche  l'aire  enveloppée  par  la  courbe,  et  doréna- 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


vaut  nous  appellerons  le  sens  de  ce  mousemont  sens  positif;  les  argu- 
ments ôo,  ^3, . . . ,  0„  reprennent  leurs  valeurs  primitives,  mais  9f  aug- 
mente de  27r;  l'argument  de  u  augmente  donc  de  rr,  et  par  conséquent 
la  fonction  change  de  signe. 

Considérons  deux  chemins  ^o^z,  z^bz  [fig.  7),  allant  du  point  ^o  ^u 
point  z  et  comprenant  un  seul  point  critique  a^.  Soit  Uq  la  valeur  ini- 


DÉHNiriONS.  13 

tiale  de  la  fonction  au  point  z^,  m  la  valeur  que  l'on  obtient  au  points:,  W 

quand  on  suit  le  chemin  Zç^az-,  si  l'on  continue  suivant  zbz^^  d'après 
ce  que  nous  venons  de  dire,  la  fonction  change  de  signe  et  acquiert 
en  Zq  la  valeur  —  Uq.  En  rétrogradant  suivant  ^o  hz  avec  la  valeur  ini- 
tiale —  Wo,  la  fonction  repasse  par  les  mêmes  valeurs  et  reprend  en  z  la 
valeur  u  obtenue  précédemment.  Si  maintenant  l'on  décrit  le  che- 
min jZo  bz  avec  la  valeur  initiale  -+-  Mq,  le  signe  du  radical  étant  changé, 
la  fonction  acquiert  en  z  la  valeur  —  u.  Ainsi,  les  deux  chemins  z^az, 
ZqBz,  décrits  avec  la  même  valeur  initiale  Wo,  conduisent  au  points  à 
deux  valeurs  de  la  fonction  égales  et  de  signes  contraires,  et  par  con- 
séquent la  fonction  cesse  d'être  monotrope. 

14.  Considérons  en  second  lieu  la  fonction 

M  =:  (2  -  a.)'^' (z  -  rt,)'/' . .  .(3  -  a,.)'/" , 

dans  laquelle  les  exp(Tsants  sont  des  fractions  irréductibles.  En  adoptant 
les  mêmes  notations  que  précédemment,  on  a     \-M 

L        \  qi  q^  )  \  qi  q^  /J    . 

Lorsque  le  point  z  décrit  une  courbe  fermée  ne  comprenant  aucun  des 
points  a, ,  ^2»  •  •  •  »  «/i»  la  fonction  revient  à  sa  valeur  primitive.  Elle  est 
donc  monotrope. dans  toute  partie  du  plan  ne  comprenant  aucun  des 
points  critiques  a, ,  a^, . . . ,  «„. 

Supposons  maintenant  que  le  point  z  parte  du  point  Sq.  la  fonction 
ayant  la  valeur  initiale  u^,  et  décrive,  dans  le  sens  indiqué,  une  courbe 
fermée  comprenant  le  point  critique  «,  ;  les  arguments  Q^,  ^:,,  •  •  •  repre- 
nant leurs  valeurs  primitives  et  Q,  augmentant  de  27:,  il  en  résulte  que 

l'argument  de  u  augmente  de  ^i— ;  la  valeur  de  la  fonction  est  donc 
multipliée  par  la  quantité 

2/?,  TT     ,      .     .      2«,  TT 

ï,  r=  cos  -^ h  i  sm  -^ » 

''  q^  q^ 

qui  est  une  racine  primitive  de  l'équation  binôme  x^^  '—\.  Un  second 
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tour  donnera  Uoj\  x  j\  =  Uf^Jl;  un  troisième  w©/?^  etc.  La  fonction 
prend  donc  au  même  point  ^o  les  y,  valeurs 


un  nouveau  tour  ramènerait  la  valeur  initiale  u^. 

Si  l'on  tourne  ensuite  autour  du  second  point  critique  «2  avec  l'une 
des  Çi  valeurs  précédentes  prise  comme  valeur  initiale,  on  obtiendra  q^ 
valeurs  différentes.  La  forme  des  valeurs  ainsi  obtenues  est 

si  les  nombres  q,  et  q^  sont  premiers  entre  eux,  la  fonction  acquiert  de 
la  sorte  q^  q^  valeurs,  et  ainsi  de  suite. 

Lorsqu'une  fonction,  qui  a  une  valeur  initiale  bien  déterminée, 
acquiert  ainsi  plusieurs  valeurs  pour  une  même  valeur  de  z,  suivant  les 
chemins  décrits  par  cette  variable,  nous  dirons  que  la  fonction  est/?o- 
lytrope. 

La  définition  que  nous  venons  de  donner  de  la  fonction  u  ■=  z"  s'é- 
tend au  cas  où  l'exposant  a  est  un  nombre  incommensurable,  positif  ou 

négatif.  Si  l'on  pose 

2=:  r(cos0 -4- ï  sin0), 

on  a 

M  =  z"  =  r"'(cosa0  +  sin«0). 

Mais  ici,  lorsque  la  variable  z  tourne  autour  du  point  critique  s  =  o,  la 
fonction  acquiert  une  infinité  de  valeurs  différentes  ayant  même  mo- 
dule et  dont  les  arguments  forment  une  progression  arithmétique  dont 
la  raison  est  ^an. 


Fonctions  holomorpheh 
,,v. 

15.  Lorsqu'une  fonction  est  continue,  monotrope,  et  a  une  dérivée, 
quand  la  variable  se  meut  dans  une  certaine  partie  du  plan,  nous  dirons 
qu'elle  est  holomorphe  dans  cette  partie  du  plan.  Nous  indiquons  par 
cette  dénomination  qu'elle  est  semblable  aux  fonctions  entières  qui 
jouissent  de  ces  propriétés  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

Les  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  la  fonction  devient  nulle 
sont  les  racines  ou  les  zéros  de  la  fonction. 
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Pôles. 


16.  Lorsqu'une  fonclion  w  est  holomorphe  dans  une  certaine  partie 
du  plan,  excepté  en  un  point  z^^  où  elle  devient  infinie,  de  manière 

toutefois  que  la  fonction  -  reste  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce 

point,  on  dit  que  ce  point  est  un  pôle  ou  un  infini  de  la  fonction  u. 

Une  fraction  rationnelle  admet  comme  pôles  les  racines  du  dénomi- 
nateur; c'est  une  fonction  holomorphe  dans  toute  partie  du  plan  qui  ne 
contient  aucun  de  ses  pôles. 

Lorsqu'une  fonction  est  holomorphe  dans  une  partie  du  plan,  excepté 
en  certains  pôles,  nous  dirons  qu'elle  est  méromorphe  dans  cette  partie 
du  plan,  c'est-à-dire  semhlable  aux  fractions  rationnelles. 

Emploi  de  la  sphère. 

17.  Pourétudierla  variation  d'une  fonction,  quand  ïa  variables  devient 


très-grande,  on  pose  s  =-  — ,  et  l'on  donne  à  la  nouvelle  variable  z'  des 

valeurs  très-petites.  Cette  transformation  peut  être  figurée  de  la  manière 

suivante  :  .  ,  . 

A  une  sphère  d'un  diamètre  égal  à  l'unité,  menons  deux  plans  tan- 
gents irOj,  ay'O'j'  [fig-  8)  en  deux  points  diamétralement  opposés  0  et  0'; 
la  variable  z  est  représentée  par  un  point  z  situé  dans  le  premier  plan 
tangent;  la  droite  O'z  perce  la  surface  de  la  sphère  en  un  point  Z;  la 
droite  OZ  prolongée  rencontre  le  second  plan  tangent  en  un  point  z'  ,^ 

qui,  dans  ce  plan,  représente  la  nouvelle  variable  z' .  En  effet,  nous  ^^ 

remarquons  d'abord  que,  dans  les  triangles  semblables  00'^,  OO'-z', 

on  a 

Qi'  z'  _  J_  ^      , 

Nous  déterminerons  les  positions  des  droites  Os,  O'z',  dans  les  plans  tan- 
gents, par  les  angles  ô  et  ô'  qu'elles  font  respectivement  avec  des  droites 
fixes  Oa?,  O'ic',  situées  dans  un  même  plan  méridien  passant  par  le  dia- 


'■^ 


iO  LIVRE  I.  -  CHAPITRE  I. 

mètre  00',  et  nous  conviendrons  de  compter  les  angles  positifs  dans  un 
sens  tel,  qu'un  observateur  placé  sur  l'un  ou  Tautre  plan,  les  pieds  en  0 
ou  en  0',  et  la  tête  en  dehors  de  la  sphère,  voie  le  rayon  vecteur  tourner 


de  droite  à  gauche.  De  cette  manière,  les  deux  droites  Oz,  0'z\  qui 
sont  contenues  dans  un  même  plan  méridien,  ont  des  arguments  icO s, 
x'O'z'  dont  la  somme  est  égale  à  2Tr.  D'ailleurs  le  produit  des  rayons 
vecteurs  Oz,  O'z'  est  égal  à  l'unité;  on  a  donc 


ZZ'  =1. 


A  une  courbe  décrite  par  la  variable  z  dans  le  premier  plan  tangent 
correspond  une  courbe  décrite  par  la  variable  z'  dans  le  second  plan 
tangent;  mais  ces  deux  courbes  peuvent  être  remplacées  par  une  seule, 
celle  que  décrit  le  point  Z  sur  la  sphère.  Quand  le  point  z  décrit  dans  le 
premier  plan,  et  dans  le  sens  positif  (n**  13),  une  courbe  fermée  ne  com- 
prenant pas  l'origine  0,  le  point  z'  décrit  dans  le  second  plan,  et  aussi 
dans  le  sens  positif,  une  courbe  fermée  ne  comprenant  pas  l'origine  0'  ; 
à  la  partie  du  premier  plan  intérieure  à  la  première  courbe  correspond 
la  partie  du  second  plan  intérieure  à  la  seconde  courbe.  Mais  lorsque 
la  première  courbe,  que  nous  supposons  toujours  décrite  dans  le  sens 
positif,  comprend  l'origine  0,  la  seconde,  qui  comprend  aussi  l'ori- 
gine 0',  est  décrite  dans  le  sens  négatif  par  un  observateur  dont  la  tête 
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est  tournée  vers  N';  à  la  partie  du  premier  plan  extérieure  à  la  pre- 
mière courbe  correspond  la  partie  du  second  plan  intérieure  à  la  se- 
conde courbe,  et  vice  versa.  Si  le  rayon  vecteur  de  chacun  des  points  de 
la  première  courbe  augmente  indéfiniment,  celui  de  la  seconde  tend 
vers  zéro;  de  sorte  que  l'étude  de  la  fonction  pour  les  valeurs  très- 
grandes  de  z  est  ramenée  à  celle  de  la  même  fonction  dans  la  partie  de 
la  surface  de  la  sphère  voisine  du  point  0'. 

18.  Considérons,  par  exemple,  une  fonction  entière 

M  — A,  2"*  4- A,  2"-'-+-   ..4-A„; 
si  l'on  pose 

I 


on  a 


A.-t-  A,z'-f-. .  .-\-  \^z'' 

Uzzz , 


La  fonction  u  devient  infinie  pour  z'  =  o;  mais  si  l'on  pose 


I 

w  =  — » 
II 


on  a 


A«-f-  A,-  H-.  .  .4- A«*'" 


la  fonction  u'  est  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  0';  on  dira  donc 
que  le  point  0'  sur  la  sphère  est  un  pôle  de  la  fonction  u.  Ainsi  la  fonc- 
tion entière  est  holomorphe  sur  toute  la  sphère,  excepté  au  point  0'  qui 
est  un  pôle. 

Considérons  maintenant  une  fraction  rationnelle 


_  A«2"'-f- A.z'-'-f-. . .-+- A, 


en  posant 


on  a 

u  =  z' 


BtZ"-h  8,2"-  +  . . 

.  H-  B„  " 

I 

_,A;+A^,2'-4-. 

.  + Aj^2"» 

â 


i8  ,  LIVRE  I.  —  CHAPITRE  I. 

Si  m  est  égal  ou  inférieur  à  n^  la  fonction  u  est  holomorphe  dans  le  voisi- 
nage du  point  z'  ±=  o,  qui  est  ainsi  un  point  ordinaire.  Si  m  est  supé- 
rieur à  Tiy  la  fonction  u  devient  infinie  pour  js'  — -  o;  mais  la  fonction  - 

*  u 

reste  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce  point,  qui  est  un  pôle  de  la 
fonction  u. 

Considérons  enfin  la  fonction 

que  nous  avons  étudiée  au  n°  10.  Si  l'on  pose 

I  I 

2  =  — »        M=    — , 
Z  U 

on  a 


v/(i—  a,z'){\  —  a^z')..  .(i  — «„z') 


Lorsque  n  est  pair,  le  point  0'  est  un  pôle  de  la  fonction  u.  Lorsque  n 
est  impair,  c'est  un  point  critique;  car  autour  de  ce  point  se  permutent 
les  deux  valeurs  de  u'  et  par  conséquent  celles  de  u  qui  sont  très- 
grandes  dans  le  voisinage. 
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CHAPITRE  IL 

LES    FONCTIONS    ALGÉBRIQUES. 

Nombre  des  racines  d'un  polynôme  entier, 

19.  Lemme  I.  —  Lorsqu'une  fonction  est  méromorphe  dans  une  partie 
du  plan,  la  variation  qu'éprouve  l'argument  de  la  fonction,  quand  la  va- 
riable décrit  une  ligne  ad  {fg.  9)  située  dans  cette  partie  du  plan,  et  ne 

Fig-  9- 


passant  par  aucune  racine  m  par  aucun  pôle,  est  égale  à  la  somme  des 
variations  qu'il  éprouve  sur  les  différentes  portions  ab,  bc,  cd  de  cette  ligne  y 
et  cela  quel  que  soit  celui  des  arguments  possibles  que  Von  prenne  au  com- 
mencement de  chacun  des  arcs. 

20.  Lemme  II.  —  lorsqu'une  fonction  est  méromorphe  dans  une  cer^ 
taine  étendue,  si  Von  divise  cette  aire  en  plusieurs  parties  par  des  transver- 
sales, la  variation  qu  éprouve  V argument  de  la  fonction,  quand  la  variable 
décrit  le  contour  de  l'aire  totale  dans  le  sens  positif,  est  égale  à  la  somme 
des  variations  quil  éprouve,  quand  la  variable  décrit  le  contour  de  chacune 
des  aires  partielles  dans  le  sens  positif  . 

3. 


LIVRE  1.  —  CHAPITRE  II. 


Considérons  l'aire  enveloppée  par  la  courbe  abcd  [fîg.  lo),  et  qui  est 
divisée  en  quatre  parties  par  des  transversales.  Nous  supposons  qu'au- 
cune des  lignes  ne  passe  par  une  racine  ni  par  un  pôle,  et  que  chaque 
contour  est  parcouru  dans  le  sens  positif,  c'est-à-dire  dans  un  sens  tel 


Fig.   10. 


qu'un  observateur  ait  toujours  à  sa  gauche  l'aire  enveloppée  par  le 
contour.  La  variation  de  l'argument  de  la  fonction  suivant  le  contour  abea 
est  égale  à  la  somme  des  variations  suivant  les  arcs  ab^  be,  ea;  de  même 
la  variation  de  l'argument  suivant  le  contour  bceb  est  égale  à  la  somme 
des  variations  suivant  les  arcs  bc,  ce,  eb,  et  ainsi  de  suite.  Mais  chacune 
des  transversales  ae,  be,  ce,  de  est  parcourue  deux  fois  dans  des  sens 
opposés,  ce  qui  donne  des  variations  égales  et  de  signes  contraires;  il 
reste  donc  dans  la  somme  les  variations  relatives  aux  arcs  ab,  bc,  cd,  da, 
c'est-à-dire  la  variation  relative  au  contour  entier  abcda. 


Fig.  II. 


Fig.  la. 


21.  Théorème  I.  —  Lorsqu'une  fonction  est  holomorphe  dans  une 
partie  du  plan  ne  comprenant  aucune  racine,  la  variation  de  V argument 
de  la  fonction  sur  le  contour  de  l'aire  est  nulle. 
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Soit  Zq  une  valeur  de  la  variable  z  à  laquelle  correspond  pour  la 
fonction  une  valeur  u^  différente  de  zéro.  La  fonction  étant  continue, 
on  peut  assigner  un  nombre  p  tel  que,  si  le  module  de  z  —  s,,  est  égal 
ou  inférieur  à  p,  le  module  de  u  —  u^  ou  la  distance  Mo  u  soit  moindre 
que  le  module  de  Mq  ou  la  distance  Ou^.  D'après  cela,  si  le  point  z  dé- 
crit une  courbe  fermée  (y%.  ii)  comprise  dans  le  cercle  décrit  du 
point  Zq  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  /s,  le  point  u  décrira  une 
courbe  fermée  (fy'  12)  située  dans  le  cercle  décrit  du  point  u^  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  Omq;  l'argument  de  u  reprendra 
donc  sa  valeur  primitive. 

Supposons  maintenant  que  le  point  z  décrive  le  contour  d'une  aire  ne 
comprenant  aucune  racine.  On  pourra  partager  cette  aire  en  parties 
assez  petites  {Jig.  i3)  pour  que  chacune  d'elles  jouisse  de  la  propriété 
précédente.  La  variation  de  l'argument  de  la  fonction  étant  nulle  sur  le 
contour  de  chaque  aire  partielle,  elle  est  nulle  aussi  sur  le  contour  de 
l'aire  totale,  d'après  le  lemme  IL 

Fij.  i3.  Fig.   14. 


22.  Théorèbie  il  —  La  variation  de  r argument  d'un  polynôme  entier, 
suivant  le  contour  d'une  aire  parcourue  dans  le  sens  positif,  est  égale 
au  produit  de  27:  par  le  nombre  des  racines  comprises  dans  cette  aire, 

(Cauchy.) 

Soient  a,,  a,,...,  a„  (J^g'  ï4)  les  racines  situées  dans  l'aire  plane 
considérée;  on  a 

f{z)  =  {z  —  a,){z  —  a,)...{z  —  a„)o{z); 
l'argument  du  polynôme /(z)  est  égal  à  la  somme  des  arguments  des 
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facteurs;  quand  le  point  z  décrit  la  courbe  fermée,  dans  le  sens  positif, 
l'argument  de  chacun  des  facteurs  s  —  <2,,  z  —  a^, . . . ,  z  —  an  aug- 
mente de  27r;  le  polynôme  (^(z)  n'ayant  aucune  racine  à  l'intérieur  de 
la  courbe,  son  argument  reprend  sa  valeur  primitive;  donc  l'argument 
de  f{z)  augmente  de  27:  x  n.  Ceci  ne  suppose  pas  que  toutes  les  racines 
soient  distinctes. 

23.  Corollaire.  —  Un  polynôme  entier  du  degré  m  a  m  racines. 
Soit 

M  =  Ao  2'"  4-   A,  z'" -'  -i-  .    .    .  +  A;„ 

le  polynôme  proposé;  si  l'on  pose 
ce  polynôme  devient 


^  =  F' 


Ao+A,  z'  +  . .  .4- A„2''« 

U  = TU 


Le  numérateur  ne  s'annulant  pas  pour  z'  =  o,  on  peut  assigner  un 
nombre  r'  tel  que,  si  le  module  de  z'  est  égal  ou  inférieur  à  r',  le  module 
de  Af  z'-h  Aa^'^H-  . . .  +  A,„z""soit  moindre  que  celui  de  Ao;  le  numé- 
rateur ne  s'annulera  donc  pour  aucune  valeur  dé  z'  située  à  l'intérieur  du 
cercle  décrit  du  point  0'  comme  centre  avec  le  rayon  r'  dans  le  second 
plan  tangent  à  la  sphère  (n**  17),  et  par  conséquent  le  polynôme  pro- 
posé n'aura  aucune  racine  en  dehors  du  cercle  décrit  du  point  0  comme 

centre  avec  le  rayon  r  —  —  dans  le  premier  plan  tangent.  Concevons 

maintenant  que  le  point  z  décrive  la  circonférence  r  dans  le  sens  po- 
sitif, ou  que  le  point  z'  décrive  la  circonférence  r'  dans  le  sens  néga- 
tif, l'argument  du  numérateur  ne  changeant  pas,  et  celui  de  ^'variant 
de  —  27:,  l'argument  de  u  éprouvera  une  variation  égale  k  2n  x  m; 
donc  le  polynôme  a  m  racines. 

En  désignant  par  a^  le  module  de  Ao  et  par  a  le  plus  grand  des  mo- 
dules des  coefficients  suivants,  on  peut  prendre  r'  =  — ^— -,  il  en  ré- 
sulte que  le  nombre  r  =  -^ —  —  i  +  —  est  une  limite  supérieure  des 
modules  des  racines. 
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Manière  de  déterminer  le  nombre  des  racines  d'un  polynôme  entier 
comprises  dans  un  contour  donné. 

24.  D'après  le  théorème  II,  pour  connaître  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  f(z)  =  o  comprises  dans  un  contour  donné  C,  qui  ne  passe 
par  aucune  des  racines,  il  suffit  de  déterminer  la  variation  qu'éprouve 
l'argument  de/(z),  quand  le  point  s  décrit  ce  contour  dans  le  sens 
positif,  et  de  diviser  cette  variation  par  271.  Supposons  que  l'on  ait, 
le  long  de  ce  contour,  /{z)  =  X  +  «Y,  X  et  Y  étant  deux  fonctions 
réelles  d'une  même  variable  réelle  t.  Soient  Xo,Yo  les  valeurs  de  X 
et  Y  pour  t  =  ^o.  «0  le  point  correspondant  de  la  courbe  et  90  l'ar- 
gument de  /{z);  cet  argument  <po  est  l'un  des  angles  qui  répondent  à 

la  tangente  ^^  si  X»  est  positif,  on  peut  prendre  pour  <po  un  angle  com- 

pris  entre  —  -  et  -•  Faisons  varier  t  de  telle  sorte  que  le  contour  C 

soit  parcouru  dans  le  sens  positif.  Tant  que  ^  variant  à  partir  de  ?„»  n'at- 
teint pas  une  valeur  pour  laquelle  X  s'annule  et  change  de  signe,  l'ar- 
gument variable  reste  toujours  compris  entre  les  mêmes  limites 

et  -•  Mais  si  le  quotient  ^  devient  infini,  et  passe  d'une  valeur  positive 

à  une  valeur  négative,  9  croît  au  delà  de  -•,  si,  au  contraire,  le  quotient 
passe  d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive,  9  décroît  au-dessous 

de  —  -.  Donc,  en  appelant  ^  l'arc  compris  entre et  -  qui  répond 

à  la  nouvelle  valeur  de  la  tangente,  on  aura 

£,  étant  égal  à  -h  i  dans  le  premier  cas  et  à  —  i  dans  le  second  cas. 
Cette  formule  s'appliquera  jusqu'à  ce  que  X  en  s'annulant  change  de 
signe  une  seconde  fois.  A  partir  de  cette  nouvelle  valeur  de  /,  on 
aura 


i.tr- 


.^ 


£2  étant  encore  égal  à  ±  i,  suivant  que  le  quotient  ^  passe  d'une  valeur 
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positive  à  une  valeur  négative,  ou  inversement,  et  ^  désignant  toujours 

l'arc  compris  entre et  H — i  qui   répond  à  la  valeur  de  la  tan- 

Y 

gente  y'  Après  un  troisième  changement  de  signe  de  X,  on  aura 

cpr=:e,7:-Fej7:H-ej7:-l-  tp, 

et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent,  si  X  a  changé  de  signe  m  fois  avant 
que  le  point  z  en  suivant  le  contour  C  arrive  dans  le  voisinage  de  «o» 
on  aura  pour  un  pareil  point 

<p  —  e,  r  4-  62 7:  -f- . .  .  +  Êm r -h  4*' 

Mais  lorsque  z  atteint  a^,  l'angle  ^  devient  égal  à  ^o»  et  la  variation 
totale  de  l'argument  est 

7:(e, -+-£,-+-..  .-+-Êm); 
on  a  donc 

n—  -(e, -+-e3-f-. .  .-4-  e„), 

n  étant  le  nombre  des  racines  comprises  dans  le  contour  C.  Soient  m'  le 
nombre  des  termes  de  la  parenthèse  dont  la  valeur  est  4- 1 ,  m"  le  nombre 
des  termes  dont  la  valeur  est  —  i;  la  formule  s'écrit 

n  =  -(m'  —  m"). 
2 

Lorsque  la  valeur  initiale  Xq  de  X  est  négative,  on  peut  répéter  le  même 
raisonnement  en  prenant  pour  (po  et  4*  des  angles  compris  entre  - 
et  3^. 


25.  La  somme  s,  +  £2+  •  •  •  H-  £p>  qui  correspond  à  la  variation  de  t 
entre  les  limites  t^  et  ^^  est  ce  que  Cauchy  nomme  indice  de  la  fonc- 

Y 

tion  ^  entre  les  limites  t^  et  t, ,  et  il  représente  cet  indice  par  la  no- 
tation 


';;(x)  0"  ■;:"(')•  . 
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Si  l'on  partage  une  ligne  quelconque  en  plusieurs  parties,  l'indice  du 

Y  . 

quotient  ^  relatif  à  cette  ligne  est  évidemment  égal  à  la  somme  des  in- 
dices du  même  quotient  pour  chacune  des  parties  de  la  ligne. 

On  calcule  aisément  l'indice  relatif  à  une  ligne  donnée,  lorsque  le 
long  de  cette  ligne  X  et  Y  sont  des  fonctions  entières  de  la  variable  /,  à 
l'aide  des  remarques  suivantes  (Cauchy,  Journal  de  V École  Polytechnique» 
25®  Cahier). 

1°  Si  le  degré  de  Y  surpasse  celui  de  X,  en  effectuant  la  division  jus- 
qu'à ce  que  l'on  parvienne  à  un  reste  Y,  de  degré  moindre  que  X,  on  a 

Q  étant  une  fonction  entière.  Il  est  clair  que  les  quotients  v  et  r=T^  de-  '<A«'^^^ 

viennent  infinis  en  même  temps  et  ont  des  valeurs  de  même  signe  pour  V^ 

les  valeurs  de  la  variable  voisines  de  celles  qui  les  rendent  infinis;  il     ^j>j 
en  résulte 


^IX'k) 


Y    X 


2°  Considérons  les  deux  quotients  inverses  ^' v?  et  leurs  indices  I,  I,, 

quand  /  varie  de  /«  à  /, .  Chaque  fois  que  l'une  des  fonctions  X,  X  s'an- 
nule et  change  de  signe,  l'un  des  deux  quotients  devient  infini  et  sou 
indice  augmente  ou  diminue  d'une  unité,  suivant  que  ce  quotient  passe 

d'une  valeur  positive  à  une  valeur  négative,  ou  inversement.  Par  con- 

Y 

séquent,  si  le  quotient  -^  a  le  même  signe  pour  /q  et  /^  le  nombre  des 

changements  de  signes  qu'il  éprouve  en  allant  d'une  valeur  positive  à 
une  valeur  négative  est  égal  au  nombre  des  changements  de  signes 
qu'il  éprouve  en  allant  d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive,  et 
l'on  a 

1  +  I,  =r  o. 

Mais  si  le  quotient  a  des  signes  contraires  pour  t^  et  /,,  on  a 

I  +  I,=-±i, 

Y 

le  signe  -+-   correspondant  au  cas  où  la  quantité  ^  est  positive,  le 
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signe  —  à  celui  où  elle  est  négative.  D'une  manière  générale,  les  deux 
indices  I  et  I,  satisfont  à  une  relation  de  la  forme 

I  +  I,  =  £, 

dans  laquelle  s  désigne  un  nombre  égal  à  zéro,  à  -f- 1  ou  à  —  t. 

Y 

Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  exprimer  l'indice  de  la  fonction  rr  à 

l'aide  d'une  somme  de  termes  analogues  à  s,  et  de  l'indice  d'un  dernier 
quotient  dont  le  diviseur  ne  contiendra  plus  la  variable  t,  indice  évi- 
demment égal  à  zéro.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  X  soit  d'un 
degré  plus  élevé  que  Y,  et,  pour  l'uniformité  des  notations,  représen- 
tons ce  dernier  polynôme  par  X,.  Effectuons  la  division  de  X  par  X,, 
jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  un  reste  d'un  degré  moindre  que  celui 
de  X,;  appelons  Xj  ce  reste  changé  de  signe.  Divisons  X,  par  Xa;  soit  X3 
le  reste  changé  de  signe;  en  continuant  cette  série  d'opérations,  on 
parviendra  à  un  reste  constant,  puisqu'on  peut  supposer  que  les  poly- 
nômes X  et  X,  n'ont  pas  de  facteurs  binômes  communs;  soit  X„  ce  der- 
nier reste  changé  de  signe.  On  a  les  relations 

V 

•(fe)->(è)=- 

'(è;)-(^)=- 

/X 
En  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  et  observant  que  I  (  -^"  ' 

est  nul,  il  vient 

I  I    y-  1  =  £1  -f-  Ej  H- •••  +  £„-,+  En. 


—  £,, 


Pour  obtenir  ï  (W)'  on  calculera  les  valeurs 

(X)jo,     (X,),„, . .  .  ,     (X^_i),^,     (X^)/„,...,     X„, 

des  fonctions  X  pour  les  deux  valeurs  ?o»  f*  de  la  variable  t.  Considé- 
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rons  deux  termes  consécutifs  (Xp_,)f^,  {Xp)t^  de  la  première  suite,  et 
les  termes  correspondants  (X^,),^,  (Xp),^  de  la  seconde.  Si  les  signes 
des  termes  (Xp_,)i],  (Xp)^^  présentent  une  permanence  ou  une  varia- 
tion, et  de  ïnême  les  signes  de  (Xp_,)f^,  (X^),,  une  permanence  ou  une 
variation,  on  aura 

Si  les  signes  des  deux  premiers  termes  présentent  une  permanence,  les 
signes  des  deux  derniers  une  variation,  on  aura 

Enfin,  si  les  signes  des  deux  premiers  termes  offrent  une  variation  et 
ceux  des  autres  une  permanence,  on  aura 


Représentons  par  P^  le  nombre  des  permanences  de  la  première  suite 
qui  se  transforment  en  variations  dans  la  seconde,  et  par  Vp  le  nombre 
des  variations  qui  se  changent  en  permanences,  il  est  clair  que 


l(|)..P,-V,. 


Mais,  si  l'on  désigne  parV  le  nombre  des  variations  de  la  première  suite, 
et  par  V  le  nombre  des  variations  de  la  seconde,  on  a  aussi 

V'  =  V  +  P,-  v„, 
d'où 

V'-V=P.-V„, 

et 


(r)-' 


X 

Ainsi  l'indice  de  la  fonction  -^  est  égal  au  nombre  des  variations  ga- 
gnées par  la  suite  des  polynômes,  quand  on  passe  de  /q  à  ^,. 

26.  Supposons  que  le  contour  C  soit  un  rectangle  ayant  ses  côtés 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées  {Jig.  i5).  Appelons  y^  ety,  les  or- 
données des  deux  côtés  ab,  cd  parallèles  à  l'axe  des  x,  Xq  et  Xi  les 
abscisses  des  deux  côtés  ac,  bd  parallèles  à  l'axe  des  y.  Soit 

4. 


2!i 

on  aura 

le  long  de  «6 

le  long  ôe  de 

le  long  de  6rf 

le  long  de  ca 
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Xr=9(a:,  j„),  Y  =zt\i[x,  Xo)f  a:  variant  de  ^0  à  ^1  ; 

X=  (^[x,  fi),  Y=4'('^>J')>  ■3:' variant  de  ^,  à  .To ; 

X=rcp(^„j),  Yz=z'y){x„x)'  r  variant  de  jo  à  ^,  ; 

X  =  9(^o,r),  Yz^-'K^o,  r),  r  variant  de  j.  à  7,. 


F 

'g- 

i5. 

y 

c 

// 

a 

b 

0 

j- 

Supposons  en  second  lieu  que  le  contour  C  soit  la  circonférence  d'un 
cercle  de  rayon  /•,  ayant  son  centre  à  l'origine.  On  peut  définir  les 
divers  points  de  la  circonférence  par  la  formule  z  =  /'(cos5  +  «  sin(5), 
où  5  désigne  un  angle  variant  de  —  ;r  à  4-  tt.  Si  l'on  pose 


lang- 


^ 


on  aura 


,(Lzii!  +  ^iLY 


et  la  variable  t  variera  de  —  20  à  -f-  x»  .  On  abrège  le  calcul  en  opérant 
de  la  manière  suivante  ;  on  a 


z  =:--  /■ 


I  -+-  tl 


la  substitution  de  cette  valeur  dans  le  polynôme /(z)  donnera  un  ré- 
sultat de  la  forme  ^^ — r^lir— •  La  variation  de  l'argument  de  ce  quo- 

tient,  lorsque  i  croît  de  —  qo  à  +  00  ,  est  égale  à  la  différence  entre  la 
variation  de  l'argument  du  numérateur  et  la  variation  de  l'argument 
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du  dénominateur.  Mais  l'argument  de  i  ~  ti,  passant  de  la  valeur  +  - 
à  la  valeur  —  ->  éprouve  une  variation  égale  à  —  rr;  donc  la  variation 

de  l'argument  du  dénominateur  est  —  nn.  Par  conséquent,  si  l'on  re- 
présente par  I  l'indice  du  numérateur,  quand  t  varie  de  —  qo  à  4-  co  , 
la  variation  de  l'argument  du  quotient  sera  7r(I  -i-  n). 

27.  Soit,  comme  exemple,  l'équation 

2' —  52  +  I  =  O. 

Prenons  d'abord  pour  contour  un  rectangle  dont  les  côtés,  parallèles 
aux  axes,  sont  déterminés  par  les  abscisses  a7„  =  —  i,  a?,  =  -f- 1  et  les 
ordonnées  >'„  =  —  i ,  j,  =  -f-  i .  On  a 

_f{x  -\-  yi)  =.x^~  Ç>x'-j^  +  j*  —5^-1-1  -I-  (4^'/  —  \^y'^  —  ^X)  '• 
Le  long  du  côté  ab 

X  =  x*—6x''—5x-{-2,     X^--—/^x^-h^x  -h  5,     X;  =  2o«2-J- i5.r  —  8, 
X3  =  — 3a;  — 124,     X4  =  — 3oi868; 

les  signes  des  résultats  des  substitutions  de  —  i  et  H-  i  étant 


-,    + ,     -f- ,    -,    -, 

l'indice  relatif  à  ce  côté  est  i.  Le  long  du  côté  dc^  parallèle  à  ab, 
on  a 

\  =  x*—6x--~  5x -\- 2,     Xi  —  4'^^  — 4-^  —  5' 

Nous  remarquons  que  sur  les  côtés  ab  et  de  les  polynômes  X  sont 
égaux,  et  les  polynômes  Y  égaux  et  de  signes  contraires.  Mais  a?  varie 
sur  le  premier  côté  de  —  i  à  +  i,  sur  le  second  de  -h  i  à  —  i;  il  en 
résulte  que  les  indices  relatifs  à  ces  deux  côtés  sont  égaux.  Le  long  du 
côté  bd,  on  a 

X— /'— 6/»— 3,       X,  —  —  4/^  — J,       X,  :^25j»4-12, 

X3  =  — a3/,     X,  r=— 276; 
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les  signes  correspondant  à  —  i  et  -h  i  étant 


rindice  est  nul.  Enfin,  le  long  de  ca,  on  a 

X=j«-6/--t-7,     X,  r=4j^  — 9j,     X,^  157^—28, 

Xa  =  23j^,       X4  =  644  • 

En  substituant  d'abord  -\- 1 ,  puis  —  1,  les  signes  des  résultats  sont 

-t- ,     —,     —,     -4- ,     -I- , 


l'indice  est  encore  nul.  On  conclut  de  ce  qui  précède  qu'une  seule  racine 
est  comprise  dans  le  carré  ahdc\  cette  racine  est  nécessairement  réelle. 
11  est  bon  de  remarquer  que  les  indices  relatifs  aux  côtés  ah  et  de  du 
rectangle  sont  égaux  toutes  les  fois  que  ces  deux  côtés  sont  équidistants 
de  l'axe  des  x. 

Prenons  maintenant  pour  contour  une  circonférence  d'un  rayon  égal 
à  l'unité  et  ayant  pour  centre  l'origine.  On  a  sur  cette  circonférence 

On  obtient  l'indice  du  numérateur  à  l'aide  des  polynômes 

X  =  7/'— 12/^- 3,     X,  — /'+/,     X,  =  i9;^  +  3, 

l'indice  étant  égal  à  —  2,  on  en  conclut  que  la  circonférence  ne  com- 
prend qu'une  racine. 

Si  l'on  remplace  la  circonférence  dont  le  rayon  est  i  par  une  autre 
de  rayon  égal  à  2,  on  a 

j^i  ,_  27^* —  102/2  +  7 +4o(— ''  + ^O^' 
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l'indice  du  numérateur  s'obtient  à  l'aide  des  fonctions 

X  =  27/<— io2/'4-7,     X,=^:— i'H-2/,     X,  =  48''  — 7, 

X3  =  —  t,       X^  :^  7. 

Cet  indice  étant  égal  à  4.  on  en  conclut  que  la  seconde  circonférence 
comprend  les  quatre  racines  de  l'équation.  Il  est  évident,  à  l'inspection 
de  l'équation,  qu'elle  n'admet  que  deux  racines  réelles  comprises,  l'une 
entre  zéro  et  1 ,  l'autre  entre  i  et  2.  Le  module  des  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  est  donc  compris  entre  i  et  a;  on  vérifie  ce 
résultat,  en  remarquant  que  ce  module  a  pour  expression 


'•  V  1/2A 


X  désignant  la  racine  positive  de  l'équation 

8X'-8X-7.5  =  o. 

Continuité  des  racines. 

28.  Soit/(j5,  u)  =  o  une  équation  dont  le  premier  membre  est  un 
polynôme  entier  en  z  et  u,  du  degré  m  par  rapport  à  m,  et  que  nous 
supposons  irréductible,  c'est-à-dire  non  décomposable  en  un  produit 
de  polynômes  entiers  en  z  et  u.  Si  l'on  attribue  à  z  une  certaine  valeur, 
l'équation  en  m  a  m  racines;  nous  allons  démontrer  que,  si  le  para- 
mètre z  varie  d'une  manière  continue,  ces  m  racines  varient  aussi 
d'une  manière  continue  (Cauchy,  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique 
mathématique  y  i84i).  Cette  propriété  importante  résulte  du  théorème 
suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  pour  z  =  a  V équation  a  n  racines  égales  à  b,  pour 
une  valeur  de  z  voisine  de  a,  l'équation  a  n  racines  voisines  de  b. 

Pour  abréger,  remplaçons  2  et  w  par  a  +  z'  eib  -^  u'\  pour  z'  =  o, 
l'équation /(a  -\-  z',b  -h  u')  —  o  admet  n  racines  égales  à  zéro.  En 
ordonnant  le  premier  membre  de  l'équation  par  rapport  aux  puissances 
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croissantes  de  u' ,  on  a 

f[a  -1-  z',h+u')  —  Zc  -i-  Z, u'  -\-  Zsm'^  -4- .  .  .  H-  Z„?«"'  H-  Z;,+,  «."'+'  + . .  .  +  Z»m'"'. 

Les  polynômes  Zo,  Z,, . . . ,  Z„_,  s'annulent  pour  z'  =  o,  mais  Z„  ne 
s'annule  pas.  Du  point  a  comme  centre,  décrivons  un  cercle  de  rayon  p 
qui  ne  comprenne  aucune  racine  du  polynôme  Z„,  et  assujettissons  le 
point  z'  à  rester  dans  ce  cercle.  Soit  A  le  plus  petit  module  du  poly- 
nôme Z„  dans,  le  cercle  |0,  B  le  plus  grand  module  de  chacun  des  poly- 
nômes suivants  Z„+,,  Z^+o, . . . ,  Z,«  dans  le  même  cercle.  Nous  pouvons 
mettre  le  premier  membre  de  l'équation  sous  la  forme 

/,»+,',*+  ,0  =  7.n"  (I  -I,  +  I  -^  +  .  .  .  H-  ?|^  -L 

Z„+,_  ^^,  _  _   Z„+,  __,^  ^  ^   Z,„  __,^^_^^ 


ou 


en  posant 


-+•  I  +  -y—  ?r  +  -=—  J("  4- .    •  +  y-  « 

^n  An  An 

/(«  +  z',  h  -4-  ?/')  rzr  Z,m'«(i  +  P  +  Q), 

P:=,^,/+   i^„'.  4-..     4.|!:,,'m-», 
A/,  Ln  Ln 

/-w  A   _J^  Zi^         *  Z)i_|    ^ 

"   ~    Z„    M"  Z„    /f'"~'  '  '  *  Z„      «' 

Si  l'on  fait  mouvoir  le  point  u'  sur  la  circonférence  d'un  cercle  ayant  . 

pour  centre  h  et  un  ravon  r  plus  petit  que  l'unité,  on  a  J^^^ 

modP<5(,..,-,...H...)  =  f^.  ^„^^ 

On  choisira  le  rayon  r  de  manière  que 

B       r      ^^ 

A   I  -  /■  <  2  ' 

il  suffit  pour  cela  de  prendre 

,^       A 
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alors  le  module  de  P  sera  plus  petit  que  -•  Le  rayon  r  étant  choisi  de 
cette  façon,  et  le  point  u'  se  mouvant  sur  cette  circonférence,  on  a 

^  ^  ^  I  / mod  Z,       mod  Z,  mod  Z„_,\  (  4  '  .V<>*^  —  f^ 

mod  Q  <  T \ ; h    -    H 

A  \      r"  r"-'  r 

Les  polynômes  Zo,  Z ,  Z„_,  étant  des  fonctions  continues  de  z', 

qui  s'annulent  pour  z'  =  o,  on  peut  trouver  un  rayon  o'  plus  petit  que 
/5,  et  tel  que,  pour  tout  point  z'  situé  dans  le  cercle  décrit  du  point  a 
comme  centre  avec  le  rayon  p',  le  module  de  chacun  de  ces  polynômes 
soit  moindre  qu'un  nomhre  donné  C,  satisfaisant  à  la  condition 


\)'<l 


C  /  I  1 

A  \r"       /•"-' 

ou 

(]      I  —  r»     ^  I 

A  /^'(i  —  /■)  <  -?.' 

il  suffit  pour  cela  de  prendre 

^  Ar"(i-r)  ^ 
<   2(1  —  r") 

Le  rayon  /s'  étant  choisi  de  cette  façon,  le  module  de  Q  sera  moindre 
que  -  pour  toutes  les  valeurs  de  z'  situées  dans  le  cercle  p'  et  de  u'  si- 
tuées sur  la  circonférence  r,  et  de  même  le  module  de  P. 

Le  point  z'  restant  fixe  à  l'intérieur  du  cercle  p',  concevons  que  la 
variable  u'  décrive  la  circonférence  r  dans  le  sens  positif,  et  considérons 
l'expression 

f{a  +  2',  6  -}-  u'  )  =  Z„  ii"{  n-  P  +  Q ) , 

qui  est  un  polynôme  entier  en  u' .  L'argument  du  facteur  m'"  éprouve 
une  augmentation  égale  à  27:  x  n.  Le  facteur  i  H-  P  -+-  Q,  que  nous 
désignerons  par  v,  est  une  fonction  monotrope  de  u'\  figurons-le  par 
un  point  v  dans  un  plan  [fig.  16),  et  marquons  le  point  C  qui  corres- 
pond a  ç»  =  i;  la  distance  Cç»  est  égale  au  module  de  P  4-  Q,  qui  est 
moindre  que  Tunité.  Quand  la  variable  u'  décrit  la  circonférence  r,  le 
point  V  décrit  une  courbe  fermée  située  dans  le  cercle  dont  le  point  C 

5 
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est  le  centre  et  le  rayon  égal  à  l'unité,  et  par  conséquent  l'argument 

de  f^  reprend  sa  valeur   primitive.   Ainsi    l'argument   du    polynôme 


Fig.  i6. 


/ 
/ 
/ 
/ 

ff\ 

\ 
\ 
\ 

\ 

01 

4 

1 
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f[a  +  z',  b  ~\-  u!)  éprouve  une  augmentation  égale  à  lu  x  n\  on  en 
conclut  que  ce  polynôme  admet  n  racines  à  l'intérieur  du  cercle  r. 

Corollaire.  —  Si  pour  z  =^  a  la  valeur  u=  h  est  racine  simple,  pour 
une  valeur  de  z  voisine  de  a  l'équation  admettra  une  racine  simple  voisine 
de  b  et  une  seule. 

Définition  d* une  fonction  algébrique. 

29.  Supposons  que,  pour  z  =  z^^,  Uq  soit  racine  simple  de  l'équation 
f{z,  u)  =  o;  faisons  mouvoir  le  point  z  sur  une  courbe;  en  un  point  z< 
voisin  de  ^o  l'équation  admet  une  racine  simple  m,  voisine  de  Uq,  et 
une  seule;  en  un  point  voisin  de  z^  elle  admet  une  racine  simple  u^ 
voisine  de  u^,  et  ainsi  de  suite.  La  série  des  valeurs  Wo>  w,,  Mg,...  forme 
une  suite  continue,  que  l'on  regardera  comme  une  fonction  de  z. 

On  peut  continuer  de  cette  manière  tant  que  la  racine  considérée  u 
conserve  une  valeur  finie  et  reste  racine  simple,  c'est-à-dire  ne  devient 
pas  égale  à  une  autre.  Les  points  où  une  racine  devient  infinie  sont  les 
racines  du  coefficient  de  la  pUis  haute  puissance  de  u  dans  l'équation  ; 
leur  nombre  est  au  plus  égal  à  m'  —  m,  m  désignant  le  degré  de  l'é- 
quation par  rapport  à  a  et  m'  le  degré  par  rapport  à  z  et  m.  On  obtient 
les  points  où  l'équation  admet  des  racines  finies  égales  entre  elles  en 
éliminant  u  entre  les  deux  équations 

f(z,u)  =  Of    ^- =  "; 
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leur  nombre  est  au  plus  égal  à  m'{m'  —  \).  Telles  sont  les  deux  sortes 
de  points  singuliers  que  nous  rencontrerons  dans  l'étude  des  fonctions 
algébriques. 

30.  Théorème  IV.  —  Lorsque,  par  des  déformations  successives,  on  peut 
amener  la  courbe  A  {fig-  1 7  )  qui  va  du  point  z^  au  point  Z  àla  courbe  B 
qui  unit  les  mêmes  points,  sans  franchir  aucun  point  pour  lequel  la  racine 
considérée  devient  infinie  ou  égale  à  une  autre,  ces  deux  courbes  con- 
duisent en  Z  à  la  même  valeur  de  la  fonction. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  courbes  A  et  B  enveloppent  une  aire 
dans  laquelle  il  n'y  ait  aucun  point  singulier.  Soit  M  le  plus  petit  module 
de  la  différence  des  racines  prises  deux  à  deux  pour  un  point  quel- 
conque z  de  cette  aire.  D'après  le  théorème  précédent,  on  peut  assigner 
un  rayon  p  tel,  que  si  z  se  déplace  dans  un  cercle  de  rayon  p  ayant  pour 
centre  un  point  quelconque  de  l'aire,  chacune  des  racines  éprouvera  une 

M 

variation  ayant  un  module  moindre  que —•  Imaginons  que  le  centre  du 

cercle  ^  décrive  une  courbe  G  intermédiaire  entre  A  et  B,  l'enveloppe 
de  ce  cercle  se  composera  de  deux  courbes  C  et  C  situées  de  part  et 
d'autre  de  la  courbe  G  {fig.  18).  Cela  posé,  considérons  une  courbe  G' 


Fig.  17. 


Fig.   18. 


Z       I 


voisine  de  G  et  située  entre  les  deux  courbes  C  et  C;   marquons  sur 
les  deux  courbes  G  et  G'  deux  systèmes  de  points  correspondants 

Zo,  Z\   ,  Zly    .    .    .    ,  tj  , 

-2o,       2,,       2n,...,       z, 

tels  que  l'aire  z^  z,  z\zq  soit  comprise  dans  le  cercle  décrit  du  point  z,, 

5. 


3G 
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comme  centre  avec  le  rayon  p,  que  l'aire  z^z^z'^z\z^  soit  comprise 
dans  le  cercle  décrit  du  point  z^  comme  centre  avec  le  même  rayon  p,  etc. 
Il  suffirait  pour  cela  de  prendre  pour  2,,  ^'^  les  points  où  le  premier 
cercle  coupe  les  courbes  G  et  G',  pour  z^,  z\  les  points  où  le  second 
cercle  coupe  G  et  G',  etc.  Nous  partons  de  z^  avec  la  valeur  initiale  u^\ 
les  deux  chemins  Zq^^i»  ^o^'^Z)  conduisent  en  z,  à  des  valeurs  qui  diffe- 

M 

rent  chacune  de  u^  d'une  quantité  moindre  que  —  >  et  qui,  par  consé- 
quent, diflèrent  entre  elles  d'une  quantité  moindre  que  M;  la  différence 
entre  deux  racines  au  point  2,  étant  plus  grande  que  M,  on  en  conclut 
que  ces  deux  valeurs  sont  rigoureusement  égales;  ainsi  les  deux  che- 
mins ZoZ,,  ifi^^z^  conduisent  en  z,  à  la  même  valeur  u^. 

Considérons  maintenant  les  deux  chemins  Zq  z,  z^^  z^  z\z'^Zo;  on  peut 
remplacer  le  second  par  ZQz\zt-{-  Zt  z\z'^Zo,  en  parcourant  la  tra- 
verse Zf  z\  deux  fois  dans  des  sens  contraires;  la  première  partie  Zç^z^z^ 
donnant  w,  comme  Zç^z^,  ceci  revient  à  partir  du  point  jz,  avec  la  va- 
leur initiale  w,  et  à  décrire  les  deux  chemins  s^  Zo,  z,  z^z\z<i\  ces  deux 
chemins,  étant  compris  dans  le  cercle  de  rayon  p  décrit  du  point  z^ 
comme  centre,  conduisent  en  Zo  à  la  même  valeur  u.,,  et  ainsi  de  suite. 
On  en  conclut  que  les  deux  lignes  G  et  G'  conduisent  en  Z  à  la  même 
valeur  U.  Par  une  série  de  lignes  intermédiaires,  on  passera  de  la 
courbe  A  à  la  courbe  B. 

Fig.  19. 


Supposons  qu'entre  les  deux  courbes  A  et  B  il  y  ait  un  point  singu- 
lier a  [fig.  19),  où  l'équation  admette  une  racine  infinie  ou  Une  racine 


/y 
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multiple  b,  mais  telle,  que,  lorsque  la  courbe  A  en  se  déformant  passe 
par  ce  point,  la  fonction  u  conserve  une  valeur  finie  ou  reste  racine 
simple,  et  par  conséquent  diffère  de  la  racine  multiple  b.  Ce  point  a 
se  comportera,  dans  la  question  actuelle,  comme  un  point  ordinaire; 
en  effet,  les  courbes  A  et  B  peuvent  être  remplacées  par  les  lignes 
ZomnpZ,  Zamn'pZ,  formées  de  deux  parties  communes  et  des  deux 
moitiés  d'un  cercle  très-petit  ayant  pour  centre  le  point  a;  sur  ces  deux 
nouveaux  chemins,  on  parcourt  d'abord  la  partie  z^m  avec  la  même 
valeur  initiale  u^,  ce  qui  conduit  en  m  à  la  même  valeur  m,  ,  qui,  par  hy- 
pothèse, est  finie  ou  diffère  de  la  racine  multiple  b  d'une  quantité  finie; 
les  deux  demi-circonférences  conduisent  en  />  à  la  même  valeur  u^;  car 
si  les  valeurs  obtenues  étaient  différentes,  elles  différeraient  peu  l'une 
de  l'autre  et  différeraient  de  b  de  quantités  finies;  mais,  dans  le  voisi- 
nage du  point  «,  les  racines  peu  différentes  l'une  de  l'autre  sont  celles 
qui  diffèrent  très-peu  de  b.  Enfin,  la  dernière  partie />Z  conduira  en  Z 
à  la  même  valeur  de  la  fonction. 

31.  Théorème  Y.  —  Une  fonction  algébrique  est  holomorphe  dans 
toute  partie  du  plan  limitée  par  une  courbe  A  que  Von  peut  réduire  à  un 
point,  sans  franchir  aucun  point  où  la  racine  considérée  devienne  infinie 
ou  égale  à  une  autre. 

Prenons  sur  la  courbe  un  point  Z  [fig.  20)  voisin  du  point  Zq\  la 
courbe  ^^oAZ  peut  être  ramenée,  par  hypothèse,  à  la  ligne  infiniment 


Fig.  20. 


petite  2oZ,  sans  franchir  aucun  point  singulier  où  la  racine  considérée 
devienne  infinie  ou  égale  à  une  autre;  il  en  résulte  que,  si  la  variable  z 
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décrit  la  courbe  ZqAZ^  la  fonction,  dont  la  valeur  initiale  est  Wq» 
acquiert  en  Z  la  même  valeur  que  si  la  variable  avait  décrit  la  ligne 
infiniment  petite  ^oZ;  la  courbe  fermée  A  ramène  donc  en  z^  la  valeur 
initiale  Uq.  Supposons  maintenant  que  la  variable  aille  du  point  z^  à  un 
point  quelconque  z  situé  dans  la  partie  du  plan  considérée  par  deux 
chemins  Zf^mz^  z^nz  situés  dans  cette  partie  du  plan;  la  courbe  fermée 
^oA^o  pouvant  être  réduite  à  la  courbe  fermée  ZQmznzQ,  sans  franchir 
aucun  point  singulier,  celle-ci  ramènera,  comme  la  première,  la  valeur 
initiale  u^',  on  en  conclut  (n''  11  )  que  les  deux  chemins  z^mz,  z^nz 
conduisent  en  z  à  la  même  valeur  de  la  fonction.  Ainsi  la  fonction  u  a 
une  valeur  unique  en  chacun  des  points  situés  dans  la  partie  du  plan 
limitée  par  la  courbe  A;  c'est  une  fonction  monotrope  dans  cette  partie 
du  plan. 

La  fonction  étant  continue,  à  un  accroissement  infiniment  petit  As 
de  la  variable  correspond  un  accroissement  infiniment  petit  Aw  de  la 
fonction,  et  l'on  a 


(/;  .Az  4-/:.  A«)  +  -  (/;,.  A2=  -4-  2/;„.AzAa  +f!:•..^ln 


=  o. 


Si  l'on  pose  Am  =  v/^z  et  si  l'on  divise  tous  les  termes  par  Az,  cette 
équation  devient 


{/;  +  ^fu  )  +  \  A^  (/;. + 2./;;,  +  ^'/:. 


Puisque  u  est  racine  simple  de  réquation/(5;,  u)  =  o,  la  quantité/^  est 
différente  de  zéro.  Pour  As  =  o,  l'équation  précédente  a  une  racine 

simple  finie  ).  =  —  î^-   D'après  le  théorème  de  la  continuité,  à  une 

valeur  très-petite  de  As  correspond  une  valeur  de  v  très-voisine  de  X,  et 

une  seule;  on  en  conclut  que  le  rapport  r^-  tend  vers  une  limite  finie 

et  déterminée  X,  quand  l'accroissement  As  attribué  à  la  variable  tend 
vers  zéro  d'une  manière  quelconque,  et  par  conséquent  que  la  fonction    '^ 
admet  une  dérivée.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  dans  l'aire  A,  la 
fonction  algébrique  est  continue,  monotrope,  et  admet  une  dérivée; 
c'est  donc  une  fonction  holomorphe  dans  cette  étendue. 


\ 
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Loi  de  la  permutation  des  racines  autour  des  points  critiques. 

32.  Supposons  qu'au  point  a  l'équation  admette  une  racine  b 
d'ordre  /i;  en  un  point  z^,  voisin  de  a,  elle  aura  /i racines  voisines  de  b. 
Désignons  ces  racines  par 

M,,     a„     Ms,  ...,     w„. 

Si  la  variable  z  part  de  z^y  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale  m,,  et 
décrit  un  petit  cercle  autour  du  point  a  dans  le  sens  positif,  la  fonction 
reprend  sa  valeur  primitive  «, ,  ou  bien,  comme  sa  variation  ne  peut 
être  que  très-petite,  elle  se  cbange  en  une  autre  des  n  racines  pré- 
cédentes, par  exemple  en  Wj.  Dans  le  premier  cas,  la  racine  a<,  se 
reproduisant  elle-même,  est  une  fonction  monotrope  de  z  dans  le  voi- 
sinage du  point  a.  Dans  le  second  cas,  si  l'on  décrit  le  cercle  une 
seconde  fois  avec  la  valeur  initiale  u^  obtenue  après  le  premier  tour,  il 
est  impossible  que  l'on  retrouve  u^,  car  le  mouvement  inverse  ramè- 
nerait w,  ;  on  arrivera  donc  à  m,  ou  à  une  nouvelle  racine  u^.  Dans 
le  premier  cas,  les  deux  racines  u^  et  u.^  se  permutent  quand  la  variable  z 
tourne  autour  du  point  a.  Dans  le  second  cas,  si  l'on  décrit  le  cercle 
une  troisième  fois  avec  la  valeur  initiale  u^  obtenue  après  le  second 
tour,  il  est  impossible  que  l'on  retrouve  u^  ou  u^,  car  le  mouvement 
inverse  ramènerait  u^  ou  m,;  on  arrivera  donc  à  u^  ou  à  une  nouvelle 
racine  W4.  Dans  le  premier  cas,  les  trois  racines  m,,  Mo.  "3  forment  ce 
qu'on  appelle  un  système  circulaire,  ce  qui  veut  dire  que,  si  Ton  place 
les  trois  quantités  sur  un  cercle,  chacune  d'elles  se  change  en  la  sui- 
vante, quand  z  tourne  autour  du  point  a.  Supposons  qu'en  continuant 
de  cette  manière  on  arrive  à  la  dernière  racine  u„',  en  décrivant  le  cercle 
encore  une  fois,  on  reviendrait  nécessairement  à  la  première  racine  m,, 
et  les  n  racines  voisines  de  b  formeraient  un  seul  système  circulaire. 
Ainsi  : 

Théorème  VI.  —  Lorsqu*au  point  a  r équation  admet  une  racine  b 
d'ordre  n,  les  n  racines  voisines  de  b  pour  une  valeur  de  z  voisine  de  a 
forment  un  ou  plusieurs  systèmes  circulaires. 


40  LIVRE  I.  —  CHAPITRE  IL 


ManieYe  d'obtenir  les  systèmes  circulaires. 
33.  Si  l'on  pose  z  —  a-h  z\  u  —  b-]~  u',  l'équation  prend  la  forme 

le  premier  membre  est  une  somme  de  termes  contenant  les  deux  varia- 
bles infiniment  petites  z'  eiu'  k  des  puissances  entières,  ou  une  seule 
d'entre  elles.  Il  y  aura  un  terme  au  moins  indépendant  de  u'  et  un 
terme  au  moins  indépendant  de  z\  sans  quoi  le  premier  membre  de 
l'équation  serait  divisible  par  une  puissance  de  u'  ou  par  une  puissance 
de  z'.  Parmi  les  termes  indépendants  de  z',  celui  qui  contient  u'  au 
degré  le  moins  élevé  est  du  degré  n,  puisque  l'équation  admet  n  racines 
égales  à  zéro  pour  z'  =:  o.  Considérons  d'abord  le  cas  particulier  où, 
parmi  les  termes  indépendants  de  u',  il  y  en  a  un  contenant  z'  à  la 
première  puissance;  en  groupant  les  deux  termes  dont  nous  venons  de 
parler,  on  mettra  l'équation  sous  la  forme 

(3.)  (A2'H-Bm"')-+-9(2',m')^0, 

tous  les  termes  du  polynôme  <p(s',  u')  étant  infiniment  petits  par  rap- 
port à  l'un  ou  à  l'autre  des  deux  premiers.  Si  l'on  pose 

z'  -jz  z"",     u'  --  vz", 

les  deux  premiers  termes  contiendront  z""  en  facteur,  et  chacun  des 
termes  suivants  une  puissance  de  z"  supérieure  à  n;  on  pourra  donc 
diviser  par  z""  tous  les  termes  de  l'équation,  qui  deviendra 

(3)  (X'hBv")-^  z"^{z",v)  =  o, 

^{z",  ç')  étant  un  polynôme  entier  en  z"  eiv. 

Pour  ^"=o,  l'équation  (3)  se  réduit  à  l'équation  binôme 

A 

(4)  A  +  Bt^«=:o,     ou     i>"  =  ~^; 
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elle  admet  n  racines  simples,  finies  et  tlifFérentes  de  zéro.  Désignons 
par 


V-2, 


CCS  racines,  rangées  dans  un  ordre  tel,  que  leurs  arguments  forment 
une  progression  arithmétique  ayant  pour  raison  -^-  D'après  le  théo- 
rème de  la  continuité,  pour  une  valeur  très-petite  de  :;  ",  l'équation  (3) 
admet  n  racines  simples  respectivement  voisines  des  précédentes,  et 
chacune  d'elles  est  une  (onction  holomorphe  de  -  dans  le  voisinage 
de  s"  —  o;  nous  les  représenterons  par 

£,,  co, . . . ,  £«  étant  des  quantités  très-petites  qui  s'évanouissent  avec  z". 
On  ohtient  ainsi  les  n  racines  de  l'équation  (\)  voisines  de  zéro 

n'^—v,  +  z,)z'",     it\  —  {i',  +  z,)z"',  .  .  .,     u'„  —  (('„  +  z„)z"', 

I 

en  donnant  à  z'"  Tune  quelconque  de  ses  n  valeurs. 

Chacune  de  ces  racines  se  compose  de  deux  parties,  une  partie  infi- 

ii|inent  petite  de  l'ordre  -  et  une  autre  d'ordre  supérieur.  La  loi  de 

permutation  des  valeurs  approchées 

est  évidente  :  lorsque  z  décrit  un  petit  cercle  autour  du  point  a,  l'argu- 

ment  de  z'"  augmente  de  — »  ce  qui  revient  à  remplacer  r,  par  Vi, 

v-i  par  ('a, . . . ,  Vn  par  Vt  ;  les  n  valeurs  approchées  forment  donc  un  sys- 
tème circulaire. 

Les  valeurs  exactes  jouissent  de  la  même  propriété.  En  effet,  la  valeur 

approchée  de  la  première  racine  devenant  ^'jc'",  la  valeur  exacte  prend 

la  forme  [v.,  -h  s',)-'";  il  est  impossible  qu'elle  soit  égale  a  une  racine 
autre  (jue  la  seconde,  car  si  l'on  avait,  par  excn)ple. 


Ji-2 
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CHAiniUE  11. 


on  en  déduirait 


i'::  =  £3  —  î, 


et  la  quantité  infiniment  petite  s^  —  z\  serait  égale  à  la  quantité  finie 
^2  —  ^3?  on  a  donc  s',  —  £2,  et  la  racine  u\  se  change  en  u^ .  De  même 
u'  se  change  en  w' ,  u'  en  u'    . . . ,  u'  en  u\ . 


Remarquons  que  la  formule  u  =  vz"\  dans  laquelle  v  désigne  l'une 
(juelconque  des  racines  de  l'équation  (3),  représente  le  système  circu- 
laire des  n  racines  de  l'équation  (2),  quand  on  fait  tourner  la  variable  z 
autour  du  point  a. 

34.  Considérons  maintenant  le  cas  où,  dans  l'équation  (i),  le  premier 
terme  indépendant  de  u'  contient  z'  à  une  puissance  /  supérieure  à  la 
première.  Nous  établirons  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VII.  —  Le  groupe  des  n  racines  voisines  de  zéro  se  décom- 
pose en  sous-groupes  tels,  que  le  rapport  de  chacune  des  racines  d'un  même 
sous- groupe  à  une  même  puissance  commensurable  de  z'  ait  une  limite 
déterminée,  finie  et  différente  de  zéro. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  suivrons  la  méthode  ingénieuse 
qui  a  été  employée  par  M.  Puiseux  dans  son  remarquable  Mémoire  sur 
les  fondions  algébriques  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
t.  XV;  i85o).  Traçons  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  Oa,  0/3 


{fig.  21),  et  marquons  les  points  qui  ont  pour  coordonnées  les  expo- 
sants a  et  /3  dans  les  différents  termes  de  l'équation 


(V 


2  Aaï«"'2'ï'  =  O. 


c 


LES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES.  43 

Aux  termes  indépendants  de  z'  correspondent  des  points  situés  sur 
l'axe  Oa;  le  premier  d'entre  eux  a  une  abscisse  égjale  à  n.  Aux  termes 
indépendants  de  m'  correspondent  des  points  situés  sur  l'axe  0|3;  le 
premier  d'entre  eux  a  une  ordonnée  égale  à  /.  Concevons  une  droite 
mobile  appliquée  d'abord  sur  l'axe  Oa;  faisons-la  tourner  autour  du 
point  n  de  gauche  à  droite,  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un  ou  plusieurs 
autres  points;  faisons-la  tourner  ensuite  autour  du  dernier  de  ces  points, 
toujours  dans  le  même  sens,  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un  ou  plusieurs 
autres  points;  en  continuant  de  la  sorte,  la  droite  arrivera  à  une  der- 
nière position  où  elle  passera  par  le  point  /,  situé  sur  l'axe  0|3.  Nous 
formerons  ainsi  une  ligne  brisée  convexe  allant  du  point  n  au  point  /,  et 
telle  que  la  droite  que  l'on  obtient  en  prolongeant  chacun  de  ses  côtés 
laisse  au-dessus  d'elle  tous  les  autres  points.  Nous  verrons  que  chacun  | 
des  côtés  de  cette  ligne  convexe  donne  un  sous-groupe  de  racines  jouis-  \ 
sant  de  la  propriété  énoncée. 

Posons  u'  —  vz'^^  V  étant  une  quantité  finie  qui  ne  s'annule  pas 
avec  z'\  le  degré  du  terme  Aap"'*-'*^  par  rapport  à  z'  est  cl\l  4-  |3.  Nous 
remarquons  que  la  droite  j  —  ^3  =  -  ^{x  —  a),  menée  par  le  point 
(a,  |S}  et  ayant  pour  coefficient  angulaire  —  a,  coupe  l'axe  0/3  en  un 
point  dont  l'ordonnée  a/A  ^  |3  est  égale  au  degré  du  terme;  il  en  ré- 
sulte que  les  termes  de  même  degré  sont  en  ligne  droite  et  que  la  droite 
s'éloigne  de  l'origine  parallèlement  à  elle-même,  à  mesure  que  le  degré 
(lu  terme  augmente. 

Considérons  d'abord  le  premier  côté  de  la  ligne  convexe,  celui  qui 
part  du  point  {a  ■=  n,  ^  —  o);  sur  ce  côté  se  trouvent  plusieurs  points 
auxquels  correspondent  des  termes  de  même  degré 

que  nous  supposerons  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  u';  nous  désignerons  ici  par  Aap"'"z'^  un  terme  quelconque 
intermédiaire  de  ce  premier  groupe.  Ces  termes  étant  du  même  degré, 

on  a 

/ijtx  =  aa  -f-  j3  m  a,  p.  4-  ^1 , 

d'où 

a=:-A_   =   _&_-; 

n  —  a       n  —  a,  ' 

6. 
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ainsi  l'exposant  (x  est  un  nombre  commensurahle  ^-  Posons  :;'  —  z"'', 

d'où  u'  =  vz"i,  les  termes  du  premier  groupe  seront  du  degré 

nq  —  ar/  +  |3p  —  a,  <y  +  [3,  /> 

par  rapport  à  z"  et  les  autres  termes  d'un  degré  plus  élevé.  On  pourra 
donc  diviser  par  z"'"!  tous  les  termes  de  l'équation  (i),  qui  deviendra 
ainsi 

OU 

(5)  (,«.(A('"-«'  +  ^A,,,(''-«'  -f-  A,,s,)  H-  z"(^{v,  z")~zo, 

o[v,  z")  étant  un  polynôme  entier  en  c  et  z".  L'équation 

(6)  A ('"-«'  4-  :S  A,,  t"-»'  -+-  A„«,  =  o 

admettant  n  —  a^  racines  finies  et  différentes  de  zéro,  on  en  conclut 
que,  pour  une  valeur  très-petite  de  z" ,  l'équation  (5)  admet  w  —  «,  ra- 
cines voisines  respectivement  des  précédentes,  ce  qui  donne  pour  l'é- 

quation  (i)  un  premier  sous-groupe  de  /i  —  «,  racines  de  la  forme  vz''\ 

'i 
et  telles  que  le  rapport  de  chacune  d'elles  à  :;"'  tend  vers  une  limite 
finie  et  différente  de  zéro. 

Considérons  maintenant  le  second  côté  de  la  ligne  convexe;  il  donne 
une  nouvelle  manière  de  constituer  un  groupe  de  termes 

d'un  degré  moindre  que  tous  les  autres.  On  a 

a,  u  4-  (3,  r-7  au.  -T-  ^^=^  a-i  u.  4-  .Si, 

d'où 


l'exposant  a  est  encore  un  nombre  commensurable  -•,  mais  il  a  une 

valeur  plus  grande  que  la  précédente,  puisque,  h  mesure  que  le  côté 
tourne  dans  le  sens  indiqué,  la  valeur  de  a  augmente.   On   posera, 
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comme  précédemment,  z'  —  z"'*,  d'où  u'  =  vz"''',  tous  les  termes  de 
l'équation  seront  divisibles  par  s"*.*+?i^,  et  l'équation  se  réduira  à 

(7)  <^*=(A„ï,  t^"-'-  +  2A,.,  c'-'-^  -h  A„,j'  +  z"^(v,  z")  —^  o. 

L'équalion 

admettant  a,  —  «2  racines  finies  et  différentes  de  zéro,  on  en  conclut 
que,  pour  une  valeur  très-petite  de  :;  ",  l'équation  (7)  admet  a,  —  a,  ra- 
cines voisines  respectivement  des  précédentes,  ce  qui  donne  pour 
l'équation  {\)  un  second  sous-groupe  de  «,  —  «o  racines  de  la  forme 

1  'I 

vz"',  et  telles,  que  le  rapport  de  chacune  d'elles  as'''  tend  vers  une  li- 
mite finie  et  différente  de  zéro.  On  continuera  de  cette  manière  jus- 
qu'au dernier  côté  qui  fournira  un  sous-groupe  de  «/.  —  o  racines. 

Puisque 

(/i  —  X,)  -+-  (a,—  as..  )  -4- .  .  .  -+-  (a/,—  o)  rrr  n, 

on  a  ainsi  les  n  racines  de  l'équalion  (  i)  voisines  de  zéro. 

35.  Théorkme  Vllï.  —  Chaque  sous-groupe  se  décompose  en  systèmes 
circulaires. 

Considérons,  par  exemple,  le  premier  sous-groupe;  on  a 

Il  ~  y.        n  —  5i,        y>  ' 

la  fraction  -  étant  supposée  irréductible,  les  dénominateurs  n  ~  a, 

n  —  Uf  sont  des  multiples  de  p  que  nous  désignerons  par  Ap  et  ^i^p; 
l'équation  (6)  devient 

(9)  Af*"'+  iLAait'C*'-*^  +A«,3,  =  0; 

si  l'on  pose  r''  =  ).,  cette  équation  se  réduit  à 

{ I o  )  A ?*•  +  2  A«,  >/■•-*  4-  A.,  0,  =  o . 
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A  une  racine  simple  de  l'équation  (lo)  correspondent/?  racines  simples 
de  l'équation  (9),  fournies  par  l'équation  binôme  f''       ).;  ces  racines 


ont  même  module,  et  nous  les  supposerons  rangées  dans  un  ordre  tel 
que  leurs  arguments  soient  en  progression   arithmétique  ayant  pour 

raison  ^^-  L'équation  (5)  admet/?  racines  simples  respectivement  voi- 
sines des  précédentes 

Vi-'r-  S,,        V:-h£;,  .   .      ,        (',,-1-  c,,, 

et  chacune  d'elles  est  une  fonction  holomorphe  de  z"  dans  le  voisinage 
de  z"  ■■--  o.  L'équation  (1)  admet  ainsi  les/>  racines 

11  1 

Les  valeurs  approchées 

11  " 

forment  un  système  circulaire;  car,  lorsque  la  variable  z  tourne  autour 

du  point  a,  l'argument  de  z"'  augmente  de  -'^j  ceci  revient  à  rempla- 
cer Vt  par  ç^o,  (0  par  v^ c^  par  ç^,.  On  verra,  comme  précédemment 

(n"33),  que  les  valeurs  exactes  jouissent  de  la  même  propriété.  Ce  système 
circulaire  de  p  racines  de  l'équation  (i)  peut  être  représenté  par  la 

'l 
formule  u'  =  vz'^,  v  étant  l'une  quelconque  de  celles  des  racines  de 
l'équation  (5)  qui,  pour  z'  —  o,  se  réduisent  à  une  racine  de  l'équation 
binôme  v''  =■-  X,  et  étant  une  fonction  holomorphe  de  z". 

Ainsi  chacune  des  racines  simples  de  l'équation  (10)  donne  un  sys- 
tème circulaire  de  p  racines. 

36.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (10)  ait  une  racine  mul- 
tiple X  d'ordre  n' ;  chacune  des  racines  i^,,v. Vp  de  l'équation  bi- 
nôme ^'''  =  X  sera  une  racine  d'ordre  n'  de  l'équation  (9);   pour  une 
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valeur  très-petite  de  z'\  l'équation  (5)  admet /i'  racines  voisines  de  r,, 
n'  voisines  de  r. n'  voisines  de  Vp,  On  en  conclut  que  l'équation  (ij 

admet  n'  racines  ayant  la  même  valeur  approchée  i',  z"\  n'  autres  ayant 

<l 

la  même  valeur  approchée  (^o  z"*,  etc.   Les  valeurs  approchées  de  ces 

'/ 

pn'  racines  sont  représentées  par  la  formule  ( ,  -"",  la  variable  z'  tour- 
nant autour  du  point  a;  il  en  résulte  que  leurs  valeurs  exactes  pour- 

ront  être  représentées  par  la  formule  u'  =-  (r,  4-  v')z"' ,  dans  laquelle 
r'  est  une  quantité  infiniment  petite.  Ceci  revient  à  remplacer  v  par 
v^  -f-  v'  dans  l'équation  (5),  qui  prend  alors  la  forme 

On  lui  appliquera  la  même  méthode  qu'à  l'équation  fr);  les  termes  in- 
dépendants de  z"  proviennent  des  termes  indépendants  de  z"  dans  l'é- 
quation (5);  Vi  étant  racine  d'ordre  n'  de  la  parenthèse,  le  premier 
terme  sera  AV"';  pour  une  valeur  très-petite  de  z",  l'équation  (ii)  ad- 
mettra donc  n'  racines  très-petites.  Si  les  équations  analogues  à  l'équa- 
tion (lo)  n'admettent  que  des  racines  simples,  ces  n'  racines  se  dispo- 
seront en  systèmes  circulaires  de/»'  racines,  représentés  chacun  par  une 

formule  telle  que  v'  =  wz'"'   w  étant   une   fonction   holomorphe   de 

z'"  --  z"''  =  z'''''  ne  s'annulant  pas  pour  z"  —  o. 
L'équation  (i)  admettra  donc  la  solution 

u'  .^\v,  -\-a'z'ff')z''''—v,z'y-\-iVz'Pf\ 

q^  désignant  le  nombre  entier  q'  -f-  qp'  premier  avecyy'.  Il  est  aisé  de 
voir  que  cette  formule  donne  un  système  circulaire  âe pp'  racines;  il 
suffit  pour  cela  de  considérer  la  valeur  approchée 

'il. 

v.z'i'  -[-iV.z'PP', 

Wf  étant  la  valeur  de  w  pour  z"'  —  o.  Faisons  tourner  la  variable  z 
autour  du  pointa;  après/)  tours,  le  premier  terme  se  reproduit,  mais 


48  LIVIŒ  1.  —  CIIAPITUE  H. 

rargunient  du  second  augmente  de  ~^\  ainsi  les  p  premières  racines 

diffèrent  par  le  premier  terme;  ensuite,  de/»  en/?,  elles  diffèrent  par 
le  second  terme.  Après  pp'  tours,  la  fonction  w  reprend  sa  valeur  pri- 
mitive, et  l'on  retrouve  les  mêmes  racines  dans  le  même  ordre.  On  peut 
représenter  ce  système  circulaire  ÙQpp'  racines  parla  formule 

V  étant  une  fonction  liolomorplie  de  z"'  =  z"''''  ne  s'annulant  pas  pour 
z'"=^o. 

On  continuera  l'application  de  cette  méthode  jusqu'à  ce  qu'on  ait  des 
expressions  approchées  distinctes  pour  les  n  valeurs  infiniment  petites 
de  u'.  Cela  arrivera  nécessairement.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  ces 
n  racines  se  partagent  généralement  en  plusieurs  sous-groupes  (jui 
correspondent  aux  différents  côtés  d'une  ligne  brisée  convexe;  les 
k^p  racines  d'un  sous-groupe  se  ramènent  à  l'équation  (9)  et,  plus  sim- 
plement, à  l'équation  (10)  du  degré  /r,.  Une  racine  de  cette  équation  est 
d'un  ordre  n'  de  multiplicité  inférieur  ou  égal  à  /*,  et  par  conséquent 
à  h^p,  et  par  suite  inférieur  à  n\  ainsi  le  nombre  n'  des  racines  infini- 
ment petites  de  l'équation  (iij,  à  laquelle  on  arrive  après  la  première 
opération,  est  inférieur  au  nombre  n  des  racines  infiniment  petites  de 
l'équation  (i).  Après  la  seconde  opération,  le  nombre  n'  sera  remplacé 
par  un  nombre  Ji"  encore  plus  petit;  en  continuant  de  cette  manière, 
on  arrivera  à  une  équation  n'ayant  qu'une  racine  infiniment  petite,  et  la 
séparation  des  racines  en  systèmes  circulaires  sera  effectuée. 

Pour  que  la  séparation  ne  s'effectuât  pas,  il  faudrait  que,  à  partir 
d'un  certain  rang,  toutes  les  équations  successives  auxquelles  on  est 
conduit  eussent  le  même  nombre  de  racines  infiniment  petites.  Afin  de 
simplifier  les  notations,  supposons  que  ceci  ait  lieu  dès  la  première 
opération;  pour  que  n'  =  n,  il  faut  que  k,  =  n,  et,  par  suite,  p  =  i, 
a,  ==  o,  (3,  =  /  =  7iq;  la  ligne  convexe  se  réduit  à  une  seule  droite; 
l'équation  (10),  qui  est  alors  identique  à  l'équation  (9)  et  du  degré  n, 
devant  admettre  une  racine  d'ordre  n,  est  de  la  forme  A{v  --  r„)"  —  o. 
On  a  posé  u'  =  i'z"^;  l'équation  (5)  devient 

A{v  —  ^>,)"  +  z'o{v,z')~o. 
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En  posant  ensuite  p  =  t^o  +■  ^'»  on  arrive  à  l'équation  (i  i  ),  dans  laquelle 
le  premier  terme  indépendant  de  z'  est  kv'".  Si  cette  équation  présente 
les  mêmes  caractères,  on  effectuera  la  seconde  opération  en  posant 
v'z=wz"i'y  w  =  W(i  +  w'y  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  les 
n  racines  infiniment  petites  auraient  la  même  valeur  approchée 

elles  ne  différeraient  donc  entre  elles  que  d'une  quantité  infiniment 
petite  d'un  ordre  aussi  élevé  qu'on  voudrait;  ce  qui  est  impossible,  si 
l'équation  proposée  est  irréduclible  et  par  conséquent  n'admet  pas  de 
racines  égales  pour  toutes  les  valeurs  de  z. 

Concevons,  en  effet,  que  l'on  ait  formé  l'équation  aux  différences 
des  racines  de  l'équation  proposée  deux  à  deux;  cette  équation  admet 
n(n  —  i)  racines  infiniment  petites  dans  le  voisinage  du  point  z  ^=  a. 
D'après  le  théorème  Vil,  à  l'aide  d'une  ligne  brisée  convexe,  on  peut 
partager  ce  groupe  de  racines  en  sous-groupes  de  racines  d'un  même 
ordre  fini  et  commensurable  par  rapport  à  z'\  l'ordre  le  plus  élevé  cor- 
respond au  dernier  côté  de  la  ligne  brisée,  celui  qui  contient  le  premier 
terme  en  :;'  seul.  Ainsi  la  différence  de  deux  racines  est  une  quantité 
infiniment  petite  dont  l'ordre  ne  peut  dépasser  une  limite  déterminée. 

Pôles  d'une  fonction  algébrique. 
37.  Soit 

(12)  Zott-'  +  Z,?/'"-' +.  .  .-+-Z«  =  o 

l'équation  proposée,  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 
de  u.  Quand  la  variables  tend  vers  un  point  a,  racine  du  polynôme Zo, 
une  ou  plusieurs  valeurs  de  u  deviennent  infinies;  pour  avoir  ces 
valeurs,  on  posera  z  =  a-{-  z\  u  — —,•,  et  l'on  cherchera  les  racines 
infiniment  petites  de  l'équation 

Zo  +  Z,  w'  -f-  .  . .  +  Z„m'"'  —  o, 
qui  est  de  la  forme 

(i3)  ^k,,u"^z'^z=o. 
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Quand,  pour  2' -o,  l'équation  (i3)  n'a  qu'une  racine  nulle,  elle 
admet  dans  le  voisinage  du  point  a  une  racine  très-petite,  qui  est  une 
fonction  holomorphe  de  z;  le  point  a  est,  dans  ce  cas,  un  pôle.  Mais  si, 
pour  z'  =  o,  la  racine  m'—  o  est  multiple  et  d'ordre  n,  le  point  a  sera 
un  point  critique.  On  appliquera  à  l'équation  (i3)  la  méthode  indiquée 
précédemment;  les  /i  racines  infiniment  petites  formeront  un  ou  plu- 
sieurs systèmes  circulaires,  dont  chacun  sera  représenté  par  la  formule 

î  - 

u'  ■=--  vz'^ y  V  étant  une  fonction  holomorphe  de  z"  =  z'^  qui  ne  s'annule 

pas  avecjs";  chacun  d'eux  donne  un  système  de  p  valeurs  infiniment 

grandes  de  w,  représentées  par  la  formule  w  = -5'  f-^wz'  z',  (tétant 

une  fonction  holomorphe  de  z",  ne  s'annulant  pas  avec  z".  Le  nombre 
des  pôles  et  des  points  critiques  où  des  racines  deviennent  infinies  est 
au  plus  égal  au  degré  de  Zo,  c'est-à-dire  à  m'  —  m. 

Enfin,  pour  étudier  les  racines  quand  la  variable  z  est  très-grande, 

on  pose  z  —  7;?  et  l'on  donne  à  z'  des  valeurs  très-petites;  l'équation 

proposée  se  transforme  en  une  équation  algébrique  entre  z'  et  m;  on  lui 
appliquera  la  méthode  précédente;  le  point  z'  =  o  dans  le  plan  sur 
lequel  on  figure  la  nouvelle  variable  z\  et  par  conséquent  le  point  0' 
sur  la  sphère,  sera  un  point  ordinaire,  ou  un  pôle,  ou  un  point  cri- 
tique. 

Nous  avons  appelé,  d'une  manière  générale,  points  singuliers  les  va- 
leurs de  la  variable  où  la  fonction  cesse  d'être  holomorphe.  Dans  l'étude 
des  fonctions  algébriques,  pour  toutes  les  valeurs  finies  ou  infinies  de  la 
variable  z,  en  d'autres  termes  sur  toute  la  sphère,  nous  n'avons  rencontré 
que  deux  sortes  de  points  singuliers  :  1°  des  pôles,  c'est-à-dire  des  points 
où  une  branche  de  la  fonction  u  devient  infinie,  de  manière  toutefois  que 

la  branche  correspondante  de  la  fonction  -  reste  holomorphe  dans   le 

voisinage  de  ce  point;  2"  des  points  critiques  tels  que,  dans  le  voisinage 

de  chacun  d'eux,  une  branche  de  l'une  des  fonctions  m  ou  -  acquière  un 

nombre  fini  de  valeurs  différentes  qui  se  permutent  les  unes  dans  les 
autres  quand  la  variable  tourne  autour  de  ce  point,  et  qui  deviennent 
égales  en  ce  point.  Nous  appellerons  dorénavant  points  critiques  algé- 
briques les  points  critiques  qui  présentent  ce  caractère,  et  nous  com- 
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prendrons  sous  la  dénomination  de  points  singuliers  algébriques  les  pôles 
et  les  points  critiques  algébriques.  Il  résulte  de  la  discussion  précédente 
que  le  nombre  des  points  singuliers  d'une  fonction  algébrique  sur  toute 
la  sphère  est  fini.  Nous  rencontrerons  plus  tard,  dans  l'étude  des  fonc- 
tions transcendantes,  des  points  singuliers  d'une  autre  espèce. 


Système  de  lacets  fondamentaux. 

38.  Nous  pouvons  maintenant  compléter  la  définition  des  fonctions 
algébriques.  Soit /(s,  w)  =o  une  équation  irréductible  dont  le  pre- 
mier membre  est  un  polynôme  entier  en  z  et  u,  du  degré  m  par  rapport 
à  w;  concevons  que  la  variable  z  parte  d'un  point  fixe  r^,  qui  ne  soit 
ni  un  point  critique,  ni  un  pôle,  et  adoptons  pour  valeur  initiale 
de  la  fonction  une  racine  correspondante  Wq.  Marquons  dans  le  plan  les 

points  critiques  a,,  «2»  «n Imaginons  des  courbes  fermées  qui  ne 

se  coupent  pas  et  qui,  partant  du  point  Zo,  enveloppent  chacune  un 
point  critique.  Pour  préciser,  nous  formerons  ces  courbes,  auxquelles 
nous  donnerons  le  nom  de  lacets,  de  lignes  droites  allant  de  l'origine  z^  à 
des  points  très-voisins  des  points  critiques,  et  de  cercles  infiniment  petits 
décrits  autour  de  ces  points.  Ainsi,  quand  la  variable  z  parcourt  le  pre- 
mier lacet,  elle  va  d'abord  de  Zo  [fig'^^)  ^  un  point  z,  très-voisin  du 

Fig.  23. 


point  critique  a^\  elle  tourne  ensuite  autour  du  point  «,,  puis  revient 
en  ^0  par  le  même  chemin  z^  Zq.  Il  est  évident  que  tous  les  chemins  qui 
vont  de  l'origine  z^  à  un  point  quelconque  z  du  plan  se  ramènent  à  un 
chemin  déterminé,  par  exemple  à  la  droite  Zç^z,  ou  à  ce  chemin  pré- 
cédé d'un  ou  de  plusieurs  lacets,  un  même  lacet  pouvant  d'ailleurs  être 

•  7- 
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parcouru  plusieurs  fois.  Ainsi,  sur  la  figure,  le  chemin  z^gz  se  ramène 
au  lacet  («<)  décrit  clans  le  sens  positif  et  suivi  de  la  droite  z^z-,  le 
chemin  z^^hz  se  ramène  aux  deux  lacets  («3)  et  (a-i)  décrits  dans  le 
sens  négatif  et  suivis  de  la  droite  z^z.  Si  la  droite  js^z  passait  par  un 
point  singulier,  on  éviterait  ce  point  à  l'aide  d'un  demi-cercle  très-petit 
d'un  côté  ou  de  l'autre. 

Cela  posé,  concevons  que  la  variable  z  parte  du  point  z^,  la  fonction 
ayant  la  valeur  initiale  u^,  et  décrive  la  droite  ZQZ^,  la  fonction  acquerra 
en  2,  une  certaine  valeur.  Supposons  que  cette  racine  appartienne  à  un 
système  circulaire  de/?  racines  se  permutant  autour  du  point  critique  a; 
quand  la  variable  aura  décrit  le  petit  cercle  autour  du  pointa  dans  le 
sens  positif,  on  obtiendra  en  z^  une  autre  racine;  si  l'on  revient  ensuite 
à  Zq  par  la  droite  z^z^,  la  fonction  aura  en  z^  une  valeur  Ui  différente 
de  la  première.  Si  l'on  décrit  une  seconde  fois  le  même  lacet  avec  la 
valeur  M,,  on  retrouvera  d'abord  en  z^  la  racine  précédente;  un  second 
tour  autour  du  point  critique  a  dans  le  sens  positif  amènera  une  nou- 
velle racine,  et,  en  revenant  au  point  :;o>  on  aura  une  troisième  valeur  Mj» 
et  ainsi  de  suite.  Quand  le  lacet  aura  été  parcouru/?  fois  successive- 
ment dans  le  sens  positif,  on  reviendra  à  la  valeur  initiale  Wo.  De 
cette  manière,  on  peut  dire  que  le  lacet  [a)  unit  les/?  racines  «„,  w,, 
"2.  •  •  •  »  "p-i-  Pour  plus  de  clarté,  nous  regarderons  ce  lacet  («),  relatif 
à  un  point  critique  d'ordre  /?,  comme  la  réunion  de  p  lacets  binaires 
unissant  chacun  deux  racines,  et  nous  les  désignerons  par 

(«);.    [a)],...,    («);-^    («);,_„ 

en  les  supposant  tous  décrits  dans  le  sens  positif.  Les  mêmes  lacets, 
4j^  décrits  en  sens  négatif,  seront 

•(-«rS     (-«)p:,..-,     {-a)[,     {-a)\. 

Nous  les  avons  écrits  en  ordre  inverse,  tels  qu'ils  se  présentent  quand 
on  les  parcourt  successivement.  Si/?—  2,  on  aura  les  deux  lacets  binaires 
positifs  (a)J,  [a)%  conduisant,  le  premier  de  la  racine  Mq  à  la  racine  m,, 
le  second  de  w,  à  Mq.  Le  premier  lacet  négatif  conduit  aussi  de  w,  à  Wo, 
le  second  de  u^  \\  u^. 
Un  lacet  relatif  à  un  autre  point  critique  unira  d'autres  racines  entre 


» 
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elles,  ou  bien  unira  l'une  des  racines  précédentes  à  d'autres  racines,  et 
ainsi  de  suite.  Nous  démontrerons  plus  tard  (n°  135)  que,  si  l'équation 
proposée  /(z,  w)  =  o  est  irréductible,  on  peut,  en  partant  du  point  Zq 
avec  la  valeur  initiale  u^  et  décrivant  des  lacets  convenables,  revenir  à 
ce  point  avec  l'une  quelconque  des  m  racines  de  l'équation  /(so>  ")  =  o* 
Si  ensuite  on  décrit  la  droite  ZqZ  avec  chacune  de  ces  m  valeurs,  la 
fonction  acquerra  m  valeurs  différentes  au  point  2,  savoir  les  m  racines 
de  l'équation  f[z,  u)  =  o,  dans  laquelle  l'inconnue  est  u.  De  cette  ma- 
nière, l'équation  algébrique  définit  une  fonction  polytrope  qui  a  m  va- 
leurs en  chaque  point. 

Chacune  des  branches  de  la  fonction,  admettant  une  dérivée  m'—  —  -^j 

est  une  fonction  holomorphe  de  z,  dans  toute  partie  du  plan  ne  com- 
prenant aucun  des  pôles  ou  des  points  critiques  où  cette  branche  devient 
infinie  ou  se  permute  avec  d'autres. 

39.  Soient 

les  m  racines  de  l'équation  pour  z  =  z^;  nous  appellerons  lacets  fonda- 
mentaux (Clebsch  et  GoRDAN,  Théorie  des  fonctions  ahéliennes)  un  sys- 
tème de  m  —  i  lacets  binaires  permettant  de  passer  de  la  racine  «„  à 
toutes  les  autres.  Voici  comment  on  procédera  pour  former  ce  système  : 
après  avoir  décomposé  les  lacets  complexes  en  lacets  simples,  comme 
nous  l'avons  expliqué,  on  prendra  un  lacet  (a,  )  unissant  la  racine  «o 
à  une  autre  que  l'on  appellera  w,,  et  l'on  exclura  tous  les  autres  lacets 
qui  unissent  Wq  et  u^  ;  parmi  ceux  qui  restent,  on  prendra  un  lacet  (^2) 
unissant  l'une  des  racines  Mq  el-"»  à  une  autre  que  l'on  appellera  m.,,  et 
l'on  exclura  tous  les  autres  lacets  qui  unissent  l'une  des  racines  Uq  et  m, 
à  Wo;  parmi  ceux  qui  restent,  on  prendra  un  lacet  (a^)  unissant  l'une  des 
racines  u^,  w,,  Wg  à  une  autre  que  l'on  appellera  M3,  et  l'on  exclura  tous 
les  autres  lacets  qui  unissent  l'une  des  racines  Mq,  î^,,  u^  à  W3,  et  ainsi 
de  suite;  enfin,  on  prendra  un  dernier  lacet  (ci,n~\)  unissant  l'une  des 
racines  Mq»  "i»  •  •  •  »  "/«-a  î^  l'autre  racine  Um-\'  On  obtient  ainsi  un  sys- 
tème dem  —  I  lacets  binaires  unissant  la  racine  Wq  à  toutes  les  autres; 
ce  sera  un  système  de  lacets  fondamentaux. 

Parmi  les  chemins  formés  de  lacets  fondamentaux  et  qui  conduisent 


54  LIVRE  I.  -  CHAPITRE  IL 

de  la  racine  Mo  à  la  racine  î/„,  il  en  est  un  dont  les  lacets  successifs  don- 
nent au  point  z^  des  racines  dont  les  indices  vont  en  croissant;  suppo- 
sons, en  effet,  que  l'on  veuille  revenir  de  la  racine  u^  à  la  racine  u^  par 
des  indices  décroissants;  d'après  la  manière  même  dont  on  a  choisi  les 
lacets  fondamentaux,  la  racine  u„  n'est  unie  qu'à  une  seule  racine  d'in- 
dice inférieur  par  un  lacet  fondamental;  soit  «^  cette  racine;  le  dernier 
lacet  sera  {a,i)l',  de  même,  la  racine  w^  n'est  unie  qu'à  une  seule  racine 
d'indice  inférieur  par  un  lacet  fondamental  ;  soit  Ug  cette  racine  ;  l'avant- 
dernier  lacet  sera  {a;,)^;  on  continuera  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  la  racine  u^.  On  obtient  ainsi  un  chemin  formé  de  lacets  fonda- 
mentaux et  ramenant  de  la  racine  u^  à  la  racine  Uq  par  une  série  d'in- 
dices décroissants  ;  ce  chemin  décrit  dans  l'autre  sens  conduit  de  u^  à  u„ 
par  des  indices  croissants;  nous  le  désignerons  par  (V)". 

Tous  les  autres  chemins  formés  de  lacets  fondamentaux  et  conduisant 
de  Mo  à  u„  peuvent  se  ramener  à  ce  chemin  particulier  par  des  suppres- 
sions de  lacets  parcourus  chacun  deux  fois  successivement  dans  des 
sens  contraires.  En  effet,  supposons  que  dans  un  autre  chemin  l'indice 
^^^i-^y-*^**^^       passe  par  un  maximum  /?,  c'est-à-dire  par  une  valeur  plus  grande  que 
"^v^H^  »^»^^^  ""^^^    v^  i'i  précédente  et  la  suivante;  puisque  la  racine  Up  n'est  unie  qu'à  une 
'^^'^vi^-v»*^^^*^^  seule  racine  w^  d'indice  inférieur  par  un  lacet  fondamental,  on  arrivera 

'*^    Vj--**^"^'  ^  '^  racine  Up  par  le  lacet  («p)^;  pour  que  l'indice  diminue  ensuite,  il 

est  nécessaire  que  l'on  parcoure  le  même  lacet  en  sens  inverse;  la 
ligne  fermée  («;,)^!  +  («/,)J>  composée  du  même  lacet  parcouru  deux 
fois  successivement  dans  des  sens  contraires,  se  réduit  évidemment  à 
un  point  et  peut  être  supprimée.  Si,  après  cette  suppression,  l'indice 
passe  encore  par  un  maximum />',  on  aura  la  partie  {^/f^, -+- {cii/)p' , 
composée  du  même  lacet  parcouru  deux  fois  successivement  dans  des 
sens  contraires  et  que  l'on  pourra  supprimer.  Après  plusieurs  suppres- 
sions de  cette  sorte,  on  arrivera  au  chemin  (V)",  qui  conduit  de  la 
racine  Uq  à  la  racine  u,^  par  une  suite  d'indices  croissants.  Il  en  résulte 
que  le  chemin  (V)"  est  celui  qui  conduit  de  la  racine  Uq  à  la  racine  u„ 
par  le  moindre  nombre  de  lacets  fondamentaux. 

Considérons  les  deux  chemins  (V)"  et  (V)^,  formés  comme  nous  ve- 
nons de  le  dire  et  conduisant  de  la  racine  initiale  u^  aux  deux  racines 
u„  et  Up.  Soit^  le  plus  grand  indice  commun  aux  deux  séries  d'indices 
croissants;  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  tous  les  indices  précédents 
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sont  les  mêmes;  les  deux  chemins  commencent  donc  par  une  partie 
commune  (V)f,  puis  ils  se  séparent  et  continuent,  l'un  suivant  (V)^, 
l'autre  suivant  (V)^,  ces  deux  derniers  chemins  n'ayant  plus  aucun 
lacet  commun.  Pour  aller  de  la  racine  ?/„  à  la  racine  Up  par  le  moindre 
nombre  de  lacets  fondamentaux,  il  faut  rétrograder  sur  le  chemin  (V)" 
de  Un  à  Ug,  puis  s'avancer  sur  le  chemin  (V)^  de  Ug  à  Up.  Nous  repré- 
senterons ce  chemin  par  {V)f  -h  (V)^;  la  série  des  indices  est  formée 
d'une  partie  décroissante,  suivie  d'une  partie  croissante.  Tous  les  che- 
mins formés  de  lacets  fondamentaux  et  conduisant  de  la  racine  m„  à  la 
racine  Up  peuvent  être  ramenés  à  celui-là  par  des  suppressions  de 
lacets  parcourus  chacun  deux  fois  successivement  dans  des  sens  con- 
traires; car,  lorsque  l'indice  passe  par  un  maximum/?,  le  chemin  con- 
tient une  partie  («p)f H-  [f^pYp  que  l'on  peut  supprimer;  après  plusieurs 
suppressions  pareilles,  on  obtiendra  une  série  ne  présentant  plus  de 
maximum  et  formée  par  conséquent  d'une  partie  décroissante  suivie 
d'une  partie  croissante,  l'une  des  parties  pouvant  être  nulle;  on  arrivera 
ainsi  au  chemin  (V)f -h  (V)^,  considérée  plus  haut.  D'après  cela,  en 
faisant  abstraction  des  lacets  parcourus  chacun  deux  fois  dans  des  sens 
contraires,  ofi  peut  dire  qu'il  n'y  a  qu'un  chemin  formé  de  lacets  fon- 
damentaux et  conduisant  d'une  racine  à  une  autre. 

Remarquons  que  les/?  lacets  binaires  qui  se  rapportent  à  un  système 
circulaire  de  racines  ne  peuvent  appartenir  à  un  même  système  de 
lacets  fondamentaux;  car  en  désignant  ces  lacets  décrits  dans  le  sens 
positif  par 

(«):>  {«):s--  .  («):;:;.  («):;., 

on  voit  que  les/?  —  i  premiers  lacets  unissent  la  racine  «.,  aux  autres 

racines  du  système  circulaire;  le  dernier  lacet,  unissant  la  dernière 

racine  à  la  première,   doit  être  exclu.   Si  l'on  exclut  ainsi  l'un  des 

lacets  de  chaque  système  circulaire,  le  nombre  des  lacets  binaires  effec-  , 

tifs  dans  toute  l'étendue  du  plan  est  2;(/?  —  i);  ce  nombre  est  égal  ou     'ou'^W*. v>Ar4r*'>^  ^^  ♦y'v»-' 

supérieur  à  m  —  i. 

Quand  on  représente  la  variation  de  z  par  le  mouvement  d'un  point 
sur  la  sphère,  si  le  point  0'  est  lui-même  un  point  critique,  on  peut 
joindre  aux  lacets  précédents  le  lacet  qui  sur  la  sphère  part  du  point  :;o 
et  enveloppe  le  point  0'.  Mais  les  nouveaux  lacets  binaires  introduits  de 


BO 
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la  sorte  se  ramènent  à  ceux  qui  correspondent  aux  valeurs  finies  de  z. 
Nous  pouvons,  en  effet,  concevoir  le  lacet  0'  comme  formé  d'un  arc 
de  grand  cercle  et  d'une  circonférence   très-petite  décrite  autour  du 
point  0';  à  ce  lacet  correspond  dans  le  plan  un  circuit  formé  d'une, 
droite  z^^l  {fig.  aS),  d'une  circonférence  d'un  très-grand  rayon  ayant 


Fiff.   23. 


pour  centre  le  point  0,  et  de  la  droite  /so  parcourue  en  sens  inverse;  ce 
circuit  enveloppe  tous  les  points  critiques  du  plan,  et  il  se  ramène  à  la 
suite  des  lacets  («,  ),  [a^],  («g), . . . ,  parcourus  dans  un  ordre  déterminé. 
On  peut  donc  remplacer  chaque  lacet  binaire  (0')^  par  la  suite  des  lacets 
binaires  («,),  («a)»  (^s)»-*-»  qui  entrent  d'une  manière  effective  dans 
le  circuit  correspondant,  c'est-à-dire  dans  le  circuit  parcouru  avec  la 
racine  u^  prise  comme  valeur  initiale;  seulement  nous  rappelons  que 
le  circuit  est  décrit  dans  le  sens  positif,  lorsque  le  lacet  (0')  est  décrit 
dans  le  sens  négatif  pour  un  observateur  placé  en  0'  (n°  17). 
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EXEMPLES  DE  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES.  ^    V^* 

40.  Exemple  I.  ~  Considérons  l'équation  v*^"*^    w^r'^ 


U'  —  3  f<  +  2  2  =^  O.  ^  V 


Il  y'a  deux  points  critiques  a  et  6  situés  sur  l'axe  Ox  {Jig.  24),  l'uu 
z  =  i,  pour  lequel  l'équation  admet  la  racine  double  m  =  i  et  la  racine 
simple  w  =  —  2:  l'autre  z  =  —  i,  pour  lequel  l'équation  admet  la  ra- 
cine double  M  =  —  I  et  la  racine  simple  u=  2.  Les  trois  racines  de 

Fig.  24. 

— Sii . îif) — 

l'équation  sont  réelles  pour  toute  valeur  réelle  de  z  telle  que  l'on  ait 
2"  <  I,  c'est-à-dire  en  tous  les  points  de  la  droite  finie  ab.  Pour  voir 
comment  se  comportent  autour  du  point  critique  a  les  deux  racines 
voisines  de  l'unité,  nous  poserons 

z  =  i  -h  z',     «  =  !+-«'; 

l'équation  devient 

(2^4-3^") +-w"=ro; 

les  deux  valeurs  infiniment  petites  de  u',  dont  les  valeurs  approchées 
sont 


J^ 
^w^^ 


V~l^''' 


se  permutent  quand  z  tourne  autour  du  point  critique  a  (33);  en  5,, 
les  deux  valeurs  de  w  étant  réelles  et  voisines  de  l'unité,  sont  positives. 

8 
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Quand  on  change  le  signe  de  z,  les  trois  valeurs  de  u  changent  de  signe; 
il  en  résulte  que  deux  racines  se  permutent  aussi  autour  du  point  è, 
et  que  ces  deux  racines  ont  en  z^  des  valeurs  réelles  et  négatives,  voi- 
sines de  —  I . 

Nous  prendrons  comme  origine  des  lacets  le  point  ^  =  o.  Pour  ^  =  o, 
les  trois  racines  de  l'équation  sont  m^  =  o,  w<  =  v/3,  Wg  =  —  V^S.  Lors- 
que la  variable  z  décrit  la  droite  Oz^ ,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale 
Wo  =  o,  l'équation 

montre  que  u  conserve  une  valeur  positive  et  par  conséquent  acquiert 
en  Zi  une  valeur  voisine  de  i;  quand  la  variable  tourne  ensuite  autour 
du  pointa,  cette  racine  se  change  en  une  autre  racine  positive,  voisine 
de  i;  la  variable  revenant  de  z^  à  0,  cette  nouvelle  racine,  différente  de 
la  première,  reste  positive  et  par  conséquent  acquiert  au  point  0  la  va- 
leur «4  =  y/s.  Ainsi  le  lacet  (a)  unit  les  deux  racines  Wo  et  w, .  De  même 
le  lacet  (b)  unit  les  deux  racines  m,  et  u^.  Les  deux  lacets  binaires  («)J, 
(b)l  forment  un  système  de  lacets  fondamentaux. 

Si  l'on  pose  2  =  — ,  w  =  —»  l'équation  devient 

{z'-i-'2.u'')~'iz'u"—o; 

pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  z',  les  trois  valeurs  de  u'  sont 
infiniment  petites  et  ont  pour  valeurs  approchées 


v'^'-' 


elles  se  permutent  circulairement,  quand  la  variable  tourne  autour  du 
point  z'=  o.  Ainsi,  sur  la  sphère,  le  point  0'  e.t  un  nouveau  point  cri- 
tique; le  lacet,  qui  part  de  l'origine  0  et  enveloppe  le  point  0',  unit  les 
trois  racines  u^,  w,,  Mj.  Pour  voir  dans  quel  ordre  s'effectue  la  permu- 
tation, considérons  le  circuit  qui  sur  le  plan  correspond  au  lacet  (0')  et 
supposons  que  le  rayon  du  circuit  ait  un  argument  compris  entre  rr 
et  2  71;  le  circuit,  décrit  dans  le  sens  positif,  peut  être  remplacé  par  la 
suite  des  deux  lacets  {a)  et  (b).  Si  l'on  part  du  point  0  avec  la  valeur 
initiale  iif,,  le  lacet  {a)  changeant  Mq  en  m,  et  le  lacet  (6)  étant  neutre 
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par  rapport  à  cette  racine,  on  revient  en  0  avec  la  racine  m,.  En  décri- 
vant le  circuit  une  seconde  fois,  comme  le  lacet  (a)  change  m,  en  Uq  et 
ensuite  le  lacet  (6')  u^  en  u^,  on  revient  en  0  avec  la  racine  u^',  en  dé- 
crivant le  circuit  une  troisième  fois,  on  ramène  la  valeur  initiale  Mq- 
Nous  avons  ainsi  les  trois  lacets  binaires  (0')J,  (0')^,  (0')5,  décrits  dans 
le  sens  qui  correspond  au  mouvement  positif  sur  le  circuit.  On  pourrait 
former  un  système  de  lacets  fondamentaux  avec  les  deux  lacets  (0')J, 
(0')^,  ou  avec  les  deux  lacets  (a)^,  (0')^. 

41.  Exemple  II.  —  Considérons  l'équation 

m' —  3m'4-  z*  =  o. 

Pour  z  =  o,  l'équation  admet  la  racine  simple  m  =  3  et  deux  racines 

égales  à  zéro.  Afin  de  voir  comment  se  comportent  ces  deux  dernières 

racines  dans  le  voisinage  du  point  2  =  o,  on  posera  u  =  vz^  ;  l'équation 

devient 

3c' —  1  —  f'2'=.o; 

les  deux  valeurs  finies  de  v  sont  monotropes  dans  le  voisinage  du  point 
z  =  o  et  ont  pour  valeurs  approchées 

*  * 

les  deux  valeurs  infiniment  petites  de  u  sont  donc  monotropes  dans  ce 
voisinage  et  ont  pour  valeurs  approchées 

M  =:  — =  2',    11^=^ z^. 

Ainsi  le  point  z  =  0  est  neutre,  relativement  aux  deux  racines  qui  de- 
viennent égales  en  ce  point.  Nous  désignerons  les  trois  racines  par  «„, 
u^,  Ua»  €t  ïious  les  distinguerons  par  leurs  valeurs  approchées 

z»  z* 

V^3  V3 

Pour  chacune  des  six  Valeurs  de  z  satisfaisant  à  l'équation  z®  =  4» 
l'équation  admet  une  racine  simple  m  —  —  i  et  une  racine  double  w  =  2. 
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Si  l'on  appelle  Zf  l'une  de  ces  valeurs  de  z,  et  si  l'on  pose  z  =:  Zf-h  z' , 
M  =  2  4-  à',  l'équation  devient 

3a'^+6z?2'-f  ...r=o; 

les  deux  valeurs  infiniment  petites  de  u',  dont  les  valeurs  approchées 
sont 

u'  =  i  v/a  2f  z''\ 

se  permutent,  quand  on  tourne  autour  du  point  critique.  Il  y  a  donc 
six  points  critiques  «o»  «o  «2.  «3»  «4>  «5  iJ^g-  ^5),  situés  aux^sommets 

Fig.  25. 


d'un  hexagone  régulier  dont  le  centre  est  l'origine.  Imaginons  ces 
points  joints  à  l'origine  par  des  lacets  formés  chacun  d'un  rayon  et 
d'un  petit  cercle.  Sur  chaque  rayon,  les  trois  racines  sont  réelles,  deux 
positives,  une  négative;  chacune  d'elles  d'ailleurs  conserve  son  signe; 
sur  les  rayons  O^o»  O^a»  Oa^,  la  racine  w,  est  positive,  la  racine  112  néga- 
tive; sur  les  rayons  Oa,,  Oa^,  Oa^,  au  contraire,  la  racine  m,  est  néga- 
tive, la  racine  Wj  positive.  Quand  on  arrive  près  du  point  critique,  les 
deux  racines  positives  acquièrent  des  valeurs  voisines  de  2  et  se  per- 
mutent l'une  dans  l'autre.  On  en  conclut  que  chacun  des  lacets  {uo), 
(fla)»  (^4)  unit  les  deux  racines  u^  et  m,,  et  que  chacun  des  lacets  («,), 
{a3),(a^)  unit  les  deux  racines  u^  etu^.  Les  deux  lacets  («0)0»  (^i)o 
forment  un  système  de  lacets  fondamentaux. 

Si  l'on  pose  z  =  ~i  ii  =  —  ?  l'équation  devient 
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Pour  z'  =  o,  les  trois  valeurs  de  u'  sont  égales  à  zéro.  En  posant 
u'  =  vz'^,  on  a 

f*+  I  —  3z"c  =:  o; 

chacune  des  valeurs  de  v  est  holonxorphe  dans  le  voisinage  du  point 
z'  =  o.  Ainsi,  sur  la  sphère,  le  point  0'  est  pôle  pour  chacune  des  va- 
leurs de  u. 

42.  Exemple  FIL  —  L'équation 
admet  des  racines  égales  pour  les  valeurs  de  z  qui  satisfont  à  l'équation 

(z-'—iy{z*  —  2Z'—  i)— o. 

Pour  2  =  d=  I,  la  racine  double  est  m  =  i;  si  l'on  pose  z  =  iL  i  -h  z', 
u  =  I  -h  u',  l'équation  devient 

les  deux  valeurs  infiniment  petites  de  m'  restent  monotropes  dans  le 
voisinage  du  point  z  =  i  ou  s  =::  —  i  et  ont  pour  valeurs  approchées 


"'"^^v/i^''    "'=-2y|z'; 


ainsi  les  deux  points  z=±i,  que  nous  marquons  c  et  c'  {fig.  26), 
sont  neutres.  Il  y  a  quatre  points  critiques  donnés  par  l'équation 
z"  —  ^z"^  —\  =  o\  deux  de  ces  points  a  et  a'  sont  situés  sur  l'axe  des 


Fig.  26. 


o'V^^y     ^'        c^ 


c  d 

06' 


€), 


X  et  correspondent  aux  solutions  z  =  ±  y  i  -{-  ^^2;  les  deux  autres  b 
et   h'  sont  situés   sur   l'axe   des  y  et   correspondent  aux   solutions 
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z  ^=±i  y/ y/2  —  i .  En  ces  quatre  points,  la  racine  double  est  w  =  —  i, 
la  racine  simple  w  =  2. 

Dans  le  voisinage  de  l'origine,  les  valeurs  approchées  des  racines  sont 

w„z=^z%     M, ——y/3,     «,  —  -+- y/3. 

Sur  la  droite  finie  bh',  les  trois  racines  sont  réelles,  une  positive,  deux 
négatives;  les  deux  racines  négatives  deviennent  égales  et  se  permutent 
autour  du  point  b  et  autour  du  point  b';  on  en  conclut  que  chacun  des 
deux  lacets  {b)  et  {b')  unit  les  deux  racines  w»  et  w^.  Sur  la  droite 
finie  aa'f  les  trois  racines  sont  encore  réelles;  entre  les  points  d  et  d\ 
qui  correspondent  di  z  =  ±  \l2,  deux  racines  sont  positives  et  une  né- 
gative; sur  da  et  d'à',  au  contraire,  deux  racines  sont  négatives  et  une 
positive;  ceci  provient  de  ce  qu'en  d  ou.  d'  l'une  des  deux  racines  po- 
sitives Wo  6tW2  s'annule  et  change  de  signe.  Pour  voir  laquelle  éprouve 
ce  changement,  considérons  la  dérivée 

du  _   8z{i  —  z") 

âz  ~'   3(1  — M^)  ' 

et  remarquons  que  u  n'acquiert  la  valeur  -h  i  que  pour  2  =  ±  i .  Quand 
la  variable  z  décrit  la  droite  Oc,  la  racine  positive  ««  reste  comprise 
entre  zéro  et  i;  sa  dérivée  étant  positive,  elle  croît  de  zéro  à  i;  ayant 

dans  le  voisinage  du  pointe  la  valeur  approchée  Mq  =  1-1-  2  i/|  (z  —  i); 

elle  continue  à  croître  et  devient  plus  grande  que  i;  la  dérivée  reste 
ainsi  positive,  et  la  racine  u^  croît  indéfiniment  au  delà  du  point  c.  On 
en  conclut  que  c'est  la  racine  ^2  qui  change  de  signe  au  point  d;  on 
peut  d'ailleurs  le  voir  directement;  en  eff^et,  quand  la  variable  z  décrit 
la  droite  Oc,  la  racine  Uo  reste  comprise  entre  y/^  et  i;  sa  dérivée  étant 
négative,  elle  décroit  de  \/3  à  i;  ayant  dans  le  voisinage  du  point  c  la 

valeur  approchée  Wo  =  i  —  2  i/x  (^  —  i),  elle  continue  à  décroître  et 

devient  plus  petite  que  i;  la  dérivée  reste  ainsi  négative,  et  la  racine  «a 
décroît  de  i  à  zéro,  et  de  zéro  à  —  i  quand  2  va  de  c  en  dy  et  de  d  en  a. 
La  racine  négative  w,  décroît  de  --  y/3  à  —  2  quand  z  décrit  Oc,  puis 
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croît  de  —  2  à  —  I  quand  z  décrit  ca.  Au  point  a  les  deux  racines  né- 
gatives u^  et  Wa  deviennent  égales  et  se  permutent;  au  delà  elles  sont 
imaginaires.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  chacun  des  lacets  [a]  et 
(a')  unit  les  deux  racines  u^  et  u^_.  Les  deux  lacets  (^)ô>  («)?  forment 
un  système  de  lacets  fondamentaux. 

Sur  la  sphère,  le  point  0'  est  un  point  critique  autour  duquel  se 
permutent  les  trois  racines.  Si  le  lacet  (0')  passe  entre  les  points  h'  et  «, 
et  est  décrit  dans  le  sens  qui  correspond  au  mouvement  positif  sur  le 
circuit,  il  est  l'assemblage  des  trois  lacets  hinaires  (O')^,  (0')2,  (0')i. 

43.  Exemple  IV.  —  L'équation 

u^  —  3a  H-  2Z'{2  —  z*)  =  o 

admet  des  racines  égales  pour  les  valeurs  de  z  qui  vérifient  l'équation 

(2»—  iy{z^  —  l—)/2}{z'  —  1  +  V^j=:0. 

Les  points  Co,c,,  c,  (fig.  27)  qui  correspondent  à  l'équation  z^  —  \  —  o 
sont  neutres,  parce  que  les  deux  racines  qui  deviennent  égales  restent 


monotropes  autour  de  ces  points.  A  l'équation  z'^  —  i  -\-  sj^  correspon- 
dent trois  points  critiques  ao,  a^,  a^,  situés  aux  sommets  d'un  triangle 
équilatéral;  à  l'équalion  z^  =  —  (va  — 1),  trois  autres  points  criti- 
ques 6o»  ^j»  ^2.  situés  aux  sommets  d'un  second  triangle  équilatéral. 


64  LIVRE  I.  -  CHAPITRE  III. 

Pour  ^  =  o,  on  a  Wo  =  1^',  M,  =  —  v^B,  «2  =  ^3.  Sur  la  droite  06o, 

les  trois  racines  sont  réelles,  une  positive,  deux  négatives;  ce  sont  les 
deux  racines  négatives  qui  deviennent  égales  et  se  permutent  autour 
du  point  b^',  ainsi  le  lacet  (^o)  unit  les  deux  racines  Mq  et  «i.  Les 
lacets  (bi  )  et  [b^)  unissent  ces  deux  mêmes  racines.  Sur  les  droites  Oao, 
0«o  0^2,  les  trois  racines  sont  aussi  réelles.  Marquons  les  points  c?^, 
d^,  d<i  qui  correspondent  à  ^^  =  a.  Sur  Oc?o>  deux  racines  sont  positives, 
une  négative;  sur  û?o«o»  une  positive,  deux  négatives.  On  verra,  comme 
dans  l'exemple  précédent,  que  c'est  la  racine  u^  qui  change  de  signe 
au  point  d^\  on  en  conclut  que  le  lacet  («o)  unit  les  deux  racines  m, 
etWo.  Les  lacets  (a<),  («a)  unissent  ces  deux  mêmes  racines.  Les  deux 
lacets  (èo)o'  (^o)i  forment  un  système  de  lacets  fondamentaux. 
Sur  la  sphère,  le  point  0'  est  pôle  pour  chacune  des  racines. 

44.  Exemple  V.  —  Considérons  l'équation 

u' -h3zUi'  —  {z'  —  iY  — ^z'  =  o. 

La  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  u  est  3w(m  +  2s-);  elle 
s'annule  pour    m  =  —  2z^  et   u~o.    La   première   solution    donne 

Fig.  a8. 

y 


0 


f>'(l 


d  35 


[z'  —  r)2=  o;  mais  les  points  a  et  d'  [fig.  28),  qui  correspondent  à 
z  —  ±\,  sont  neutres,  parce  que,  autour  de  chacun  d'eux,  les  racines 
restent  monotropes. 
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Pour  M  —  o,  on  a  [z"^  —  i)'^  -h  42**  =  o,  d'où 


il  en  résulte  six  points  critiques  autour  de  chacun  desquels  deux  racines 
se  permutent  :  deux,  c  et  c',  sont  situés  sur  l'axe  des  y\  les  quatre 
autres,  a,  a',  b,  h\  symétriques  deux  à  deux  par  rapport  à  l'origine, 
aux  sommets  d'un  rectangle. 

Pour  z  =  o,  l'équation  proposée  se  réduit  à  m'  —  i  =  o,  et  admet 
les  trois  racines  Mq  =  i,  u^  =y,  u^  =y^,y  désignant  l'une  des  racines 
imaginaires  de  l'équation  y  ^^  —  1  =  o.  Sur  la  droite  finie  ce',  l'équation 
a  une  racine  réelle  u^  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées  m,  et  u^\ 
ce  sont  celles-ci  qui  deviennent  égales  en  c  et  c',  et  se  permutent  au- 
tour de  ces  points;  ainsi  chacun  des  lacets  (c),  (c')  unit  les  deux 
racines  w,  et  u^.  Le  lacet  (a')  unit  les  mêmes  racines  que  (a),  le 
lacet  {h')  les  mêmes  que  {h).  La  fonction  algébrique  devant  acquérir 
au  point  z  =  o  les  trois  valeurs  Mo,  w,,  «2»  il  est  nécessaire  que  l'un  au 
moins  des  deux  lacets  (a),  {h)  unisse  la  racine  u^  à  l'une  des  deux 
racines  m,  et  M2-»^ous  remarquons  d'ailleurs  que  si,  sur  le  lacet  (a), 
on  a  s  =  a?  +  jï,  on  a  2  =  ^ic—yi  sur  le  lacet  (6),  et  par  conséquent 
les  trois  valeurs  de  u  sur  le  lacet  {h)  sont  respectivement  conjuguées 
de  celles  que  l'on  obtient  sur  le  lacet  (a);  on  en  conclut  que  chacun 
d'eux  unit  la  racine  u^  à  l'une  des  racines  m,  et  u^.  Si  le  lacet  (a)  unit 
Uq  et  M,,  le  lacet  [h)  unira  u^  et  u^.  On  formera  un  système  de  lacets 
fondamentaux  en  prenant  soit  (a)J  et  (6)J,  soit  (a)J  et  (c)J,  soit  {Jb)\ 
et  {c)\. 

Le  point  0',  sur  la  sphère,  est  pôle  pour  chacune  des  racines. 

45.  Exemple  VI.  —  Soit  l'équation 
(i)  u^  —  3zu  -h  z'  =  o. 

Les  points  critiques  sont  donnés  par  l'équation  z^{z^  —  4)  =  o,  qui  se 
décompose  en  deux,  l'une  z  =  o,  l'autre  z'  —  4  =  o. 

Po^ur  z  =  o,  les  trois  racines  sont  nulles.  La  méthode  géométrique 
du  n°  34  montre  qu'il  y  a  deux  manières  de  former  le  groupe  des 

9 
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termes  principaux  dans  l'équation  proposée  {fig.  29).  Dans  le  premier 
mode,  la  partie  principale  étant  u^  —3zu,  u  est  du  degré  \.  Si  l'on 
pose  z  =  z'"^,  u  =  vz',  l'équation  devient 

(^(c'  — 3-) -f-2''=r  o; 

on  obtient  ainsi  deux  racines  ayant  pour  valeurs  approchées  ±  v^3s' , 
et  qui  se  permutent  quand  la  variable  z  tourne  autour  du  point  0.  Dans 


Fig.  29. 


le  second  mode,  la  partie  principale  étant  —  3^mh-  z',  u  est  du  degré  2. 
Si  l'on  pose  u  ~  vz^,  l'équation  devient  ^ 

(—  3c  +  l)  H-  v^z^  =  o, 

ce  qui  donne  une  racine  ayant  pour  valeur  approchée  ^^z^  et  mono- 

trope  dans  le  voisinage  du  point  0. 

L'autre  équation  z^  —A  =  o  admet  les  racines 


2         2TCI  3         417t 


auxquelles  correspondent  les  sommets  a,  b,  c  [fig.  3o)  d'un  triangle 
équilatéral;  autour  de  chacun  de  ces  points  se  permutent  deux  racines 
de  l'équation  proposée. 

Pour  former  les  lacets,  nous  ferons  partir  la  variable  d'un  point  -s^, 
situé  à  une  très-petite  distance  du  point  0  sur  l'axe  O^c;  en  ce  point, 
les  trois  racines  se  distingueront  par  leurs  valeurs  approchées 


M»  —  3  ^*' 


1  j.  j[  1 
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Le  lacet  (a)  est  formé,  comme  à  l'ordinaire,  d'une  droite  et  d'un  petit 
cercle;  le  lacet  (b),  d'un  arc  z^z,  égal  à  un  tiers  de  circonférence, 
d'une  droite  partant  du  point  z,  et  d'un  petit  cercle;  le  lacet  (c),  d'un 
arc  z^ZfZ^  égal  à  deux  tiers  de  circonférence,  d'une  droite  partant  du 
point  ^2  et  d'un  petit  cercle;  enfin  le  lacet  (0),  d'un  cercle  z^^^s^z,. 
Les  lacets  se  succèdent  dans  l'ordre  (a),  {b),  (c),  (0). 

Fig.  3o. 


Sur  la  droite  Oa,  les  trois  racines  de  l'équation  proposée  sont  réelles, 
deux  positives,  une  négative;  ce  sont  les  deux  racines  positives  qui  se 
permutent  autour  du  point  a;  ainsi  le  lacet  (a)  unit  les  deux  racines  u^ 
et  M,. 

Quand  la  variable  z  décrit  l'arc  z^Zt,  les  trois  racines  deviennent 


<^  I   I   *«  Il    «*»  1   t   «'        I    t   *■"» 


u,  =  :^zle^,     Ui  =  3'zle^  =  -Vzle  ^  ,     u,  =  ~  3' zle^  =V  zle  ^  , 

ii:i  4  ri 

Sur  le  rayon  Ob,  on  2i  z  —xe  ^  ;  si  Ton  pose  w=:w'e~,  l'équation 
devient  m"  —  '5xu'  -+-  x'  =  o.  Ainsi,  quand  on  passe  du  rayon  Oa  au 

rayon  06,  les  trois  racines  sont  multipliées  par  e  »  ;  les  deux  racines 
positives  se  permutant  autour  du  point  (a),  ce  sont  les  deux  racines  u^ 
etWa  qui  se  permutent  autour  du  point  b,  et  par  conséquent  le  lacet  (b) 
unit  les  deux  racines  m^  et  u^. 

Quand  la  variable  z  décrit  l'arc  ^o^i^a»  ïes  trois  racines  deviennent 
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Quand  on  passe  du  rayon  Oa  au  rayon  Oc,  les  racines  sont  multipliées 

par  e~^;  ainsi  le  lacet  (c)  unit  les  deux  racines  u^  et  Mi. 

D'ailleurs  le  lacet  (0)  unit  les  deux  racines  w<  et  u^.  On  a  ainsi  les 
quatre  lacets  («)J,  (^)o»  (^)o>  (O)?.  Sur  la  sphère,  le  point  0'  est  pôle 
par  rapport  à  chacune  des  racines.  Le  lacet  (0')  ou  le  circuit  corres- 
pondant, parcouru  avec  l'une  quelconque  des  racines  prise  comme 
valeur  initiale,  doit  ramener  la  même  racine,  ce  qu'il  est  facile  de 
vérifier. 

46.  Exemple  VII.  —  Soit  l'équation 


i) 


m' —  -r^  ZU  -h  Z'-H  1  =  O. 


On  obtient  les  points  critiques  en  résolvant  l'équation 

(2)  Z''-T-I  =  0, 

d'où 

(2^-f-i)7:        .    .     (2/i-f-i)7r 

z  =  cos T^ — —  +- 1  sm  1 7: — —  ; 

0  o 

ces  points,  au  nombre  de  six,  sont  les  sommets  d'un  hexagone  régulier 


ayant  son  côté  égal  à  l'unité,  et  disposé  comme  l'indique  la  figure  3i. 
En  chacun  des  sommets,  l'équation  (i)  admet  une  racine  double  et  une 
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racine  simple.  La  valeur  de  z  relative  à  l'un  des  sommets  et  la  ra- 

cine  double  correspondante  n'annulent  pas  la  dérivée  partielle  -~\  on 

en  conclut  que  les  deux  valeurs  de  u  voisines  l'une  de  l'autre  se  per- 
mutent lorsque  z  décrit  une  petite  courbe  fermée  autour  de  ce  point. 
A  l'origine,  les  trois  racines  ont  les  valeurs 

I      .  v/3  1.1/3 

M,  =:~I,        M,  := l j        «2= Vl^^—' 

2  2  2  2 

Imaginons  que  le  point  z  s'avance,  en  suivant  une  ligne  droite,  de 
l'origine  vers  un  des  sommets,  puis  décrive  autour  de  ce  point  une 
petite  courbe  fermée;  les  racines  varient  d'une  manière  continue  en 
partant  de  leurs  valeurs  initiales;  dans  le  voisinage  du  sommet, 
deux  racines  ont  une  différence  très-petite  et  se  permutent  lorsque  le 
point  z  décrit  la  courbe  qui  entoure  ce  sommet.  Chercbons  quelles 
sont  les  racines  qui  se  permutent  autour  de  cbacun  des  points  cri- 
tiques. 
Les  racines  de  l'équation  (i)  sont  données  par  la  formule 

(3)  ar:^A  +  -J-, 

V'aA 

dans  laquelle  A  désigne  l'une  quelconque  des  valeurs  du  radical 
cubique 


(4)  A=^_iit£_i^TTl=. 

Le  long  du  rayon  sur  lequel  marche  2,  on  a 

z  =  r   cos(2A-i-i)^  H-  isin(2A  +  i)^  j: 

et  par  conséquent 

2*^  — r»    et    2'=dzà''. 
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On  prendra  le  signe  4-  pour  les  valeurs  o,  2,  l\  de  A,  c'est-à-dire  lorsque 
le  point  z  s'avance  sur  l'un  des  rayons  O^oi  0^2.  0^4,  et  le  signe  —  si  le 
point  z  s'avance  sur  les  rayons  0<ï<  ,0^3,  Oa^  qui  correspondent  aux  va- 
leurs ï,  3,  5  de  A.  Puisque  le  nombre  r  varie  de  zéro  à  l'unité,  on  peut 

poser  r'  =  sin(p  et  faire  varier  9  de  o  à  -• 

Considérons  d'abord  le  cas  où  A  a  l'une  des  valeurs  o,  2,  4;  l'expres- 
sion de  A  devient 


sin  - 
2 


3/      i+isino        I    / T—r-  3/        93/        9 

=  V ^--v/i-sm^9=-y/cosï^cos^-i-e 


il  faudra  attribuer  à  k  successivement  les  trois  valeurs  o,  i,  2.  On  a  en 
même  temps 

zz.-y/sm^jcosLtaA  +  Og-g ^j4-.sin[_(2A  +  i)g-g— 3-Jj. 


^2A 


Remarquons  que,  quelle  que  soit  celle  des  valeurs  o,  2,  4  que  l'on  attri- 
bue à  A,  si  l'on  fait  9  égal  à  zéro,  les  racines  Wo»  "<»  u^  correspondent 

à  ^  =  0,  ^  =  1,^  =  2.  Faisons  varier  <p  de  zéro  à  -;  pour  9  =  -?  les 

valeurs  de  u  sont  données  par  la  formule 


,    7T  2^7:  , 


y^cosj 

+  COS     (2A-f  1)77 r—    -l-iSin    (2A-i-l)p — -    . 

L  'b        12  ;}    J  L  o       12  3     J 


Dans  cette  formule,  il  faut  remplacer  A  par  l'un  des  nombres  o,  2,  4» 
puis  k  par  o,  i,  2.  Les  arguments  des  valeurs  correspondantes  des 
deux   termes  du   second  membre  sont   renfermés   dans   le    tableau 


suivant 
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A  =  o  {  k=^ 


971 
12 


k=.,        ^ 
12 


k  =  o,       -^ 

12 

k=.,  ^ 

12 

*  =  .,     i2£ 

12 


k=:0 
4    {    A-=I 

A- 


12 

9u 

12 


ITTT 
=  2,         -^ 


1771 
12 

95 
12 

97r 
12 

TT 
12 

i77r 
12 

1771 
12 

95 

12 

TT 
12 


On  conclut  de  ce  tableau  que  le  lacet  («o)  unit  les  deux  racines  w, 
et  «2,  le  lacet  («a)  les  deux  racines  «o  et  z^,,  le  lacet  (a^)  les  deux  ra- 
cines «0  et  Ma* 

Considérons  maintenant  le  cas  où  Ton  suppose  que  h  a  l'une  des  va- 
leurs I,  3,  5.  On  a  alors 


z'  —  —  ir\ 


puis 


z  ^/  .    9i        r,    i        ^^^:       9       2A"7r"|       .  .    F/    jl        x^t      9      2A-7r~l) 

—  =  -y/s.n|jcos[(.A+i)g  +  î  +  — J+.sm[(aA  +  ,)g+|  +  ^Jj. 

Il  faut  observer  que  pour  ç  =  o  les  racines  u^,  u^,  u,  correspondent  à 
k  =  o,  k  =  i,  k  =  2.  Les  valeurs  de  u  à  l'un  des  sommets  a,,  a^,  a^ 
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sont  données  par  la  formule 


u                   [      TT        2/r7r\       .  .    /       TT        2/r7r\ 
— =  ces  ( ^—    -+-  i  sm TT—  ) 

r    ,        ,71       Tz       2/r7r~|       .  .    F/    7        \7r  .    TT       a/rTi"! 
L  'b       12         6    \  L  b      12         i    J 


dans  laquelle  on  doit  remplacer  h  successivement  par  l'un  des  nombres 
r,  3,  5,  puis  k  par  l'un  des  nombres  o,  1,2.  Les  arguments  des  deux 
termes  du  second  membre  ont  des  valeurs  comprises  dans  le  tableau 
suivant  : 


k  =  O, •>        -— 

12  12 


/f  —  2  , 
^  =:  O, 

3 ( k=i, 

^  =2, 
/r  :=  O, 

5  {  /r  =  I , 
/r  =  2, 


iStt  iStt 

12  12 

77:  TT 

12  12 

TT  iStz 

12  12 

iStI  TT 

12  12 

771  77r 

12  12 

TT  7r 

12  12 

iStt  77: 

12  12 

771  i57r 

12  12 


On  en  conclut  que  les  lacets  («J,  («3),  {a^)  unissent  respectivement 
les  racines  Mq  et  m,,  Mo  et  Ma»  ^i  et  Mj. 
Le  point  0',  sur  la  sphère,  est  pôle  pour  chacune  des  racines. 

47.  Exemple  VIII,  —  Considérons  l'équation 
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La  dérivée  partielle  du  premier  membre  par  rapport  à  u  étant  égale  à 
5m'   M  —  I  (i  —  2^)  h  l'équation  admet  des  racines  égales  lorsqu'on  a, 

soit  M  nr  o,  et  par  suite  ^  =  o  ou  ^  =  =b  i,  soit  m  —  |  (i  —  z^),  et  par 

suite  z  =±i;  ce  dernier  cas  rentre  dans  le  précédent.  Pour  z  ='o, 
l'équation  a  une  racine  simple  Mq  =  i  et  quatre  racines  égales  à  zéro; 
les  valeurs  approchées  de  ces  quatre  racines  sont 

L  -L  J.  1 

A* 
la  quantité  a  vérifiant  l'équation  a*  =  —  ^^s  les  deux  racines  m,  et  u^ 

se  permutent  autour  du  point  0,  de  même  Mo  et  u^,  ce  qui  donne  deux 
systèmes  circulaires.  Pour  z  =  rt.\,  l'équation  admet  cinq  racines  égales 
à  zéro;  si  l'on  pose  z  =  i  -t-  s',  on  a 

les  valeurs  approchées  des  racines,  dans  le  voisinage  du  point  z  =  i; 
sont  données  par  la  formule  u  =■  ^4*^";  elles  forment  un  système  cir- 
culaire de  cinq  racines  se  permutant  autour  du  point  critique.  Les  ra- 
cines, étant  respectivement  égales  pour  des  valeurs  de  z  égales  et  de 
signes  contraires,  se  permutent  suivant  la  même  loi  autour  du  point 
z  =  —  I.  Il  y  a  donc  trois  points  critiques,  l'origine  0  et  les  deux 
points  a  et  6  qui  correspondent  à  2  =  ±  i  [fig.  32). 

Si  l'on  fait  z  —  —•>  u~-  -j-,  l'équation  devient 

i-(l--  2")<«"—  Z'»(l—  Z")ll'  —  2''»=:  O. 

* 

Pourz'  =  o,  les  cinq  valeurs  de  m' sont  égales  à  zéro.  En  posant  m' =  (^2'^, 
on  met  l'équation  sous  la  forme 

|j  (l  — 2")t'^-  (l—  Z'')(^—  irrzo; 

10 
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5 
pour  z'  =  o,  l'équation  admet  une  racine  double  v=  —  7  et  trois  racines 

5 
simples.  En  posant  v  =  -  j  -h  v\  on  reconnaît  aisément  que  les  deux  va- 
leurs infiniment  petites  de  ç^' restent  monotropes  autour  du  point  z'  =  o. 
On  en  conclut  que  sur  la  sphère  le  point  0'  est  pôle  relativement  à  cha- 
cune des  racines. 

Il  s'agit  maintenant  de  voir  dans  quel  ordre  les  racines  se  permutent 
autour  des  points  critiques  a  et  b.  De  l'origine  comme  centre 

Fig.  32. 

m 

O ^0^. — 


avec  un  rayon  très-petit,  décrivons  un  cercle.  Nous  distinguerons  les 
racines  par  leurs  valeurs  approchées 

1  JL  J.  i 

«0  — I,     iii  =  txz'\     u,  —  —  (xiz^,     «3=  -a2%     Ui-aiz^, 

au  point  initial  z^  situé  sur  l'axe  Ox  aune  très-petite  distance  du  point  0. 
Le  lacet  {a)  est  formé  d'une  droite  et  d'un  petit  cercle,  le  lacet  {b)  d'un 
demi-cercle  ^0  ^^t  »  d'une  droite  et  d'un  petit  cercle  autour  du  point  b, 
le  lacet  (0)  du  cercle  Zomz^nzo',  de  cette  manière,  les  lacets  se  succè- 
dent dans  l'ordre  («),  [b),  (0).  Quand  la  variables,  parlant  du  point  ;So, 
décrit  le  lacet  [a)  une  première  fois,  dans  le  sens  direct,  la  fonction  u 
passe  de  la  valeur  initiale  u^  à  une  autre  que  nous  représenterons  par 

az ',  a  étant  une  certaine  racine  de  l'équation  a*  =  —  ^'  Je  dis  main- 
tenant que,  si  la  variable  z'  décrit  le  lacet  {a)  plusieurs  fois  successive- 
ment dans  le  sens  direct,  les  racines  se  succéderont  dans  l'ordre  Wq,  m,, 
U2,  M3,  W4.  En  effet,  au  lacet  (0')  sur  Ja  sphère  correspond  dans  le  plan 
un  circuit  enveloppant  les  trois  points  critiques  et  se  ramenant  par 
conséquent  à  la  suite  des  trois  lacets  (a),  {b),  (0);  le  point  0'  n'étant 
pas  critique,  la  racine  prise  comme  valeur  initiale  doit  se  reproduire  à 
la  fin  du  circuit.  Or,  si  l'on  part  du  point  ^^o  ^vec  la  valeur  initiale  u^, 
après  le  lacet  [a)  on  a  w,  ;  la  demi-circonférence  z^  mZf  change  m,  en  u^; 
le  lacet  (s,  b)  devant  ramener  en  z^  et  par  conséquent  en  Zo  la  première 
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racine  Mq»  il  est  nécessaire  que  la  racine  u^  soit  la  cinquième  du  système 
circulaire.  Nous  avons  donc  à  choisir  entre  les  deux  dispositions 

Mo,        Wi,        W3,        Wj,        M«. 

La  seconde  ne  convient  pas;  car  si  Ton  part  du  point  z^  avec  la  valeur 
initiale  M,,  on  aurait  «3  après  le  lacet  (a),  u^_  après  le  demi-cercle  z^mz^, 
u^  après  le  lacet  [z^  b),  m,  après  le  demi-cercle  z,  mz,,,  u^  après  le 
lacet  (0),  et  la  valeur  initiale  m,  ne  se  reproduirait  pas.  Avec  la  pre- 
mière disposition,  on  a  w,  après  le  lacet  (a),  m,  après  le  demi-cercle 
Zf^mZi,  Mo  après  le  lacet  (z^  b),  u^  après  le  demi-cercle  z^  mz^,  u,  après 
le  lacet  (0),  et  la  racine  initiale  m,  se  reproduit.  Ainsi  le  lacet  com- 
plexe {a)  est  l'assemblage  des  cinq  iacels  binaires  positifs 

(«)i,     («)î,     {a)i,     («)',     {a)l. 

Le  lacet  {b),  dont  l'origine  est  aussi  en  Zq,  se  compose  du  demi- 
cercle  ZoTnZf,  du  lacet  (z,  b)  symétrique  du  lacet  (z^a)  par  rapport 
au  point  0,  et  du  demi-cercle  s,  mz^.  Les  valeurs  de  u  étant  les  mêmes 
en  deux  points  symétriques,  la  permutation  s'efl'ectue  sur  le  lacet  (z,  b) 
comme  sur  le  lacet  {zo  a).  On  part  du  point  z^  avec  la  valeur  initiale  u^  ; 
après  le  demi-cercle  z^  mz^ ,  on  a  en  z^  la  même  valeur  u^  ;  le  lacet  (z,  b) 
change  u^  en  m,,  et  cette  racine,  après  le  demi-cercle  z^  mz^^^  devient 
Ma-  En  décrivant  le  lacet  (b)  une  seconde  fois,  ou  revient  en  z,  avec  la 
valeur  ttj;  le  lacet  (z,^)  la  change  en  Mj,  et,  après  le  demi-cercle  z,mzo, 
elle  devient  «3,  et  ainsi  de  suite.  On  obtient  de  la  sorte  les  cinq  lacets 
binaires  positifs 

ib)i  {b)i,  {b)u  (b):,  (b)% 

Le  lacet  (0)  est  neutre  relativement  à  la  racine  u^;  mais  il  unit  les 
racines  m,  et  u^,  1I2  et  u^.  Il  est  l'assemblage  des  deux  lacets  bi- 
naires (0)^  (0)^ 

On  peut  former  le  système  des  lacets  fondamentaux  de  bien  des  ma- 
nières, par  exemple  avec  les  quatre  lacets  {a)^,  {'a)'],  {a)l,  (a)l,  ou 
bien  avec  les  quatre  lacets  (a)J,  (a)J,  (0)J,  (0)2-  Dans  ce  second 

10. 
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mode,  les  chemins  qui  conduisent  de  la  racine  u^  à  toutes  les  autres 
sont  (n°  39) 

V;  =  («);,     \\  =  {a)\+{a)],     yi  =  [a)\  +  {0)\,     \l  =  [a][  +  [a)\+{0)[. 

Exemple  IX.  —  Considérons  enfin  la  fonction  définie  par  l'équation 
algébrique 

{u  —  ai){u  —  a:i)    .  .(m  —  a„)  —  2  =  o. 

Quand  la  variable  z  décrit  une  circonférence  ayant  pour  centre 
l'origine,  le  produit  des  distances  du  point  u  aux  m  points  fixes  «<, 
«2, . . . ,  a,n  reste  constant,  et  ce  point  décrit  une  cassinoïde  à  m  foyers. 
Quand  le  point  z  décrit  une  droite  partant  de  l'origine,  le  point  u 
décrit  une  courbe  telle,  que  la  somme  des  arguments  des  droites  qui 
vont  des  m  foyers  à  chacun  des  points  de  la  courbe  est  constante.  Les 
deux  séries  de  lignes  décrites  par  le  point  z  étant  orthogonales,  les 
deux  séries  de  lignes  correspondantes  décrites  par  le  point  u  sont  aussi 
orthogonales.  En  particulier,  lorsque  le  polynôme  est  du  second  degré, 
les  deux  séries  de  lignes  orthogonales  se  composent  i]^  cassinoïdes  à 
deux  foyers  et  d'hyperboles  équilatères. 
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FONCTIONS  DÉFINIES  PAR  DES  SÉRIES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PROPRIÉTÉS    DES    SÉRIES    ORDONNÉES    SUIVANT    LES    PUISSANCES 
ENTIÈRES    ET    CROISSANTES    DE    LA   VARIARLE. 

48.  Lemme.  —  Lorsqu'on  multiplie  les  termes  d'une  série  convergente, 
ayant  tous  ses  termes  positijs,  par  des  nombres  positifs  inférieurs  à  un 
nombre  déterminé,  on  obtient  une  nouvelle  série  convergente. 

Soit 

«0  +  «1  H-  rtî  + .  .  . 

une  série  convergente  ayant  tous  ses  termes  positifs;  si  l'on  multiplie 
les  termes  de  cette  série  par  les  nombres  positifs 

Oj,  bly  Ojf    .     I     .    , 

plus  petits  qu'un  nombre  déterminé  B,  on  obtient  une  nouvelle  série 

convergente 

aobo-T- Oibi-h  atbj-h  .  .    . 

En  effet,  soient  S;^  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  première 
série,  S'„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  seconde  série,  on  a 
S'„  <BS„;  mais  la  somme  S„  est  moindre  que  sa  limite  S;  on  a  donc 
S'„  <  BS,  et  par  conséquent  la  seconde  série  est  aussi  convergente. 

49.  THÉoRiiME  I.  —  Etant  donnée  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
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sances  entières  positives  et  croissantes  d' une  variable  imaginaire,  si,  pour 
une  valeur  de  la  variable  dont  le  module  est  r',  les  modules  des  termes  de 
la  série  sont  moindres  quun  nombre  déterminé,  la  série  sera  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  dont  le  module  est  plus  petit  que  r' . 

(Abel.) 
Soit 

Mo  +  M|  2   -i-  MjZ'  -1-  .  .  . 

la  série  proposée,  dans  laquelle  z  désigne  une  variable  imaginaire,  Wo, 
M,,...  des  coefficients  réels  ou  imaginaires.  Appelons  «„,  a,,...  les 
modules  des  coefficients.  Nous  supposons  que  les  modules 

rto,     «,/-',     air'\.  . . 

des  différents  termes  de  la  série,  pour  une  valeur  de  z  dont  le  module 
est  r',  sont  plus  petits  qu'un  nombre  déterminé  B.  Donnons  à  la  variable 
une  valeur  dont  le  module  r  soit  plus  petit  que  r',  et  considérons  la 
série  convergente 

/•       /  /• 

si  nous  multiplions  les  termes  de  cette  série  respectivement  par  les 
nombres 

moindres  que  B,  nous  obtiendrons,  en  vertu  du  lemme  précédent,  une 
nouvelle  série  convergente 

ûEo  +  «,  r  -i-  rtj  r=  -1-    .  .  . 

Ainsi,  pour  toute  valeur  de  z  ayant  un  module  plus  petit  que  r',  la 
série  des  modules  est  convergente,  et  par  conséquent  la  série  proposée 
est  elle-même  convergente. 

Cercle  de  convergence. 

50.  Imaginons  des  valeurs  croissantes  du  module  pour  lesquelles  les 
modules  des  termes  de  la  série  conservent  des  valeurs  finies,  c'est-à-dire 
restent  moindres  qu'une  quantité  déterminée;  ou  ces  valeurs  croissantes 
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augmentent  à  l'infini,  ou  elles  tendent  vers  une  limite  R.  Dans  le  pre- 
mier cas,  la  série  proposée  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z; 
car,  soit  r  le  module  d'une  valeur  quelconque  attribuée  à  z,  les  modules 
des  termes  de  la  série  conservant  des  valeurs  finies  pour  un  module 
r'  plus  grand  que  r,  la  série  est  convergente  pour  cette  valeur  de  z.  Dans 
le  second  cas,  la  série  est  convergente  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  de 
l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  h  R  (Jig.  33);  car,  si  l'on 

Fig,  33. 


attribue  à  la  variable  z  une  valeur  ayant  un  module  r  inférieur  à  R,  les 
modules  des  termes  de  la  série  conservant  des  valeurs  finies  pour  un 
module  r'  plus  grand  que  r,  mais  plus  petit  que  R,  la  série  est  convergente 
pour  cette  valeur  de  z.  Pour  tous  les  points  situés  à  l'extérieur  du 
cercle  R,  les  modules  des  termes  augmentant  à  l'infini,  la  série  est 
divergente.  Ainsi  la  circonférence  R  partage  le  plan  en  deux  régions  : 
pour  tous  les  points  situés  à  l'intérieur  du  cercle,  la  série  est  conver- 
gente; pour  tous  les  points  situés  à  l'extérieur,  elle  est  divergente.  C'est 
pourquoi  nous  donnerons  à  ce  cercle  le  nom  de  cercle  de  convergence. 
Une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  la 
variable  définit  donc  une  fonction  finie  et  monotrope  dans  le  cercle  de 
convergence. 

Sur  la  circonférence  R  elle-même,  il  y  a  incertitude  ;  si,  pour  le  mo- 
dule R,  les  modules  des  termes  ne  tendent  pas  vers  zéro,  la  série  sera 
divergente  sur  toute  la  circonférence;  si,  pour  ce  même  module,  les 
modules  des  termes  tendent  vers  zéro,  la  série  peut  être  convergente 
ou  divergente  sur  toute  la  circonférence,  ou  bien  convergente  en  cer- 
tains points,  divergente  en  d'autres. 

Rémarquons  qu'en  chacun  des  points  situés  à  l'intérieur  du  cercle 
de  convergence  non-seulement  la  série  proposée  est  convergente,  mais 
encore  la  série  des  modules  de  ses  différents  termes. 
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Exemples.  —  i°  La  série 


z         z^  z^ 

t  H 1 H +  .  . 

1  1.2  I . 2. i 


est  convergente  dans  toute  l'étendue  du  plan. 
2°  La  série 


I  +  2  +  z'  -+-  z'  + .  .  . 


est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i;  sur  la  circonférence,  les 
modules  des  termes  étant  égaux  à  l'unité,  la  série  est  divergente. 
3^  La  série 


z  2'  2' 

I  _] 1 [-.  _^ 

I'  2'  3^ 


est  aussi  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i;  sur  la  circonférence,  la 
série  des  modules  des  termes  étant  convergente,  la  série  est  elle-même 
convergente. 

4"  La  série 

z       z^      z' 

I  H 1 f-  -:r  +  .  .  . 

12  0 

est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i  ;  sur  la  circonférence,  on 
voit  immédiatement  qu'elle  est  convergente  au  point  2=  —  i,  diver- 
gente au  points  =  -+- 1;  on  démontre  d'ailleurs  qu'elle  est  convergente 
sur  toute  la  circonférence,  excepté  en  ce  dernier  point. 
5°  Si  l'on  considère  la  série 

.     I  +   I  .z  4-    I  .22'  -f-  1  .2.3z'  -+-  .  .  . 

et  si  l'on  attribue  à  z  une  valeur  quelconque  différente  de  zéro,  les 
modules  des  termes  augmentent  à  l'infini;  il  en  résulte  que  la  série 
n'est  convergente  que  pour  ^  —  o;  dans  ce  cas,  le  rayon  du  cercle  de 
convergence  se  réduit  à  zéro. 

51 .  Théorème  IL  —  La  fonction  définie  par  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  positives  et  croissantes  de  la  variable  est  continue  dans 
le  cercle  de  convergence. 
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La  série 

étant  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  R,  appelons /(2)  la  somme 
des  termes  de  la  série  pour  une  valeur  quelconque  de  z  située  à  l'inté- 
rieur du  cercle  de  convergence.  Soit  (p{z)  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série,  et  ^{z)  le  reste;  nous  aurons 

De  l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  R'  un  peu  plus  petit  que  R, 
décrivons  un  cercle.  On  peut  assigner  une  valeur  de  n  telle  que,  pour 
cette  valeur  et  pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes,  le  module  du  reste 

^{z)  soit  plus  petit  qu'une  quantité  très-petite  donnée  ^»  quelle  que 

soit  la  position  de  la  variable  z  à  l'intérieur  du  cercle  R'.  11  suffit,  pour 
cela,  de  prendre  n  tel  que  l'on  ait 

ce  qui  est  possible,  puisque  la  série 

a,  -h  a,  R'  -+  . . . 

est  convergente.  Pour  tout  module  r  plus  petit  que  R',  on  aura,  à  plus 
forte  raison, 

Le  module  du  reste  ^{z)^  étant  plus  petit  que  cette  somme,  sera  lui- 
même  moindre  que  ,- 

Supposons  maintenant  que  nous  donnions  à  la  variable  deux  valeurs 
voisines  z  et  z'  situées  à  l'intérieur  du  cercle  R',  la  fonction  prendra  les 
deux  valeurs 

f{z)  =  <f{z)  +  ^{z),     f{z')  =  ^{z')-^d>{z'), 

dont  la  différence  est 

fiz')-fiz)  =  ^{z')~cfiz)+^iz')-^{z}. 
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Le  polynôme  entier  9(2)  du  degré  n—  \  étant  une  fonction  continue 
de  la  variable  z,  on  peut  assigner  un  nombre  p  tel  que,  pour  toutes 
les  positions  du  point  z'  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  du  point  z  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  p,  la  variation  (f[z')  —  'jj)[z)  du  poly- 
nôme ait  un  module  plus  petit  que  ^-  Mais  les  modules  des  restes  ^[z') 

et  ^{z)  sont  déjà  plus  petits  que  3-,  donc  la  variation /(z')  --f[z)  aura 

un  module  plus  petit  que  a  pour  toutes  ces  positions  du  point  z';  c'est 
en  cela  que  consiste  la  continuité.  Ainsi  la  fonction,  définie  par  la  série, 
varie  d'une  manière  continue  dans  l'intérieur  du  cercle  de  convergence. 

52.  Lemme.  —  Si  Von  prend  les  dérivées  des  différents  termes  de  la 
série,  on  forme  une  nouvelle  série  convergente  dans  le  même  cercle  que  la 
première. 

Soit  la  série 

convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R.  Nous  allons  démontrer  que  la 
série 

M,  -f    2M22  +  SWaZM-     ••, 

que  l'on  obtient  en  prenant  la  dérivée  de  chacun  des  termes,  est  con- 
vergente dans  le  même  cercle.  De  l'origine  comme  centre,  avec  un 
rayon  R'  un  peu  plus  petit  que  R,  décrivons  un  cercle,  et  donnons  à  z 
une  valeur  dont  le  module  r  soit  plus  petit  que  R'.  Si  l'on  multiplie  les 
termes  de  la  série  convergente 

r        „  r' 
respectivement  par  les  nombres 

qui  tendent  vers  zéro,  et  qui  par  conséquent  sont  inférieurs  à  un  nombre 
fixe  B,  on  obtient  une  série  convergente 

«I  +:?. «2/'  +  SasT'  -f  . .    . 
Ainsi  la  nouvelle  série  est  convergente  dans  le  même  cercle  que  la 
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première;  elle  définit  dans  ce  cercle  une  fonction  continue  et  monotrope 
que  nous  désignerons  par/' (z). 

En  prenant  de  même  les  dérivées  des  termes  de  cette  seconde  série, 
on  obtiendra  une  troisième  série  convergente  dans  le  même  cercle  R; 
elle  définit  une  fonction  continue  et  monotrope,  que  nous  désignerons 
par/"(z),  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

53.  Théorème  III.  —  La  fonction  définie  par  la  série  a  une  dérivée. 
Soit  la  série 

convergente  dans  le  cercle  R.  Du  point  z  comme  centre,  décrivons  un 
cercle  tangent  au  cercle  R;  pour  un  point  z-^h  situé  dans  ce  petit 
cercle,  la  série  sera  encore  convergente,  et  l'on  aura 

(l)  f{z  -I-  II)  =://„  +  M,(z  -h  II)  -+-  M,(2  -H  A)*  -+-.... 

Concevons  que  l'on  développe  les  puissances  successives  du  binôme 
z -h  h,  et  que  l'on  dispose  les  termes  en  un  tableau  de  la  manière 
suivante  : 

M»     -r-  O  -i-  O  -4-      O       -(-      .     , 

M,  2    -f-       tljl  O  -f-      O       -i-  .  .     , 

^•)  \    UiZ^  -T-    lUtZll    -+-       Util-      -+-      O       -i     .  .  .  , 

MjZ'  -H  ZUiZ^ll  -\-  SUjZll-  -h   U^ll^  4    .  .  . 


en  complétant  le  tableau  par  des  zéros.  La  somme  des  termes  d'une 
même  ligne  horizontale  constituant  un  terme  de  la  série  (i),  la  somme 
des  termes  contenus  dans  les  m  premières  lignes  horizontales  est  égale 
à  la  somme  des  m  premiers  termes  de  la  série  (i).  Nous  allons  démon- 
trer que,  si  l'on  évalue  le  tableau  par  colonnes  verticales,  au  lieu  de 
l'évaluer  par  lignes  horizontales,  la  série 

(3 )  f„  +  f,  /î  -+-  vji^  -h  V3I1"  +      . ,. 

que  l'on  obtient  et  qui  est  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  A,  est  convergente  et  a  même  somme  que  la  série  (i). 

Désignons  par  r  le  module  de  z  et  par  p  celui  de  h-,  puisque  p  est 
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plus  petit  que  R  -  r  et  par  suite  r  4-  p  plus  petit  que  R,  la  série 

est  convergente.  Développons  les  puissances  du  binôme  r-{-  p  et  dis- 
posons les  termes  en  un  tableau  analogue  au  précédent  : 

[     «,   4-       o        +       o       -»-    o     -t-     .  .  , 

\     «iTH-       rt,p        H-  o         -1-      o      -\- .  .  .  ,     ■ 

(2/  \  «jr'+sa^rp  H-    a^p^     -(-    o    -h---, 

/    «3^'  •+  SflaT'p  4-  3fl37-p'  4-  «aP*  4    •  •  •  • 


Appelons  S,„  la  somme  des  m  premiers  termes  de  la  série  (i)',  S  la 
limite  vers  laquelle  elle  tend,  quand  m  augmente  indéfiniment.  Les 
m  premiers  termes  d'une  colonne  verticale  quelconque  du  tableau  (2)' 
appartenant  aux  m  premières  lignes  horizontales,  leur  somme  est  plus 
petite  que  la  somme  des  termes  de  ces  m  ])remières  lignes  horizon- 
tales, c'est-à-dire  plus  petite  que  S,„  et,  par  conséquent,  plus  petite 
que  S;  cette  somme  tend  donc  vers  une  limite,  quand  m  augmente 
indéfiniment;  ainsi  chaque  colonne  verticale,  prise  à  part,  constitue 
une  série  convergente.  Désignons  par  60,  btp,  b^p^,...  les  sommes  des 
diverses  colonnes  verticales,  et  considérons  la  série 

(3)'  60+  6,p4-ftîp'4-       .. 

Appelons  S'„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série.  Généra- 
lisons le  raisonnement  que  nous  avons  fait  précédemment;  les  m  pre- 
miers termes  des  n  premières  colonnes  verticales  appartiennent  aux 
m  premières  lignes  horizontales;  leur  somme  est  plus  petite  que  la 
somme  des  termes  de  ces  m  premières  lignes  horizontales,  c'est-à-diré 
plus  petite  que  S^^j,  si  m  est  plus  grand  que  n,  et  par  conséquent  plus 
petite  que  S.  Si,  laissant  /liixe,  on  h\i  augmenter  m  indéfiniment,  on 
en  conclut  que  cette  somme  tend  vers  une  limite  plus  petite  que  S; 
mais  cette  limite  est  précisément  S'„  ;  la  quantité  S'„  est  donc  plus  petite 
que  S.  D'autre  part,  cette  quantité  S'„  est  plus  grande  que  la  somme 
des  n  premiers  termes  des  n  premières  colonnes  verticales,  c'est-à-dire 
plus  grande  que  S„.  La  somme  S'„ ,  étant  comprise  entre  S„  et  S,  tend 
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vers  une  limite  égale  à  S,  quand  n  augmente  indéfiniment.  Ainsi  la 
série  (3)'  est  convergente  et  a  même  somme  que  la  série  (i)'. 

Revenons  maintenant  au  tableau  (2).  Nous  remarquons  d'abord  que 
les  termes  d'une  même  colonne  verticale,  ayant  pour  modules  les  termes 
correspondants  du  tableau  (2)',  forment  une  série  convergente.  Nous 
avons  désigné  par  Vq^  v^h^  vJi^,..,  les  sommes  des  diverses  colonnes 
verticales;  ces  quantités  ayant  des  modules  respectivement  moindres 
que  les  termes  de  la  série  convergente  ( 3)  ',  la  série  (  3  )  est  elle-même  con- 
vergente. Appelons  2„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (i), 
2^  celle  des  n  premiers  termes  de  la  série  (3);  la  différence  JS'„  —  2„ 
est  égale  à  la  somme  des  termes  des  n  premières  colonnes  verticales 
du  tableau  (2),  h  partir  de  la  /i  -h  i'^"""  ligne  horizontale;  le  module 
de  cette  différence  est  moindre  que  la  somme  des  modules  des  termes, 
c'est-à-dire  moindre  que  S'„  —  S„;  elle  tend  donc  vers  zéro,  quand  n 
augmente  indéfiniment.  La  somme  2„  tendant  vers  la  limite/(2  H- A), 
on  en  conclut  que  la  somme  2;'„  tend  vers  la  même  limite.  On  a  donc 

/(z  +  A).=3/(2)^/'(z)^+/"(z)^+.... 

On  déduit  de  là 

/iliA)_=/(^J=/',„+/»(„^+   ... 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  une  fonction  continue  de  }i\ 
quand  h  est  très-petit,  il  diffère  très-peu  de/'(z),  et  quand  h  tend  vers 
zéro  d'une  manière  quelconque,  il  tend  vers /'(s).  Ainsi  le  rapport  de 
l'accroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable  tend  vers  une  même 
limite,  de  quelque  manière  que  l'accroissement  de  la  variable  tende 
vers  zéro,  et  par  conséquent  la  fonction /(s)  a  une  dérivée  qui  est 
représentée  par  la  série/'(3). 

De  tout  ce  qui  précède,  on  conclut  qu'une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances,  entières,  positives  et  croilfeantes  d'une  variable,  définit 
une  fonction  holomorphe  dans  le  cercle  de  convergence. 

54.  Remarque  I.  —  La  série 

I  H-  2  -t  -2*  -h  .  .  . 
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est  divergente  en  chaque  point  de  la  circonférence  du  cercle  de  con- 
vergence. Cependant,  si  le  point  intérieur  z  s'approche  d'un  point  de 
cette  circonférence  autre  que  le  point  ^  —  i,  la  somme  S,  qui  est  égale 

à  — ^ — î  tend  vers  une  limite  parfaitement  déterminée. 

Remarque  IL  —  Supposons  que  la  série  Uq+  u^z  +  u^z^  ■^. . .  soit 
convergente  en  un  point  z^  de  la  circonférence  du  cercle  dé  conver- 
gence, et  appelons  A  la  somme  en  ce  point;  Abel  a  fait  voir  que,  lors- 
que le  points  se  rapproche  du  point  z^  suivant  le  rayon  Oz^,  la  somme 
variable  S  tend  vers  une  limite  égale  à  A. 

On  peut  représenter,  en  effet,  les  valeurs  de  z,  pour  les  divers  points 
du  rayon  Oz,,  par  la  formule  z  =  Çz,,  Ç  étant  une  quantité  réelle  qui 
varie  de  o  à  i.  Si  l'on  représente  en  même  temps  par  «„  le  produit 
Unz\,  on  aura 

S  =  «0  +  «I îî  -4-  «sÇ*  + . . .  -t-  «„£:"  +  . . 
et 

A  =  rto  -f-  «,  -f-  rtj  H-  .     .  -f-  «,,  +  ...  . 

Appelons  a„  la  somme  des  n  4- 1  premiers  termes  de  cette  dernière  série, 
le  terme  a„  sera  égal  à  a,,  —  cr„_,,  et  l'on  pourra  exprimer  la  somme  S 
de  la  manière  suivante  : 

S  =  (7o  -4-  (  o-,  —  (7o)Ç  4-  (<T,  —  (T,)Ç'  -I-  (0-3  —   (72)Ç''  +  .  .  . 
=  (l  -  Ç)(  (7o  +  <T.Ç   -f-  C7.Ç=  4-  (73^:'  +  .  .  .  ) 

4-(i-Ç)(<T„î;''+cr„+,  ?«+'+...) 

=  (  I  -  ^)  ((7o  +  CT.  Ç  +  .  .  .  +  <7„_.  Ç"-' ) 

+  A(i-Ç)(Ç'' +  ?«+'+...) 

H- (i-Ç)(e„Ç" +  £„+.?«+'  +  ..), 

e",  s""^',...  désignant  les  différences  entre  les  sommes  a^,  o-„^,  ...  et  A; 
nous  représenterons  le  nombre  positif  f  —  Ç  par  |3.  On 'peut  supposer 
n  assez  grand  pour  que  le  plus  grand  des  modules  des  quantités  £„, 

£„^,,...  soit  moindre  qu'un  nombre  donné  quelconque  -;  le  module  de 

(I  -?)(£„?«  -f-  £„+,?''-»-'+...) 
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sera  alors  moindre  que-Ç",  et  par  suite  moindre  que  -•  Le  module  de 

(i-Ç)(cr.-:-a,Ç--     . -t- (t„_. ?"- ) 

est  plus  petit  que  nj3M,  M  étant  le  plus  grand  des  modules  des  sommes 

(7o,  (7,, . . .,  Cn,  (7„+,,. . .  -,  la  somme 

A(i-Ç.)(?"-f- ?«+'+.    .) 
est  égale  à  AÇ"  ou  à  A(i  —  [i)".  Considérons  la  différence 

A-A(i-(3r=A[i-(i-^)"]; 

on  a  (i  —  |3)"  >i  — /ip,  la  quantité  [i  —  (i  — /S)"]  est  donc  un 
nombre  positif  moindre  que  n^,  et  le  module  de  A(i  —  jS)"  —  A  est 
plus  petit  que  n^X^,  Ao  désignant  le  module  de  A.  Il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  le  module  de  la  diflérence  A  —  S  est  moindre  que 

n(3(A.-i-M)  +  ^. 

et  par  conséquent  moindre  que  a,  pour  toute  valeur  de  ]3  plus  petite 
que  — -r — —ri^*  Ainsi  la  somme  variable  S  a  pour  limite  A. 
La  démonstration  précédente  est  de  Lejeune-Dirichlet. 


88  UVRE  II.  —  CHAPITRE  IL 


CHAPITRE  II. 

FONCTIONS    EXPONENTIELLES   ET    CIRCULAIRES. 

Les  fonctions  e^ ,  s  i  n  z ,  co  s  2 . 
55.  Considérons  les  séries 


z         z 

(I)  I  +  --f 


3) 


I        1.2       1.2.3 

z' 


I       1.2.3       I .2.3.4.5 

z^  z* 


l .2  I .2.3.4  ' 

le  rayon  du  cercle  de  convergence  étant  infini,  ces  4rois  séries  défi- 
nissent des  fonctions  holomorphes  de  z  dans  toute  l'étendue  du  plan. 
On  désigne  ces  trois  fonctions  par  e",  sinz,  cos^,  parce  que,  lorsque  la 
variable  z  a  une  valeur  réelle  x,  ces  séries  sont  les  développements  de 
la  fonction  exponentielle  e^  telle  qu'on  la  définit  en  Algèbre,  et  des 
deux  fonctions  circulaires  sina;  et  coso?  telles  qu'on  les  définit  géomé- 
triquement. La  fonction  s'inz  est  impaire,  la  fonction  cosz  paire. 

On  obtient  la  dérivée  de  chacune  de  ces  fonctions  en  prenant  la 
dérivée  de  chaque  terme  de  la  série  (n°  53),  ce  qui  donne 

De'  —  e',    Dsin2=^cosz,     D  cosz  ==— sinz. 

Ces  trois  fonctions  se  ramènent  à  une  seule  d'entre  elles;  car  si,  dans 
la  série  (i),  on  remplace  z  par  zi  ou  par  —  zi,  on  a 

(4)  e*'  =  cosz  +  f  sin^, 

(5)  e-"  =  cosz —■  isinz; 


J 
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d'où  l'on  déduit 

(6)  cosz~- — '■ 5 

2 

e"  —  e-" 


(7)  sinz  = 


21 


Les  deux  fonctions  sinz  et  cos,z  sont  ramenées  ainsi  à  la  fonction  expo- 
nentielle e^. 

Il  résulte  aussi  de  la  relation  (4)  que  toute  quantité  imaginaire 
z  "  r{cosô  -+-  i s'inO)  peut  être  mise  sous  la  forme  très-simple  z  -=  rê\ 
r  étant  le  module  de  cette  quantité,  5  l'un  de  ses  arguments. 

56.  La  propriété  fondamentale  de  la  fonction  exponentielle  consiste 
dans  la  relation 

(8)  e*  X  e*' ==  e»^-''. 

Pour  la  démontrer,  appelons  2"„,  I'„ ,  V„  les  sommes  des  n  premiers 
termes  des  séries  qui  définissent  les  trois  fonctions  e',  e*',  e'*"^',  savoir  : 

•             z         z*  "-""' 

2„  —  I  -j i h 


I       j  .2  1.2.  .{n  —  i) 

2„  ■  -  I  -i-  —  -f F- . . .  -f 


I        I  .a  1 .2.  .   (n —  i) 

_,»  z-\-z'       iz-^-z'Y  (z-f-z')"-' 


I  1.2  1.2.  .{n —  i) 

Désignons  par  r  et  r'  les  modules  de  z  et  de  s',  et  appelons  de  même  S„, 
S'„ ,  '$)"„  les  sommes  des  n  premiers  termes  des  séries  qui  représentent 
les  fonctions  réelles  <î^,  e^' ,  e^^'',  savoir  : 


I        1.2  1 .2.  .  .[n —  i) 


S'  —  I    H i- 1-  .  .  .  +  - 


r 


I        1.2  1 .2. .   f  n  —  i) 

^„  r-4-r.'   .   {r-^r'Y  .       f  r-f- /•')»-' 

S  =  I  -j f-  -- — — ^ 


1.2  1 .2. .  .(n—  1) 

12 
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Considérons,  en  outre,  la  somme  des  2/1  —  1  premiers  termes  de  la 
dernière  série 

^„  i-v-r'       (r-{~r'Y  (r-f-r')'"-» 


1.2  I  .2.  .     (2/Z  —   2) 

Concevons  que  l'on  ait  effectué  le  produit  des  deux  polynômes  S^^  et  S'„ , 
et  que  l'on  ait  développé  les  binômes  dans  les  sommes  S^  et  S"„_,  ;  nous 
remarquons  que  tous  les  termes  de  S'^  se  trouvent  dans  le  produit 
S«  X  S), ,  et  que  tous  les  termes  de  ce  produit  se  trouvent  dans  S"„_,; 
on  a  donc 

S'^<S„xS'„<S'^„_..; 

mais,  quand  n  augmente  indéfiniment,  les  deux  sommes  S" ,  S"„__,  ten- 
dent vers  la  même  limite  e'"*^''.  Il  en  résulte  que  la  différence 
S„  X  S'„  —  S", ,  qui  est  plus  petite  que  S"„_.  —  S'^ ,  a  pour  limite  zéro. 
Concevons  de  même  que  l'on  ait  effectué  le  produit  des  deux  sommes 
2„  et  l'„  et  développé  les  binômes  dans  la  somme  1"„;  le  produit  con- 
tient tous  les  termes  de  !"„  avec  d'autres  quantités;  les  termes  de  la 
différence  2„  x  2'„  —  il  ayant  pour  modules  les  termes  correspondants 
de  la  différence  S„  x  S'„  —  S^ ,  on  a 


et  par  suite 

ou 

c'est-à-dire 


mod(2„x2;-2:)<S„xS'„-S';, 

lim.  mod  (2„  x  2',,—  2^)  =  o, 
lim(2„xr„)  =  lim2:, 


57.  La  fonction  e"  est  périodique.  On  a,  en  effet,  d'après  le  théorème 
précédent, 

(9)  e»-+-2«i  =-.  gî  N< ^21.' —  e'( 005271  +  isin27r)  =e'; 

la  période  est  2ni. 

En  vertu  des  relations  (6)  et  (7),  les  fonctions  sin^  et  cosz  sont  aussi 
périodiques;  la  période  est  27:. 
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On  a  (le  même 

(  1  o )  «*-+-"■  ---  e^  X  e^'  =  e* (cosTT  -!-  is\mz)=^  —  e*, 

et  par  suite 

(il)  sin(z -I- 7r)  =  —  sinz,     cos(z -!- tt)  =  — cosz. 

A  l'aide  des  relations  précédentes,  on  généralise  aisément  les  rela- 
tions 


(f-^) 


(12)  sinf- —  z  j=  cosz, 

(i3)  sin*z  +  cos'2=::  I, 

(«4)  sin(z  -f-  2')=  sin  z  cosz'-4-  cos-s  sinz', 

(•5)  cos(z  -+-  z')  =  cosz  cosz'—  sinz  sinz', 

qui  ont  été  établies  en  Trigonométrie  pour  les  arcs  réels. 
On  définit  la  fonction  méromorphe  tangz  en  posant 

,  /.,  sinz 

(10)  langz  — ; 

^         cosz 

cette  fonction  est  périodique,  et  admet  la  période  û. 

Les  tables  ordinaires  de  logarithmes  de  sinus  et  de  cosinus  permet- 
tent de  calculer  les  valeurs  des  fonctions  précédentes  pour  une  valeur 
imaginaire  x  +  jt  attribuée  à  la  variable  z.  On  a  d'abord 

e'-*-^'  r-r  e'e^'  —-  «*(  ces  y  -\-  i  %\x\y  )  ; 

c'est  une  quantité  imaginaire  ayant  pour  modulée^  et  pour  argument  j. 
On  a  ensuite 

cos(a:  -^-yi)  ---  cos^c  cos_;r'  —  s\nx  smyi  = cos^  —  1 sin  x, 

Sin  (  x  +  71  )  --  sm  X  cosjï  ■+-  cosa:  sm/i  = sm  a;  +  i cos^. 

58.  Voici  comment  on  peut  se  représenter  la  périodicité  de  la  fonc- 
tion e*.  Sur  l'axe  oy  {fig.  34),  portons  de  part  et  d'autre  de  l'origine  des 
longueurs  égales  à  in,  et,  par  les  points  de  division  o,  o,,  Oj, . . .,  o_,, 
o_2,...,  menons  des  droites  parallèles  dans  une  direction  arbitraire, 

12. 
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autre  que  oy;  ces  parallèles  diviseront  le  plan  en  bandes  égales;  aux 
points  homologues  m,,  m.^,  m^,...,  m__, ,  m_2,   ..  de  ces  différentes 


Fi{î.  34. 


bandes,  c'est-à-dire  aux  points  représentés  par  la  formule  z -\- OLuni, 
n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  la  fonction  reprend  la  même 
valeur. 

Dans  chaque  bande,  la  fonction 

e^  -■-  e'{Qo^y  -i-  /  sinj) 

passe  par  toutes  les  valeurs  possibles,  et  une  fois  seulement  par  chacune 
d'elles;  car  son  module  e^  varie  de  zéro  à  l'infini,  et,  quand  x  reste 
constant,  son  argument  j  varie  de  jo  àyo-+-  271.  Quand  la  variables 
s'éloigne  indéfiniment  dans  une  bande  du  côté  des  x  positifs  ou  du 
côté  opposé,  le  module  de  la  fonction  devient  infini  ou  tend  vers  zéro. 
Pour  figurer  la  périodicité  des  fonctions  cosz  et  sinz,  on  portera  sur 
l'axe  ox  des  longueurs  égales  à  271,  et  par  les  points  de  division  on  mè- 
nera des  droites  parallèles  dans  une  direction  arbitraire  autre  que  ox. 
Dans  chaque  bande,  les  fonctions  passent  par  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles et  deux  fois  par  chacune  d'elles.  Si  l'on  veut  en  efi'et  que  la  fonc- 
tion cosz  ait  une  valeur  donnée  m,  on  posera 


d'où 


é^" —  2  Me*' H-  I 
e"  =  uzti  y/w^  - 


9.1 

'  » 

f,ixi 

2  iue 
iudz 

li 

I 

—  , 

e-'  — 

V. 

— 

U' 
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dans  chaque  bande,  il  existe  une  valeur  de  z  et  une  seule  pour  laquelle 
la  fonction  e"  admet  la  valeur  u  -+-  sjiï^  —  i  ,  et  une  autre  valeur  de  z 
pour  laquelle  elle  admet  la  valeur  u  —  sju^  —  i  ;  en  ces  deux  points,  et 
en  ces  deux  points  seulement,  la  fonction  cosc  acquiert  la  valeur  u. 
Puisque  cos(27t  —  s)  =  cos:;,  les  deux  valeurs  de  z  qui,  dans  chaque 
bande,  correspondent  à  une  même  valeur  de  u,  ont,  abstraction  faite  des 
multiples  de  a;:,  une  eomme  constante  et  égale  à  in. 

De  même,  si  l'on  veut  que  la  fonction  sins  ait  une  valeur  donnée  u, 
on  posera 

d'où 

o. 


ce  qui  conduit  à  la  même  conclusion.  En  vertu  de  la  relation 

sin(-  —  ;  '      sinz, 

les  deux  valeurs  de  z  qui,  dans  chaque  bande,  correspondent  à  une 
même  valeur  de  m,  ont.  abstraction  faite  des  multiples  de  2::,  une 
somme  constante  et  égale  à  r..  Quand  la  variable  z  s'éloigne  indéfini- 
ment dans  une  bande,  d'un  côté  ou  de  l'autre,  les  modules  des  fonc- 
tions sins  et  cos^  deviennent  infinis. 

Pour  figurer  la  périodicité  de  la  fonction  tangs,  on  portera  sur  l'axe  ox 
des  longueurs  égales  à  n,  et  par  les  points  de  division  on  mènera  des 
parallèles  dans  une  direction  arbitraire  autre  que  ox.  Dans  chaque 
bande,  la  fonction  passe  par  toutes  les  valeurs  possibles,  et  une  fois 
seulement  pour  chacune  d'elles.  Car,  de  la  relation 

on  déduit 

I  -f-  ui 

e'"  — •.: 

I  —  ui 

dans  chaque  bande  la  fonction  e-^'  ne  passant  qu'une  fois  par  la  va- 
leur    ^    .->  la  fonction  tang:;  ne  passe  qu'une  fois  par  la  valeur  u.  La 
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fonction  tangz  devient  nulle  aux  points  z  =  mi,  infinie  aux  points 

z  =  -  -j   nn:  il  y  a  une  racine  et  un  pôle  dans  chaque  bande.  Quand  la 

variable  z  s'éloigne  indéfiniment  dans  une  bande,  du  côté  des  j  posi- 
tifs ou  du  côté  opposé,  la  fonction  u  tend  vers  +  i  ou  vers  —  L 

59.  Pour  étudier  la  variation  d'une  fonction,  quand  la  variable  z  est 
très-grande,  on  pose  z  =  -  et  l'on  donne  à  z'  des  valeurs*  voisines  de 
zéro  (n^  17).  Si  l'on  fait  z'  =  x'  h  y'i  —  r' e^'\  on  a 

I  cosB'         isinô' 

e'  .—  e^'  rrrr  e    '■'    e         '■'     .  . 

Lorsque  la  nouvelle  variable  z'  se  rapproche  du  point  2'  =  o,  le  mo- 
dule de  la  fonction  devient  nul,  infini  ou  égal  à  l'unité,  suivant  que 
cos^'  a  une  valeur  négative,  positive,  ou  nulle;  l'argument  augmente  à 
l'infini  en  valeur  absolue,  excepté  quand  la  valeur  de  sin^'  est  nulle.  Le 
point  z'  =.  o  est  un  point  singulier  d'une  espèce  particulière;  la  fonc- 
tion e^,  quoique  monotrope  dans  le  voisinage,  acquiert  en  ce  point  des 
valeurs  différentes,  suivant  le  chemin  suivi  pour  y  arriver.  Nous  dirons 
que  ce  point  est  un  point  A' indétermination.  Ainsi  la  fonction  e*  est 
holomorphe  sur  toute  la  sphère,  excepté  au  point  0',  qui  est  un  point 
d'indétermination. 
On  a  de  même 


(slnC    i CO8  0'  _  gin  6'    _  i cos  V_  \ 

/■  sInO'    icos  '  sin6'         icos6'\ 

— .\e  ''  e  ''    —  e     ''  e      '     /. 


C0S2 

2    ■ 

sInO'    ICOS  '  sin 

sin 


Lorsque  la  variable  z'  se  rapproche  du  point  ^'  =  o,  le  module  de  cosz 
et  celui  de  sin^  deviennent  infinis,  excepté  quand  sin5'  a  une  valeur 
nulle;  dans  ce  cas,  on  a 


I         .  .1 

cosz -^  cos -,  ?      Sin2=:Sm-7  5 


et  la  valeur  de  la  fonction,  comprise  entre  —  i  et  -h  i,  est  indéter- 
minée. Le  point  0'  est  encore  un  point  d'indétermination.  Ainsi  les 
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fonctions  cosz  et  sinz  sont  holomorphes  sur  toute  la  sphère,  excepté  au 
point  0',  qui  est  un  point  d'indétermination. 

Lorsque  la  variable  z'  se  rapproche  du  point  z'  —  o,  la  fonction  tangz 
tend  vers  la  valeur  —  î  ou  -f  i,  suivant  que  la  valeur  desinS'  est  positive 
ou  négative.  Quand  sin$'  =  o,  la  fonction  tang  —  est  indéterminée. 

Ainsi  la  fonction  tang^  est  méromorphe  sur  toute  la  sphère,  excepté  au 
point  0'  qui  est  un  point  d'indétermination;  elle  admet  d'ailleurs  une 
infinité  de  pôles. 

La  fonction  logz. 

60.  Nous  avons  défini  la  fonction  exponentielle  et  les  fonctions  cir- 
culaires directes;  occupons-nous  maintenant  des  fonctions  inverses. 
Considérons  d'abord  l'équation 

e"^  z, 
dans  laquelle  u  est  l'inconnue.  Si  l'on  pose 

cette  équation  devient 

elle  sera  vérifiée  si  l'on  fait 

e''  =  r,     Y  --  0  -h  2  /ITT , 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  et  par  ces  valeurs  seulement.  La 
quantité  réelle  X  est  le  logarithme  népérien  du  nombre  positif  r\  en 
le  désignant  par  Lr,  on  a 

M  =  LrH-(6  4-  a/iTr)/. 

Ainsi  à  une  valeur  de  z  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  u  for- 
mant une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  ^ni.  Chacune  de 
ces  valeurs  est  un  logarithme  de  z;  on  a  donc 

(17)-  I0g2  =  Lr -+-(0  4-2/171)/. 

Supposons  que  Ton  fasse  partir  la  variable  z  du  point  2  =  1,  en  attri- 
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buant  k  l'argument  Ô  la  valeur  initiale  ^  =  o,  et  que  Ton  adopte  la  dé- 
termination 

(i8)  u=logz~Lr  +  6i; 

si  le  point  z  se  meut  d'une  manière  continue  dans  le  plan,  sans  passer 
par  le  point  z  =  o,  r  et  ô  variant  d'une  manière  continue,  nous  aurons 
une  fonction  parlant  de  la  valeur  initiale  w  =  o  et  variant  d'une  manière 
continue. 

La  fonction  devient  infinie  au  point  2  =  0.  Lorsque  la  variable  z  dé- 
crit un  cercle  autour  de  ce  point,  dans  le  sens  positif,  son  argument  Ô 
augmente  de  2  7t,  et  la  fonction  augmente  de  21:1;  ainsi,  quand  la  va- 
riable z  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  du  point  z  =  o,  la  fonc- 
tion logz  acquiert  une  infinité  de  valeurs  difl'érentes,  qui  sont  données 
par  la  formule  (17).  Le  point  z  =  o  est  ici  un  point  critique  différent 
de  ceux  que  nous  avons  rencontrés  dans  l'étude  des  fonctions  algé- 
briques; nous  l'appellerons /?om?  m^i^we  logarithmique. 

Quelle  que  soit  la  détermination  que  l'on  prenne,  la  fonction  logz 
admet  une  dérivée;  car,  si  l'on  considère  la  fonction  directe  z  ==  e",  on 

A2 
sait  que  le  rapport  ^  tend  vers  une  limite  égale  à  e";  le  rapport  in- 
verse tend  donc  vers  une  limite  égale  à  -7.  c'est-à-dire  à  -•  On  conclut 

"  e"  z 

de  là  que  logs  est  une  fonction  bolomorphe  de  z  dans  toute  partie  du 
plan  ne  comprenant  pas  le  point  critique  z  =  o.  Nous  remarquons  en 
outre  que  la  dérivée  est  la  môme  pour  toutes  les  déterminations  de  la 
fonction. 

Si  l'on  pose  s  —  -y»  on  a 

M—  —logz', 

et  le  point  z'  =  o  est  un  point  critique  de  même  nature  que  le  précé- 
dent. Sur  la  sphère,  la  fonction  logz  admet  donc  les  deux  points  cri- 
tiques logarithmiques  0  et  0'. 

Ce  que  nous  avons  dit  de  la  fonction  logz  s'applique  à  la  fonction 
log(z  —  a).  Le  premier  point  critique  est  ici  z  =  a.  La  quantité  z  —  a 
étant  figurée  par  le  point  z,  quand  on  transporte  les  axes  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  au  point  a,  à  chaque  tour  décrit  par  le  point  z  au- 
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tour  du  point  a  dans  le  sens  positif,  la  fonction  augmente  de  :i.ni.  Sur 
la  sphère,  le  point  0'  est  aussi  un  point  critique. 

De  la  relation  e"  x  e"'  =  e"^"',  on  déduit  la  propriété  fondamentale 
des  logarithmes 

l0g(Z2')  =  l0gZ  -hlOgz'. 


La  fonction  arc  tangz. 

61 .  Considérons  de  même  l'équation 

tangM=:z, 

dans  laquelle  u  est  l'inconnue.  D'après  une  transformation  déjà  faite 
(n^'ôS),  on  a 

I  -f-  21 


d'où 


I    ,       I  -+-  zz 

M  —  — .  lOg : 

Il        °  l  —  Zl 


A  chaque  valeur  de  z  correspondent  une  infinité  de  valeurs  du  loga- 
rithme et  par  conséquent  une  infinité  de  valeurs  de  u.  Chacune  de  ces 
valeurs  est  une  détermination  de  la  fonction  inverse  arctangz;  on  a 
donc 

,                                                                      I    ,       T  -4-  z/ 
iq)  a=:arclangz  :=  — .  log :• 

Pour  voir  quelle  loi  suivent  ces  diverses  valeurs,  nous  mettrons  l'ex- 
pression précédente  sous  la  forme 

"  ^"'  h  \}^^^~  ' '  "^  ^^^  V^i\ "^  2  "^  ^  t'og( ^  -  0  -  log(2  + 1) ] . 

II  y  a  ici  deux  points  critiques  logarithmiques  ^  =  +  i,  2  =  —  ?;  quand 
la  variable  z  décrit  un  petit  cercle  autour  du  premier  point  critique  ou 
autour  du  second,  dans  le  sens  positif,  log(2  —  i)  ou  log(z  +  i)  aug- 
mente de  ^nij  et  par  conséquent  u  éprouve  une  variation  égale  à  -}- tt 

i3 
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OU  à  —  n.  Les  valeurs  de  u  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  z 
forment  donc  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  tt.  Sur  la 
sphère,i  le  point  0'  est  un  point  ordinaire. 

Supposons  que,  la  variable  z  partant  de  ^  =  o,  on  adopte  dans  l'ex- 
pression (19)  le  logarithme  dont  la  valeur  initiale  est  zéro,  on  aura  une 
fonction  arctang^  ayant  pour  valeur  initiale  zéro,  et  holomorphe  sur 
toute  partie  de  la  sphère  qui  ne  comprend  aucun  des  deux  points  cri- 
tiques z  ^=±1  i. 

Les  fonctions  arcsins,  arccos^. 

62.  On  définira  d'une  manière  analogue  les  deux  fonctions  arcsinz, 

arccos2.  Soit  l'équation 

sinM  =  z, 

d'où  l'on  déduit  (n°  58) 

uz:^ -\Qg{izd:z)Ji  — z'^). 

Nous  prendrons  l'expression 

(20)  M —  arcsinz  —  -  log(/2 -1- v'»  —  2^)» 

en  adoptant  le  logarithme  dont  la  valeur  initiale  est  zéro.  Cette 
fonction  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  z,  car  la  quan- 
tité iz  H-  Vi  —  z^  ne  s'annule  pas;  mais  il  y  a  deux  points  critiques  a 
et  a'  (Jig.  35),  qui  correspondent  aux  valeurs  s  =  :r:  i,  et  autour  de 
chacun  desquels  le  radical  change  de  signe. 


Fig.  35. 


Vsi/ 


Pour  voir  comment  la  fonction  se  comporte  autour  du  pointa,  sup- 
posons que  la  variable  z  aille  de  l'origine  à  un  point  z^  voisin  de  a,  en 
suivant  la  droite  0^;  on  a,  dans  ce  cas,  2  — ,r;  la  quantité  ix -\- \] i  ~~  x'^ 
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a  pour  module  l'unité  et  pour  artçument  un  angle  6  satisfaisant  aux 
relations  s'inO  =œ,  cosO  =  \/i  — x^ ,  et  s'annulant  avec  a;;  on  en  con- 
clut u=  $  (n°  60),  et,  par  conséquent,  quand  x  varie  de  o  à  i ,  w  croît 

de  o  à  -•  Lorsque  la  variable  z  tourne  autour  du  point  a,  le  radical 
change  de  signe,  et  la  fonction  devient 

M=  -  log(i2  —  v'i  —2*), 

ce  second  logarithme,  comme  le  premier,  ayant  en  s,  une  valeur  voisine 
de — >  puisque  la  fonction  est  continue  dans  le  voisinage  du  point  a. 
Mais  cette  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(ai)      M  =  j  Iog(-  0  -  7  log(''2  +  V'»  — 2')  =i:  —  j  \og{iz  4-  v/iT— z»), 

ce  dernier  logarithme  ayant  aussi  en  z,  une  valeur  voisine  de  — »  et 

par  conséquent  étant  égal  à  celui  de  la  formule  (20).  Si  la  variable  z 
revient  ensuite  à  l'origine  en  suivant  la  droite  Ox,  la  fonction  u  croît 

de  -  à  7r.  Ainsi,  quand  la  variable  z  décrit  le  lacet  (a),  la  fonction  varie 

de  o  à  ;r,  et  elle  est  représentée  ensuite  par  la  formule  (21),  dans 
laquelle  le  logarithme  a  à  l'origine  la  valeur  zéro. 

Si  la  variable  z  faisait  deux  tours  autour  du  point  a,  le  radical  chan- 
geant deux  fois  de  signe,  la  fonction  reprendrait  en  z,  sa  valeur  primi- 
tive, et  l'on  reviendrait  à  l'origine  avec  la  valeur  initiale  u  =  o. 

Supposons  que  la  variable  z  aille  de  l'origine  à  un  point  z\  voisin  de 
a',  en  suivant  la  droite  Oa';  comme  on  a  toujours  u  —  6,  u  variera  de  o 

à  —  -.  La  variable  tournant  autour  du  point  a\  le  radical  change  de 

signe  et  la  fonction  devient 

«=  j^og{iz  -sji  —  z^), 

ce  logarithme,  comme  le  premier,  ayant  en  z\  une  valeur  voisine  de 
—  —  •  Mais  cette  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(22)     '  M  =^—  TT  —  -  l0g(f2  H- V'i 2'), 

•        i3. 
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ce  dernier  logarithme  ayant  aussi  en  z\  une  valeur  voisine  de ? 

et  par  conséquent  étant  égal  au  premier.  La  variable  revenant  à  l'ori- 
gine, u  varie  de à  —  ;:,  et  elle  est  représentée  ensuite  par  la  for- 
mule (  22),  dans  laquelle  le  logarithme  a  à  l'origine  la  valeur  zéro. 

Supposons  maintenant  que  la  variable  z  décrive  successivement  les 
deux  lacets  {a)  et  {a');  après  le  premier  lacet,  la  fonction  a  acquis  la 
valeur  7r;  les  formules  (21)  et  (22)  montrent  que,  sur  le  second  lacet,  la 
fonction  varie  de  rr  à  27:  et  est  représentée  ensuite  par  la  formule 

(23)  a  =  27r -I- -  log(iz  ~|- y/J  — -5'), 

dans  laquelle  le  logarithme  a  à  l'origine  la  valeur  zéro. 

Si  la  variable  avait  décrit  d'abord  le  lacet  {a'),  puis  le  lacet  (a),  la 
fonction  aurait  varié  de  o  à  —  tî  et  de  —  tt  à  —27:,  et  serait  ensuite 
représentée  par  la  formule 

(24)  M  =  — 27r  +  -  log(/z -I- Vï  — 2')> 

dans  laquelle  le  logarithme  a  encore  à  l'origine  la  valeur  zéro. 

Cela  posé,  tous  les  chemins  qui  vont  de  l'origine  à  un  point  z  du  plan 
peuvent  se  ramener  à  un  chemin  déterminé,  ou  à  ce  chemin  précédé 
d'une  série  de  lacets  (a)  et  («').  Appelons  w,  la  valeur  qu'acquiert  la 
fonction  au  point  z,  quand  la  variable  suit  le  chemin  déterminé.  Puisque 
le  même  lacet,  parcouru  deux  fois  successivement,  ne  produit  aucun 
changement  dans  la  fonction,  on  peut  en  faire  abstraction;  la  série  sera 
formée  alors  de  lacets  alternatifs  {a)  et  {a').  Si  leur  nombre  est  pair, 
la  valeur  de  la  fonction,  après  l'ensemble  des  lacets,  est  2n7ï,  n  étant 
un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  et  la  fonction  est  représentée  alors 
par  la  formule 

(25)  M  :==2n7r  + -log(jz +  \/i  — z*), 


dans  laquelle  le  logarithme  a  à  l'origine  la  valeur  zéro;  la  variable 
décrivant  ensuite  le  chemin  déterminé  Oz,  on  a  ?<  =  2/i;r  +  ?/,,  Si  le 
nombre  des  lacets  est  impair,  après  l'avant- dernier  lacet,  la  fonction 
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est  représentée  par  la  formule  (25);  un  nouveau  lacet  donne 

(26)  u  =  2m:±n: — ^  \og  {iz  -h  \/ 1 — z*), 

le  logarithme  s'annulant  à  l'origine;  la  variable  décrivant  ensuite  le 
chemin  déterminé  Oz,  on  a  m  =  2m:  dz  n  —  m,.  Il  résulte  de  là  qu'à 
chaque  valeur  de  z  correspondent  les  deux  séries  de  valeurs  de  la  fonc- 
tion :  2n7:-h  m,,  (2/1  4-  i);:  —  M|. 

Remarquons  que,  par  rapport  à  l'une  quelconque  des  déterminations 
de  la  fonction  u  =  arcsin^,  chacun  des  points  a  et  a'  est  un  point  cri- 
tique algébrique,  puisque,  lorsque  la  variable  tourne  autour  de  l'un 
d'eux,  la  fonction  n'acquiert  que  deux  valeurs  différentes,  qui  de- 
viennent égales  en  ce  point.  Les  valeurs  en  nombre  infini  de  la  fonction 
proviennent  de  la  combinaison  des  lacets  relatifs  aux  deux  points 
critiques. 

Si  l'on  pose  z  z=i  ~,  on  a 

u=  .  [log/ -f  log (n- v'i  —  2")  —  logz'j . 

Le  point  z' =  o,  c'est-à-dire  le  point  O'sur  la  sphère,  est  donc  un  point 
critique  logarithmique.  Concevons  que  l'on  trace  sur  la  sphère  un  lacet 
qui,  partant  du  point  0,  enveloppe  le  point  0';  quand  la  variable  décrit 
ce  lacet,  la  fonction  éprouve  une  variation  égale  à  ±:  27r;  mais  ce 
lacet  (0')  peut  être  ramené  à  la  suite  des  deux  lacets  {a)  et  {a'),  pris 
dans  un  certain  ordre.  Ceci  fait  voir  immédiatement  que  la  suite  de  ces 
deux  lacets  doit  produire  une  variation  de  la  fonction  égale  à  ±  271. 
De  même,  si  l'on  considère  l'équation  cosw  =  z,  d'où 

e^'  =  z±^z'—  I,      M=  -log(z±:v^z'—  i), 


on  aura 


(27)  u  —  arccosz  = -log(fz  zty'i  —  z'), 

c'est-à-dire  arccosz  = arcsinz. 
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'  La  fonction  z^. 

63.  Nous  avons  défini  la  fonction  z"",  lorsque  l'exposant  a  est 
réel  (n''  14).  Lorsque  l'exposant  est  imaginaire,  on  définira  la  fonction 
de  la  manière  suivante  ;  puisque  z  —  e^°^^,  on  posera 

28)  a  =:=:  2°  =  Cl^Si». 

Quand  la  variable  z  décrit  une  courbe  fermée  comprenant  l'origine,  la 
fonction  u  est  multipliée  par  le  facteur  constant  e^^«';  ainsi  la  fonction 
acquiert  en  chaque  point  une  infinité  de  valeurs  en  progression  géo- 
métrique, et  le  point  s  —  o  est  un  point  critique  d'une  nouvelle  espèce. 
Soient  a  =  a  +  |3i,  z~  rê\  on  a 

u  =  g(aLr  — {!«) -+-(fiLr  +  oO)i 

Si  la  variable  z  se  rapproche  de  l'origine  en  décrivant  une  courbe  ayant 
en  ce  point  une  tangente  définie  par  l'argument  B^,  l'argument  de  la 
fonction  augmente  à  l'infini  en  valeur  absolue,  et  le  point  u  décrit 
autour  du  point  m  =  o  une  spirale  composée  d'un  nombre  infini  de 
circonvolutions.  Quand  le  nombre  a  est  positif,  le  module  de  la  fonc- 
tion tendant  vers  zéro,  la  spirale  décrite  par  le  point  u  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  m  =  o;  elle  s'en  éloigne,  au  contraire,  indéfini- 
ment quand  a  est  négatif,  et  elle  se  rapproche  d'une  circonférence  de 

rayon  e'^^^  lorsque  a  est  nul.  En  faisant  ^  =  -7?  on  verra  que  le  point  0' 

sur  la  sphère  est  un  point  critique  de  même  espèce  que  le  point  0; 
seulement,  quand  la  spirale  relative  au  point  0  est  infiniment  petite, 
celle  relative  au  point  0'  est  infiniment  grande,  et  réciproquement. 

Sinus  et  cosinus  hyperboliques. 

64.  On  désigne  sous  ce  nom  les  fonctions  réelles 

2 

a  première  impaire,  la  seconde  paire,  et  qui  satisfont  à  la  relation 

cosh'^  —  sLnh'^  =  i . 
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Voici  d'où  viennent  ces  dénominations  :  le  sinus  et  le  cosinus  ordi- 
naires sont  les  longueurs  MP  et  OP  {fig.  36),  la  variable  x  désignant 


Fi{r.   36. 


.M 


l'arc  AM  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  i ,  ou  le  double  de  l'aire 
du  secteur  AOM.  Il  est  facile  de  voir  que,  si  au  cercle  on  substitue  une 
hyperbole  équilatère  ayant  son  demi-axe  transverse  OA  [fig.  37)  égal 


Fig.  37. 


à  l'unité,  et  si  Ton  appelle  x  le  double  de  l'aire  du  secteur  AOM,  les 
longueurs  MP  etOP  représentent  le  sinus  et  le  cosinus  hyperboliques. 
Ces  deux  fonctions  jouissent  des  propriétés  fondamentales 

sinh(a-h  6)  —  sinha  cosh6  H- sinh6  cosha, 
cosh(a4-  b)  --coshacoshô  -+-  sinhacosh6. 

On  a  construit  des  tables  de  ces  fonctions;  elles  servent  à  trouver  les 
valeurs  de  sinz  et  de  coss,  lorsque  z  est  imaginaire;  car  on  a  (n**  56) 

cosyi  =  cosh j,     sxnyi  z=z  i  sinhj, 
cos[x  -¥  yi)  —  cos:c  cosh>  —  i  sinar  sinhr, 
sin(x  -1- //)  -—  sinx  coshj-i-  /cosjrsinhjr. 

65.  Remarque.  —  La  fonction  u  —  cosz  donne  naissance  à  un  système 


104  LIVRE  II.    -  CHAPITRE  II. 

de  lignes  orthogonales  bien  connu.  Si  l'on  pose  z  =  x-i-yi,  M  =  X-f-Yi, 
on  a  * 

X  +  Y/=--— ±-^ ; 

d'où 

X  =  oosa:  coshj,     Y  =  —  sinar  sinhj. 

En  éliminant  successivement  x  et  j,  on  obtient  les  courbes 

Xî  Y' 

; 1-  —. — ; ~=^  '  » 

cosh'j        sinh^'j 

X'  Y^ 


cos'o^-       sin'j; 


I, 


qui  correspondent,  les  premières  aux  droites  parallèles  à  l'axe  des  x, 
les  secondes  aux  droites  parallèles  à  l'axe  des  j;  ce  sont  des  ellipses  et 
des  hyperboles  homofocales. 

La  fonction  u  =  tangz  donne  naissance  à  un  autre  système  de  lignes 
orthogonales.  On  a,  en  effet,  dans  ce  cas, 

^ sin2.r  sinh2>^ 


cos^ar  +  coshaj*  cessa: -h  coshaj 

En  éliminant  successivement/  et  x^  on  obtient  les  deux  séries  de  lignes 

orthogonales 

X»  f-  Y»  -f-  2X  coiix  —  i  =  0, 

X^  1-  Y=  —  2  Y  coih  2 j  4- 1  =  o. 

Les  premières  sont  des  cercles  passant  par  deux  points  fixes,  les  se- 
condes des  cercles  ayant  pour  axe  radical  commun  la  perpendiculaire 
à  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes  en  son  milieu.  Chacun  de  ces 
seconds  cercles  est  le  lieu  du  point  dont  le  rapport  des  distances  aux 
deux  points  fixes  est  constant  et  égal  à  une  quantité  dépendant  de  la 
valeur  de  r. 
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CHAPITRE  III. 

L\    FONCTION    0. 

66.  An  début  de  leurs  admirables  travaux  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques, Abel  et  Jacobi  ont  été  amenés  à  considérer  une  fonction  nou- 
velle qui  joue  un  rôle  très-important  dans  l'analyse;  mais  c'est  à  Jacobi 
que  l'on  doit  la  découverte  de  ses  principales  propriétés. 

Théorème  \.  —  La  série 

...  -4-  e-'--^^*"-\-  e-2»+''«-|-  e-  -+"  +- 1  -'    6*^"-^  e-^-*" -h  e'=-^^'''-f- .  .  .  , 

dans  laquelle  a  désigne  une  quantité  constante  dont  la  partie  réelle  est 
négative^  est  convergente. 

En  effet,  le  terme  de  rang  n,  à  partir  du  terme  i  vers  la  droite,  est 

si  l'on  pose  a  —  a'  -^  a"i,  z  =^  x  -+-yi,  son  module  est 

mod.M,,  —  e»'+"''»'; 
le  nombre 

Ç'mod.  u„  =  e'+"^ 

tendant  vers  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment,  la  série,  prolongée 
vers  la  droite,  est  convergente. 

Le  terme  de  rang  n,  à  partir  du  terme  i  vers  la  gauche,  est  de  même 

M. —  a — nz+n^a  • 
—I»  —  *>  y 

le  nombre 


v'mod.  M_„  -  «-'+"«' 

tendant  vers  zéro,  la  série,  prolongée  vers  la  gauche,  est  aussi  conver- 

»4 
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gente.  Ainsi,  lorsque  la  partie  réelle  a'  de  la  constante  a  est  négative,  la 
série  est  convergente  quelle  que  soit  z\  cette  série  définit  donc  une 
fonction  de  z  finie  et  monotrope  dans  toute  l'étendue  du  plan.  Nous  la 
désignerons  par  ©(s),  et  nous  écrirons 


(.)  %{z). 


jiu-l-n'o 


Séries  à  double  entrée. 

67.  Pour  démontrer  que  la  fonction  ^(z)  est  continue  et  admet  une 
dérivée,  nous  nous  servirons  d'une  propriété  générale  des  séries  à  double 
entrée.  On  dit  qu'une  série  à  double  entrée  est  convergente  lorsque  la 
somme  des  termes  enveloppés  par  une  courbe  de  forme  quelconque 
tend  vers  une  limite  déterminée,  quand  cette  courbe  s'étend  à  l'infini 
dans  tous  les  sens. 

Lemme  I.  —  Lorsqu'une  série  à  double  entrée,  à  termes  réels  et  positifs  y 
est  convergente  pour  une  première  suite  de  courbes  qui  s'étendent  à  r infini 
dans  tous  les  sens,  elle  l'est  aussi  pour  une  autre  suite  de  courbes,  et  la 
limite  est  la  m,ême. 

Une  série  à  double  entrée  est  représentée  par  la^^.  38.' Soient  Co, 
C,,  Ca,-..  une  première  suite  de  courbes  fermées  s'étendant^^à  l'infini 
dans  tous  les  sens,  c'est-à-dire  telles  que  l'on  puisse  prendre  n  assez 
grand  pour  que  la  courbe  C„  et  chacune  des  suivantes  C„+,,  C^+o'--- 
soient  extérieures  à  un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec 
un  rayon  donné;  appelons  S^  la  somme  des  termes  enveloppés  par  la 
courbe  C;^;  nous  supposons  que,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  la 
somme  S«  tend  vers  une  limite  S.  Soient  Gq  ,C\,  Gg  > . . .  une  seconde 
suite  de  courbes  fermées  s'étendant  aussi  à  l'infini  dans  tous  les\sens,  et 
désignons  par  S^,  la  somme  des  termes  enveloppés  par  la  courbe  G1-.  Une 
courbe  C„  de  la  première  suite  étant  donnée,  traçons  une  courbe  C^,  de 
la  seconde  suite  enveloppant  la  courbe  C„,  puis  une  nouvelle  courbe  C^+p 
de  la  première  suite  enveloppant  G],,;  on  a 


On  <^  ^,,'  "C,  Ofi 


+p- 
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Quand  n  augmente  à  l'infini,  les  deux  sommes  S„  et  S«+p  tendant  vers 
la  limite  S,  la  somme  S|.,  tend  vers  la  même  limite. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui'précède,  que  les  deux  courbes  varia- 
bles ce  étaient  fermées.  Le  théorème  subsiste  quand  l'une  des  courbes 
ou  toutes  les  deux  sont  ouvertes.  Supposons  d'abord  la  courbe  G  fermée 
et  la  courbe  C  ouverte,  comme  une  parabole,  ou  l'ensemble  de  deux 
droites  parallèles  AB,  CD  situées  de  part  et  d'autre  du  terme  central  ««o  ; 

Fig.  38. 


la  partie  du  tableau  intérieure  à  la  ligne  C  est  celle  dans  laquelle  se 
trouve  ce  terme  central  aoo-  Une  ligne  C^,  étant  donnée,  fermons-la  par 
des  arcs  de  courbe  arbitraires  et  traçons  une  courbe  C,„qui  enveloppe  la 
partie  du  plan  ainsi  déterminée;  la  somme  des  termes  situés  dans  cette 
partie  du  plan  est  plus  petite  que  S,„,  et  par  conséquent  plus  petite  que  S; 
si  l'on  éloigne  indéfiniment  les  arcsqui  ferment  la  courbe  C^,,  la  somme 
tend  vers  une  limite  S^,,  plus  petite  que  S;  cette  limite  étant  indépen- 
dante des  arcs  auxiliaires,  nous  dirons  qu'elle  est  la  somme  des  termes 
situés  à  l'intérieur  de  la  courbe  Cl,.  Cela  posé,  une  courbe  C„  étant 
donnée,  traçons  une  ligne  C„,  extérieure  à  la  courbe  C„,  la  somme  S„ 
étant  plus  grande  que  S„,  on  aura 

S,.  <S;,,  <S; 

ainsi,  quand  n'  augmente  à  l'infini.  S],,  tend  vers  une  limite  égale  à  S. 
Considérons  maintenant  le  cas  où  la  première  courbe  C  est  ouverte, 

14. 
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la  seconde  C  fermée.  Nous  supposons  d'abord  que  la  somme  des 
termes  enveloppés  par  la  courbe  G„  et  des  arcs  arbitraires  tend  vers 
une  limite  S„,  quand  ces  arcs  s'éloignent  à  l'infini;  nous  supposons 
ensuite  que  la  somme  S„  tend  vers  une  limite  S,  quand  n  augmente 
à  l'infini.  Une  courbe  C,',,  étant  donnée,  traçons  une  ligne  C,„  extérieure 
à  cette  courbe;  la  somme  S^,,  étant  plus  petite  que  S,„  et  par  conséquent 
que  S,  tend  vers  une  limite  S'  quand  n'  augmente  à  l'infini.  D'après  ce 
que  nous  avons  dit  dans  le  cas  précédent,  les  deux  limites  S  et  S'  sont 
les  mêmes. 

Enfin,  si  la  courbe  C  était  ouverte  comme  la  courbe  C,  on  prendrait 
une  courbe  fermée  auxiliaire  C".  En  vertu  de  ce  qui  précède,  la  somme 
S,",„  tend  vers  la  même  limite  que  la  somme  S,„,  et  la  somme  S,'„,  vers  la 
même  limite  que  la  somme  S^,,.  Donc  la  somme  S^,  tend  vers  la  môme 
limite  que  S,„. 

Corollaire.  —  On  évalue  ordinairement  la  somme  des  termes  du 
tableau,  soit  par  lignes  borizontales,  soit  par  colonnes  verticales.  Sup- 
posons que  chaque  ligne  horizontale  forme  une  série  convergente;  dési- 
gnons par  5,,,  5|,  ^2»  •  •  •  >  *-o  ^-2'  •  •  •  les  sommes  de  ces  séries  linéaires; 
supposons  de  plus  que  la  série 

(  I  )  .  .  .  -1-  f _2  H-  5_ ,  +  5o  -I-  «i  4-  «2  ■+  '  •    , 

formée  avec  ces  différentes  sommes,  soit  convergente;  en  vertu  du  théo- 
rème précédent,  le  tableau  sera  convergent,  et  l'on  obtiendra  la  même 
somme  si  on  l'évalue  par  colonnes  verticales.  Chaque  colonne  verticale 
formera  d'abord  une  série  convergente,  et  si  l'on  appelle  s\^ ,  s\,  s[^,. . . , 
s'...o  s'_^, . . .  les  sommes  de  ces  nouvelles  séries  linéaires,  la  série 

(2)  .  ,  . -I- 5l,4- ^1^4- «'„  +  5',  +  «1 -T. .  ■ 

sera  aussi  convergente  et  aura  même  somme  que  la  série  (i). 

68.  Lemme  II.  —  Lorsqu'une  série  à  double  entrée  a  tous  ses  termes 
positifs  et  inférieurs  ou  égaux  à  ceux  d'une  autre  série  à  termes  positifs 
que  l'on  sait  être  convergente,  la  série  proposée  est  aussi  convergente. 

Soient  S„  la  somme  des  termes  du  premier  tableau  enveloppés  par 
une  courbe  C,,,  S),  celle  des  termes  enveloppés  par  la  même  courbe  dans 
le  second  tableau;  la  somme  S„  est  plus  petite  que  la  somme  S|, ,  et  par 
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conséquent  plus  petite  que  la  limite  S';  elle  tend  donc  vers  une  limite  S 
inférieure  à  S'. 

Lemme  III.  —  Étant  donnée  une  série  à  double  entrée,  à  termes  réels, 
positifs  ou  négatifs,  lorsque  la  série  que  Von  obtient  en  remplaçant  chaque 
terme  par  sa  valeur  [absolue  est  convergente,  la  série  proposée  est  aussi 
convergente. 

Soient  S),  la  somme  des  termes  enveloppés  par  une  courbe  C«  dans  le 
second  tableau,  S„  celle  des  termes  enveloppés  par  la  même  courbe  dans 
le  premier  tableau;  parmi  ces  termes,  les  uns  sont  positifs,  les  autres 
négatifs;  appelons  P„  la  somme  des  premiers,  Q„  celle  des  seconds; 
on  a 

La  somme  S^  tendant  vers  une  limite  S',  quand  n  augmente  à  l'infini, 
les  deux  quantités  positives  P,,  et  Q„,  qui  vont  en  augmentant  et  qui  res 
tent  inférieures  à  S',  tendent  respectivement  vers  des  limites  Pet  Q;  leur 
différence  S„  tend  donc  vers  une  limite  égale  à  P  —  Q. 

Lemme  IV.  —  Lorsqu'une  série  à  double  entrée,  à  termes  imaginaires, 
est  telle  que  la  série  formée  par  les  modules  de  ses  termes  est  convergente, 
elle  est  elle-même  convergente. 

Un  terme  quelconque  du  tableau  est  de  la  forme  a  -i-  bi;  son  module 
est  sja-  -h  b^  ;  on  suppose  que  le  tableau  des  modules  est  convergent.  En 
vertu  des  deux  lemmes  précédents,  le  tableau  formé  par  les  quantités 
réelles  a  est  convergent,  et  de  même  celui  qui  est  formé  par  les  quan- 
tités b.  Appelons  S^  et  S^  les  sommes  des  termes  enveloppés  par  une 
courbe  C„  dans  ces  deux  derniers  tableaux;  la  somme  S„  des  termes  en- 
veloppés par  la  même  courbe  dans  le  tableau  proposé  est  égale  à  S^-i-  i^"„. 
Puisque  S^  et  S^  tendent  vers  des  limites  respectives  S'  et  S",  la  somme  S„ 
tend  vers  une  limite  égale  à  S'  h-  ïS". 

Comme  application  de  ces  principes,  nous  pouvons  remarquer  que 
les  deux  séries 

- — 1 :  H r  -f-  '  •  •  » 

I  —  q        I  —  q^        I  —  q' 

.-I .  -|_  .  _^ .    . , 

I  —  q^        I  —  q'        i  —  q* 
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dans  lesquelles  la  quantité^  a  un  module  inférieur  à  i,  représentant  un 
même  tableau,  évalué  par  lignes  Ijorizontales  ou  par  colonnes  verticales, 
ont  la  même  somme. 
On  a  de  même 

I  -f^        i  -i-  q^       I  -i   q" 
—       ^  ^'  ^^ 

,  <y(i-i-yM     <?'(L±J[!l  (_'?!fj^^^)  : 

1-1-  q     3(i  +  y^j"^  5(i  -\-q^) 


I 

— 

.  -  q- 

+ 

I 

— 

7 

I 

_! 

"^ 

-t- 

2</' 
I  +  Çf' 

+ 

3^,3 

^- 

J_ 

+ 

3jf^ 

5^' 

^■ 

+  ^.--y— -—         arctangy/y  -arctangv/^M  arctangv'^'— 


69.    Théorème  II.   —    La  fonction  B[z)  est  holomorphe  dans  toute 
V étendue  du  plan. 

Nous  avons  défini  la  fonction  0(55)  par  la  série 

Si  Ton  remplace  chaque  exponentielle  e"^  par  la  série  linéaire  qu'elle 
représente,  on  a  une  série  à  double  entrée 


I  I  .2 

e"    -i-     -  e"     -I- e"     -\- 

I  1.2 

I     ^        o  -j-       o       '\- 

e«    —     _  e"      -i e«     — 

I  1.2 

e»  •'  —  —  e^'»  H e2-fl  _ 


Concevons  que  l'on  remplace  chaque  terme  par  son  module;  les  lignes 
horizontales  étant  convergentes  et,  de  plus,  la  série 
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formée  par  les  sommes  de  ces  diverses  séries  linéaires,  étant  elle-même 
convergente,  on  conclut,  d'après  le  premier  lemme,  que  le  tableau  des 
modules  est  convergent.  En  vertu  du  lemme  IV,  le  tableau  proposé  est 
aussi  convergent  ;  on  peut  l'évaluer  par  lignes  verticales  ;  la  fonction  9  (z) 
sera  alors  représentée  par  une  série 

0(z)  -—  Mo  -f-  M,  Z    -f-  Ui  2'    f-  M,  3'  -f  .  .  . , 

ordonnée  suivant|les  puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  la 
variable  z,  et  convergente  quel  que  soit  z.  On  en  conclut  que  la  fonction 
monotrope  6(z)  est  continue  et  admet  une  dérivée,  en  un  mot  qu'elle 
est  holomorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan  (Livre  II,  Chapitre  ï).  Re- 
marquons que  les  coefficients  u^,  //,,...,  à  indices  impairs,  sont  nuls. 

70.  Théorème  III.    -  La  fonction  Q{z)  est  paire  et  simplement  pério- 
dique. 

Remplacer  jsjpar  —  z  dans  l'expression 


/»=:-+-« 


0(z)---z  \   e-"'' 

revient  à  permuter  dans  la  série  les  termes  qui  correspondent  à  des 
valeurs  de  w  égales  et  de  signes  contraires;  on  a  donc 

(2)  0(-Z)-.0(3). 

Chacun^  des  termes  de  la  série  étant  périodique  et  admettant  la 
période  2  7ri,  la  fonction  6(z)  est  elle-même  périodique  et  admet  la 
même  période;  on  a  donc 

(3)  0(2  + aiTi)  =0(2). 

71 .  Théorème  IV.  —  La  lettre  m  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque, on  a 

(4)  0(2  -f-  3 ma)  --:  e-'"(*+"'")0(2). 

En  effet,  nous  pouvons  mettre  la  fonction  S{z)  sous  la  forme 

n  —  -H  30 

(5)  eiz)  =  e~^   Se'^^"^'""'\ 
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Si  l'on  remplace  z  par  z  -t   2ma,  on  a 


0  (  2  +  5!  ma  )  =  ^-  '"  (*+"««)  €~  '^    \    «'^ 


+  m)n\' 

•    e"'  . 


d'où  l'on  déduit  la  relation  (4). 
En  particulier,  pour  m  =  i ,  on  a 

(6)  Q{z-h  2a)=---- e-('-^"^Q{z). 

72.  Théorème  V.  —  La  fonction  @{z)  s' annule  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  comprises  dans  la  formule 

(7)  2  :  -::  (2/n  4-  1)711  H-   (2m'  -h  l)«, 

dans  laquelle  m  et  m' sont  des  nombres  entiers  quelconques. 

On  a,  en  adoptant  la  forme  (5),  et  désignant  par  m,  un  nombre  en- 
tier fixe. 


n  —  -\-: 


0(z)=e   *«     >    e'>"  z=e    '"'    y    e'"'  , 


n  =  +  . 


Q{z)=^'-e  '"    ^ 


Les  deux  exponentielles  sont  égales  et  de  signes  contraires,  lorsque 
la  différence  (a/^  —  m,  )(z  —  m<a)  des  exposants  est  un  multiple  im- 
pair de  ni;  on  satisfait  à  cette  condition,  quel  que  soit  n,  en  posant 
m4=.:3m'+i  et  r  — /w,a=  {2m-r  1)7:1;  chacun  des  termes  de  la  der- 
nière somme  étant  alors  nul,  la  somme  est  nulle.  Ainsi  la  fonction  Q{z) 
s'annule  pour  chacune  des  valeurs  de  z  représentées  par  la  formule  (7). 
Nous  démontrerons  plus  tard  que  ces  valeurs  sont  les  seules  qui  jouissent 
de  cette  propriété. 
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CHAPITRE  IV. 

LES     FONCTIONS     ELLIPTIQUES, 

Les  quatre  fonctions  B. 

73.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  étudié  les  propriétés  de 
la  fonction  0,  en  la  prenant  sous  sa  forme  la  plus  simple.  Si  l'on  rem- 

place  z  par et  si  I  on  pose  a  — ■»  on  a 


e  (^)    .l^e^)""^''' 


C'est  cetle  dernière  fonction  que  nous  emploierons  désormais,  et  que, 
pour  abréger,  nous  représenterons  par  le  symbole  6(z).  Nous  pose- 
rons en  conséquence 

11=:  —  x 

ou 


_II1'    V<      IL 


La  quantité  a  devant  avoir  sa  partie  réelle  négative,  pour  la  convergence 
de  la  série,  il  est  nécessaire  que  le  rapport  —  soit  imaginaire,  et  que, 

si  l'on  pose  —  =  r  +  si,  le  coefficient  s  soit  positif. 

Les  relations  (3),  (4),  (6)  du  Chapitre  précédent  deviennent 

(2)  0(2  +  mw')  =  e      "  9(2), 

(3)  e(2  4-w')z:-.e7"''"'"'^0(z). 
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La  fonction  &{z)  est  paire;  elle  admet  la  période  «,  et,  quand  on  rem- 

place  z  par  24-w',  elle  est  multipliée  par  l'exponentielle  e~~'  '"^'  . 
Elle  s'annule  pour  les  valeurs 

(4)  z  =  {im'i-  i) h  (2/n' H- 0  — ■) 

que  l'on  déduit  de  la  formule  (7)  du  n°  72. 

74.  On  peut,  à  l'aide  de  cette  fonction  &{z),  former  d'autres  fonc- 
tions holomorphes  reprenant  la  même  valeur  ou  une  valeur  égale  et 
de  signe  contraire,  quand  on  remplace  s  par  z  -h  ui,  et  jouissant  de  la 

propriété  d'être  multipliées  par  l'exponenliclle  e  "  '*  ^  ""  affectée  du 
signe  4-  ou  du  signe  —,  quand  on  remplace  z  par  ^-f  &>'.  Considé- 
rons, en  effet,  la  fonction 

Pour  que  f{z  -î  w}  =  ±:  <p(^),  il  est  nécessaire  que  la  constante  j3  soit 
de  la  forme  i3  -=;  — *  b  étant  un  nombre  entier.  On  a 

,,  (zs  +  w'm- va  — Aw') 

9(2  +  m')  =  e    *'  ?(2); 

pour  que  l'exponentielle  ait  la  valeur  voulue,  il  faut  que  la  constante 
20L  —  b(^'  soit  de   la   forme  «&>,   a   étant  un   nombre   entier;    d'où 

c(  =  a-  +  b~-'  En  attribuant  aux  nombres  entiers  a  et  b  les  deux 
2  2 

valeurs  o  et  i,  nous  obtiendrons  quatre  fonctions  holomorphes,  que 
nous  désignerons  par  des  signes  particuliers  ;  les  autres  valeurs  don- 
neraient les  mêmes  fonctions  multipliées  par  des  facteurs  constants. 
Nous  poserons 

■'  ^3(^)--e(.-), 


[   0,(2):-:; -e<-\      i/QI^H ; j 
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En  adoptant  la  forme  (a),  on  a 


\z)  =   >   (-.)"e 


—  (jn:  +  n'w') 


(6) 


ô.(^: 


^^[<,„.o=.(^0V] 


La  forme  {h)  donne 


B{z)  :.e 


^(^  +  «u.')> 


/I  =  —  * 


-(2-4-  »••')* 


7) 


0,(2)  ;^-e    -»•'      >    e 
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0,(3)       -re    —      \   {-^i)«e-"L  'J  . 

Si,  dans  les  séries  (6),  on  groupe  deux  à  deux  les  termes  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  de  n  ou  de  an  ^-  i  égales  et  de  signes  contraires, 

et  si  Ton  pose  q  -  e'"'  ,  on  obtient  les  séries 

0,  (  Z  )  =  I  -H  2    >   Ç*"    ces —  ? 

«=;  * 
\^  I/IT!  Z 

e{z)   :=  IH-  2   \    (  -  I  )«g"*  CCS 5 

Ô,(z)-r2>gV     '     /ces- — , 

e,(z)  =  aV"  {- O"-/^'^' sin  ^-^^^-^^-H. 

^^  (m 


8) 


i5. 
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Ces  dernières  formules  montrent  que  les  trois  fonctions  Qz{z),  0{z), 
Q^iz)  sont  paires,  et  que  Ot{z)  est  impaire.  D'après  les  formules  (5), 
qui  définissent  les  fonctions  $,  et  la  formule  (4),  les  zéros  de  ces  quatre 
fonctions  sont 

zéros  de  63(2),     z  ---= +  (  wco  +  w'o)  ), 

w' 
,  zéros  de  6  (2),     z i-  (mw  -i-  m'w'), 

(9)  (  2 

zéros  de  62(2),     z--  — f-(mw  h- w'w'), 
\  zéros  de  61(2),     z  -  mw  +  m'w'. 

75.  Il  résulte  des  considérations  précédentes  sur  la  formation  de  la 
fonction  (p{z)  que  l'on  a 


10) 


6{z  +a))^-=9(z)> 
62(2  -+-&))  =  —  9,{z), 
0,(Z4-w)r^—  6,{z); 


9,{z-l-rù')::rz  -fi        -      6»{z), 

Q{z  +«')  =  —  ^-e''~^eiz), 

(II)  <  ^    . 

j  QJz  -!-&>')-=  -e^^^e^fz), 
I  9 

0,(2  H- &)')== --<Î^^^0,(Z). 

q 


On  a  plus  généralement,  en  vertu  des  formules  (7), 

/  ïtnr.zi 

'   \{z-\- m(ù')r=q-"''-e"'^'~  Q,{z), 


^    1(2  H- m&)')=r:(— i)"'ûr-"''e       "     Q{z), 

(12)  \ 

)i{z  +  mw'  )  r--  q-'"'  e      "     9»( 2  ), 

7Tnr7i 

^  Ô,  (2  -i-  m&)'  )  ^  ::  (—  I )" </-  '"' e       -^  0, { 2  ). 
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Ces  dernières  formules  renferment  le  facteur 


xmszi  jnr.i  , 


dont  le  module  devient  infiniment  grand,  quand  le  nombre  entier  m 
augmente  à  l'infini  en  valeur  absolue.  On  en  conclut  que  les  quatre 
fonctions  Q  deviennent  elles-mêmes  infiniment  grandes. 
Des  formules  (5)  et  (7)  on  déduit  aussi 

('3)  < 


(i4) 


et  par  suite 


(15) 


0  (z-f-^)  -Q,{z). 


qJzA-^\  =-0,(2), 

0,  (z-f   -'\  r  :  4-e"  ^0(2); 

''('^--^  0  =  ^^"   '■'^'' 

.  /         (a-l-B'\        -1    -^. 
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Les  trois  fonctions  elliptiques. 

76.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  rapports  des  quatre  fonctions  Q 
deux  h  deux  «ont  des  fonctions  méromorphes  doublement  périodiques. 
Ces  rapporta  sont  au  nombre  de  douze;  mais  il  suffit  de  considérer  trois 
d'entre  eux,  les  rapports  de  trois  des  fonctions  5  à  la  quatrième,  par 

exemple  -^■>  ^%  -^5  les  autres  seront  les  réciproques  de  ceux-là,  et  leurs 

quotients  deux  a  deux.  On  obtient  ainsi  les  trois  fonctions  auxquelles 
on  a  donné  le  nom  àe  fonctions  elliptiques,  et  que  nous  désignerons  par 
les  symboles  X,  a,  v,  savoir  : 

La  première  fonction  est  impaire,  les  deux  autres  sont  paires.  Elles 
deviennent  toutes  trois  infinies  pour  les  valeurs  de  z  qui  annulent  le 
dénominateur;  chacune  d'elles  s'annule  en  même  temps  que  son  numé- 
rateur. On  détermine  les  constantes  A,  B,  C  de  manière  que  X 
|tx(o)  =■  j,  v(o)  ^-  i;  il  en  fésulte 


--  I 


A  r      - 


(0 

^/   .^JÀo)        „_  0(o)        ^        0(0) 


(") 


«(o)'  "0.(0)'  63(0) 


Ces  trois  constantes  dépendent  de  deux  rapports;  nous  poserons 
et  nous  aurons 

(a).  La  fonction  X.  —  D'aprës  les  relations  (10),  on  a 

1{Z  ^a))z:z  —  X(z), 
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et  par  suite 

1(2  -h  30))  =  Ht], 

et,  d'après  les  relations  (i  i), 

X(z-+-o/)  =  À(z). 

Ainsi  la  fonction  X(z)  admet  les  deux  périodes  2co,  w',  et  l'on  a,  d'une 
manière  générale, 

X(z  +  2/n«  -h  m'o/)  -  -  X(2), 

m  et  m'  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs. 
Nous  âppeWerons  points  homologues  les  points  compris  dans  la  formule 
z  -+-  2mw  -f-  m'(j>';  par  exemple,  les  points  2moi  -f-  m'a'  sont  homo- 
logues de  l'origine. 

Voici  comment  on  peut  représenter  cette  double  périodicité.  Dans  le 
plan  sur  lequel  est  figurée  la  variable  z,  marquons,  d'une  part,  les 
points  2w,  4îJ»..-  {Jig-  39);  d'autrepart,  les  points  w',  2co',....  Les  pre- 

F>g-  39.  . 


miers  sont  situés  sur  une  droite  oa  et  à  égale  distance  les  uns  des  autres, 
et  de  même  les  seconds  sur  une  droite  ob;  par  les  premiers  points  menons 
des  parallèles  à  ob,  et  par  les  seconds  points  des  parallèîes  ào»;  c«s 
deuK  séries  de  parallèles  divisent  le  plan  en  parallélogrammes  égaux, 
et  leurs  points  d'intersection  sont  les  points  2m o)  -h  m'o'  homologues 
de  l'origine.  La  double  périodicité  consiste  en  ce  tfue  la  fonction 
reprend  la  même  valeur  aux  points  homologues  de  ces  divers  paral- 
lélogrammes. Les  zéros  et  les  infinis  de  la  fonction  sont  distribués 
uniformément  dans  le  plan  ;  nous  avons  indiqué  les  zéros  par  ées  points 
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ronds,  les  infinis  ou  les  pôles  par  de  petites  croix.  Il  y  a  deux  zéros  et 

deux  infinis  dans  chaque  parallélogramme;  par  exemple,  le  parallélo- 


Oi-      (ù' 


içramme  oflcè  renferme  les  deux  zéros  o,  œ,  et  les  deux  infinis -^ h  w. 

^  2        2 

La  fonction  impaire  X(z)  présente  une  grande  analogie  avec  la  fonc- 
tion sin  — >  par  rapport  à  la  période  aw. 

[b).  La  fonction  p..  —  D'après  les  relations  (lo)  et  (i  i),  on  a 
et  par  suite 

jU(2  +  2C0)  r    :  [J.{z)y       fl.(z  +  01     i-  m'  )  ^r::.  ^[z  ). 

La   fonction   admet  les   deux   périodes   2w,   « -f  w'.    Le    parallélo- 
gramme Oaed  {Jig.  4o),  relatif  à  cette  seconde  fonction,  a  un  côté 

Fig.  4o. 


commun  Oa  avec  le  parallélogramme  0«c6  relatif  à  la  fonction  X;  l'autre 
côté  Oc?  joint  l'origine  au  point  w  -f-  «'  situé  au  milieu  de  bc.  Il  y  a 
encore  deux  zéros  et  deux  infinis  dans  chaque  parallélogramme;  par 


od     3u 


exemple,  le  parallélogramme  Oaed  renferme  les  deux  zéros  -■>  —  et 


les  deux  inhnis \-  w, h  2co. 

2  2 


La  fonction  paire  /Jt.(z)  présente  une  grande  analogie  avec  la  fonction 
cos-^5  par  rapport  à  la  période  2(i). 


(c).  La/onction  v.  —  Puisque  v(z  +  &i)  =v(z),  v(zH-a)')  =  —  v(z), 
et  par  suite  v(z  +  220')  =  v(2),  la  fonction  admet  les  deux  périodes  «, 
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2w'.  Le  parallélogramme  ^fhg  {fig.  ^i),  relatif  à  cette  troisième  fonc- 
tion, a  son  côtéO/moitiédeOaetsoncôté  0^  double  de  06.  II  y  a  encore 
deux  zéros  et  deux  infinis  dans  chaque  parallélogramme;  par  exemple, 

le  parallélogramme  Ofhg  renferme  les  deux  zéros 

3a/ 

2 


2 


4-  w  , 


et  les  deux  infinis 


Les  parallélogrammes  Oacb,  Oaed,  0/hg, 

relatifs  aux  trois  fonctions  elliptiques  X,  p.,  v,  ont  des  aires  égales. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  parallélogrammes  aient  leurs  côtés 
rectilignes.  En  ce  qui  concerne  la  fonction  X,  concevons  que  les  points  0 

Fig.  4i. 


et  a  soient  joints  par  une  ligne  quelconque,  et  de  même  les  points  0 
elb;  que  l'on  remplace  tous  les  côtés  parallèles  à  Oa  par  des  lignes 
égalés  à  la  ligue  Oa,  tous  les  côtés  parallèles  à  06  par  des  lignes  égales 
à  la  ligne  06;  nous  formerons  ainsi  un  réseau  jouissant  des  mêmes 
propriétés  que  le  premier. 


Relations  entre  les  fonctions  elliptiques. 

77.  Des  relations  (i 3),  (i4)»  (i5)  entre  les  fonctions  6,  on  déduit 
les  relations  suivantes  entre  les  fonctions  elliptiques  : 


(19) 


/  &)\    _  I      0,(2) 
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(20) 


'k  0.(2) 

/T?  6,{z)  -iv{z) 


^V-^-^)'''^-'\JtqX^)=      T  l{z) 


^,  ?_±_^\  —  '    63(2)  _  I   v{z) 


2      /  v^A- 62(2)  ^i^(2) 

/         o)  +  w'\  _       .    /F  Q{z)        -ik'      I 

j  f'  r  -^  ~T"j  --  Vf  eTÛ)  -  -7-  jlû)' 

f       /  W4-  0)'\  .     .    ,77  0,(2)  .,,Mz) 

\      V  2      ;  V       0,{z)  ^(z) 

En  faisant  z  =  o  dans  les  relations  précédentes,  on  a 

Les  constantes 

(23)      0,(0)  =  1  +  2^ç'",      0(o)=  I  -f-  2^(-  iYq"\     0,(0)=--  2  y /'"^)  , 

1=1  n=i  n=i 

dont  on  obtient  les  valeurs  en  faisant  z  —  o  dans  les  séries  (8),  ne 
dépendent  que  de  la  quantité  q  ~  e~,  et  par  conséquent  du  rapport  — 
des  périodes.  Il  en  est  de  même  des  constantes  k  et  k'  définies  par  les 
formules  (17). 

Telles  sont  les  propriétés  les  plus  simples  des  fonctions  elliptiques. 
Nous  compléterons  cette  étude  quand  nous  aurons  établi  les  théorèmes 
généraux  qui  nous  sont  nécessaires. 


v^: 


LIVRE  III. 

LES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PROPRIÉTÉS    FONDAMENTALES    DES    INTÉGRALES    DÉFINIES. 

78.  La  considération  des  intégrales  définies,  quand  la  variable  passe 
par  une  suite  de  valeurs  imaginaires,  est  due  àCaucliy  [Mémoire  sur  les 
intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires,  i825.  —  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences,  i8/|6).  Elle  marque  l'un  des  plus 
grands  progrès  de  l'Analyse  mathématique;  elle  constitue,  comme  nous 
le  verrons,  une  méthode  fécond(^  pour  l'étude  des  propriétés  des  fonc- 
tions. 

Théorème  \.  —  Soit  f[z)  une  fonction  continue,  quand  la  va- 
riable z  décrit  une  certaine  courbe  So  Z  [fig.  42)  ;  si  V on  prend  sur  la  courbe 
des  points  intermédiaires  z^,  z^, . . . ,  Z/,_i ,  la  somme 

(I)  /{2.)(z.-2.)-/(^.)(2»-2.)------+-/{2«-.)(Z-Z„-,) 

tend  vers  une  limite  déterminée,  quand  on  augmente  indéfiniment  le 
nombre  des  points  de  division,  de  manière  que  chacun  des  arcs  tende  vers 
zéro. 

Le  point  z  z^  x  -\- yi  décrivant. la  courbe  z^Zy  on  peut  regarder  x 
et  y  comme  des  fonctions  continues  9,  [t),  92 (^)  d'une  variable  réelle  t 
croissant  de  t^  à  T;  de  cette  manière,  la  variable  imaginaire  z  est  une 
fonction  de  la  variable  réelle  t, 

2  =  9,(0  4- 19,(/)  =  9(/). 

16. 
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Nous  supposerons  que  chacune  des  fonctions  réelles  9,  {t),  a^^W  admet 
une  dérivée.  Pour  fixer  les  idées,  on  pourra  prendre  pour  variable  réelle 

Fig.  42. 


auxiliaire  t  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  comptée  à  partir  du  point  z^; 
les  dérivées  (i^\(t),  (f\[t)  désigneront  alors  les  cosinus  des  angles 
que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  les  axes  Ox  et  O7.  Appelons  /,, 
^2»---)  in-i  les  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  différents  points  de 
division  marqués  sur  la  courbe.  Les  fonctions  (^i(t),  92(0  ^y^nt  des 
dérivées,  on  a 

!p.(/.)-  ?.(<.)  =  ('.-'«)[9'.(^u)  +  £;], 

s'y  et  êq  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  /,  —  /o-  On  en  déduit 

Zi—  2o  =  ©il^i)  —  cp, (/»)-+-  /[Cp2(f,)  —  9,(/„)] 

So  étant  une  quantité  imaginaire,  qui  tend  vers  zéro  avec  /,  —  t^.  On  a 
de  même 

2,—  2,  =  (fj—  /,)[cp'(^,)  -f    £,], 


Z  -  2„_,  =  (  T  -  A,_,  )  [  9'  (  ^,_,  )  4-  £„_,  ] , 


lesr  quantités  s,, . . . ,  £„_,  tendant  respectivement  vers  zéro  avec  les  dif- 
férences ?2—  ^, .  •  • ,  ï  —  tn-i.  La  somme  (i)  devient  ainsi 

Nous  remarquons  d'abord  que  la  seconde  partie  a  pour  limite  zéro; 
car,  si  l'on  appelle  M  le  maximum  du  module  de  la  fonction  f(z)  sur  la 
courbe  z^Z,  et  s  le  plus  grand  module  des  quantités  £„»  ^n  •   •  '  S/,„,,  le 
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module  de  celte  parenthèse  est  moindre  que  M£(T—  to).  Quant  à  la 
première  partie,  si  l'on  pose 

elle  se  décompose  en  deux 

[4;(/,){/,-/o)  +  ^( /.)(':- '.)+••    +4^(^_,)(T -/„_,)] 
+ '[x{'-.)(^--'o)->-7.('.)(''- '.)+-•••  +  -/('«  •.)(T -/«-.)], 

l'une  réelle,  l'autre  imaginaire,  et  les  deux  sommes  placées  entre  pa- 
renthèses ont  respectivement  pour  limites  les  intégrales  définies  réelles 


f  W)dt.     f  xindt. 
*/t,  Jt, 


La  somme  (i)  tend  donc  vers  la  limite 

J    ^{t)dt-hij    x{t)dl; 

cette  limite  est  ce  qu'on  appelle  l'intégrale  définie 

rf{z)dz, 

prise  le  long  de  la  courbe  ^oZ. 

79.  Corollaire  1.  —  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  a 

(2)         fy{z)fh  =  f  [^{t)-hixin]dt=  f  f{z)Y{ndt. 

Corollaire  11.  —  Si  l'on  appelle  Cq,  c,, ...,  c„_,  les  longueurs  des 
cordes  qui  sous-tendent  les  arcs  SoS,,  z^  z^,. . .,  z,,_,  Z,  et  l  la  longueur 
de  la  courbe  z^Z,  le  module  de  la  somme  (i)  est  plus  petit  que 

M (c, -4- c, -4- c, -f- . .  .  +- c„_., )  <  M/; 
on  a  donc 

(3)  mod.  fy{z}dz<Ml. 
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80.  Théorème  II.  —  Si  l'on  change  de  variable  en  posant  z  =  9(2'), 


on  a 


(4) 


r  f{z)dz=  f   f{z)^'{z')dz'. 


On  suppose  que  la  fonction  (sf[z')  est  continue  quand  la  variable  z' 
décrit  une  certaine  courbe  s^Z',  et  que,  de  plus,  elle  admet  une  déri- 
vée <p'(2');  la  variable  z  décrit  une  courbe  correspondante  ^oZ;  les 
intégrales  définies  sont  prises  suivant  ces  deux  courbes.  On  a 

z,  -    Z„  r-_r  {z\  -  Z\  )  \_i [z\  )  -I-  Eo]*, 
Z,—  Z,  =  (Z',  —  2',  )[9'(z',  )-H  El], 


Z-3„_,^(Z'-C)[9'(C)-^'-]' 
et  par  suite 

=  [/(zo)(p'(z;  )(z;  -  z;  )+/(z.)9'(-3;  IC^;  -  2'.  )+...+/(z„_,)  v'K-.)(Z'-  <-,1 

+  [/(z„)£„(z',-z:)+/(z,)£,(3:-2;)-+-...+/(z„_,)e„_,(z'-z;,_.)]. 

Si,  comme  précédemment,  on  appelle  M  le  maximum  du  module  de/(2), 
e  le  plus  grand  module  des  quantités  So.  Si»  • .  • ,  £«_,;  si  l'on  désigne 
par  Co,  Co  •  •  • .  Cn-\  les  cordes  qui  sous-tendent  les  arcs  z'^z\ ,  z\  z'^ , . . . , 
z^_,Z',  et  par  /'  la  longueur  de  la  courbe  z'^^Z',  le  module  de  la  seconde 
partie  est  moindre  que 

Me(Co+ c, -<-...  + c„_,)<  Me/'; 

cette  seconde  partie  tend  donc  vers  zéro;  on  en  conclut  que  les  deux 
intégrales  sont  égales. 

Corollaire.  —  Si,  lorsque  la  variable  z  décrit  la  courbe  z^  Z,  la/onc- 
tion F(z)  est  continue  et  admet  pour  dérivée /[z),  on  a 

f  /(z)rfz^F(Z)-F(z„), 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  cette  courbe. 

Posons  u  =  F(2);  quand  la  variable  z  décrit  la  courbe  ZoZ,  la  va- 
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Fiable  u  décrit  une  courbe  correspondante  u^  U,  et,  en  vertu  du  tbéo- 
rème  précédent,  on  a 


c/u=        Y'{z)dz=       f{z)dz. 


Si  Ton  désigne  par  m,,  Wj, . . . ,  w„_,  une  série  de  points  intermédiaires 
sur  la  courbe  Mq  U,  la  première  intégrale  est  la  limite  de  la  somme 

(m,— M.) +  (m,— a,) +.  .  .4-(U— i/„_,); 

mais  cette  somme  est  égale  à  U  —  Mo;  on  en  conclut  que  l'intégrale 
définie  est  égale  à  U  —  Mo,  c'est-à-dire  à  F(Z)  —  F(zo). 

81.  Théorème  III.  —  Si  la  /onction  /{z)  peut  se  développer  en  une 
série 

/(  2  )  =  M,  +  M,  H-  Mj -4-  .  .  .  , 

dont  tous  les  termes  soient  des  fonctions  continues  de  z  quand  cette  va- 
riable décrit  la  courbe  Zq  Z ,  convergente  en  tous  les  points  de  cette  courbe, 
et  telle  que  Von  puisse  prendre  n  assez  grand  pour  que,  en  chacun  de 
ces  points,  le  module  de  la  somme 

Un  -1-  M„-n  -+-... 
soit  moindre  quun  nombre  donné  a,  on  a 


f(z)dz~  1     u^dz -\-  j     u,dz 


toutes  les  intégrales  étant  prises  le  long  de  la  courbe  Zo  Z. 

Désignons  en  effet  par  S„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  der- 
nière série,  par  (p(z)  la  somme  w„-h  u„+^  +  . . . ,  et  par  /la  longueur  de 

la  courbe,  on  a 

^z  ,-z 

1    /(z)ûfz  =  S„4-  /     <^{z)dz; 

le  module  de  (p(z)  étant  moindre  que  a,  le  module  de  la  dernière  inté- 
grale est  moindre  que  a/;  la  somme  S„  tend  donc  vers  une  limite  égale 
à  la  première  intégrale,  quand  n  augmente  indéfiniment. 
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82.   Théorème  IV.  —  Lorsqu'une  fonction  /{ 


est  holomorphe  dans 
une  partie  du  plan  à  contour  simple,  V intégrale  définie 


jf{^)dz. 


relative  à  une  courbe  fermée  quelconque  située  dans  cette  partie  du  plan, 
est  nulle. 

Nous  entendons  par  ces  mots  —  une  partie  du  plan  —  une  aire  con- 
tinue^ c'est-à-dire  telle  que  l'on  puisse  aller  d'un  point  à  un  autre  sans 
sortir  de  l'aire.  Si  l'aire  est  limitée  par  une  ligne  fermée  continue,  nous 
dirons  qu'elle  est  à  contour  simple;  si  elle  est  limitée  par  plusieurs 
lignes  distinctes,  nous  dirons  qu'elle  est  à  contour  complexe.  Par 
exemple,  l'aire  d'un  cercle  esta  contour  simple;  l'aire  comprise  entre 
deux  circonférences  concentriques  est  à  contour  complexe. 

On  peut  toujours,  à  l'aide  de  transversales  ou  de  coupures,  transfor- 
mer un  contour  complexe  en  un  contour  simple. 

Dans  le  cas  précédent,  concevons  que  l'on  fasse  une  coupure  allant 
de  l'une  des  deux  circonférences  à  l'autre  [fig.  43);  les  deux  bords  de 
la  coupure  sont  deux  lignes  infiniment  voisines  ab,  a'b'\  l'aire  de  la 
couronne  est  limitée  par  la  ligne  fermée  continue  abcb'a'c'a,  et  l'on  a 


Fig.  /|3. 


Fig.  4/,. 


ainsi  un  contour  simple.  Considérons  de  même  l'aire  que  l'on  obtient 
en  enlevant  d'un  cercle  deux  petits  cercles  intérieurs  (fig.  44)>  aire 
limitée  par  trois  courbes  distinctes;  à  l'aide  de  deux  coupures,  telles 
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que  ab,  a! h'  eide,  d'e\  on  forme  un  contour  simple  abcdefed'gb'a'ha 
enveloppant  l'aire. 

Les  théorèmes  des  n°'  20,  21,  22  s'appliquent  à  une  aire  limitée  par 
une  ligne  fermée  continue,  et  l'on  suppose  que  cette  ligne  est  décrite 
dans  le  sens  positif,  c'esf-à-dire  dans  un  sens  tel,  qu'un  observateur  ait 
toujours  à  sa  gauche  l'aire  enveloppée.  Dans  les  figures  précédentes, 
les  flèches  indiquent  le  sens  du  mouvement. 

Désignons  d'une  manière  générale  par  C  le  contour  simple  qui  enve- 
loppe l'aire  dans  laquelle  la  fonction  f(z)  est  holomorphe;  quand  la 
variable  z  se  meut  dans  cette  partie  du  plan,  le  point  mobile  est  astreint 
à  ne  pas  franchir  le  contour  et,  par  conséquent,  à  ne  traverser  aucune 
des  coupures,  s'il  y  en  a;  toutes  les  lignes  que  nous  tracerons  par  la 
suite  seront  assujetties  à  la  même  condition.  Considérons  d'abord  une 
courbe  fermée  A,,  telle  qu'aucun  des  rayons  vecteurs  qui  joignent  un 
point  fixe  0  (correspondant  à  s  =  Zo)aux  différents  points  de  la  courbe 
ne  rencontre  le  contour  (Jig»  45).  Pour  simplifier,  nous  remplacerons  z 


Fig.  45. 


par  Zq  -t-  s,  afin  que  le  point  0  soit  l'origine  de  la  nouvelle  variables, 
et  nous  représenterons  encore  par  f[z)  la  fonction  proposée. 

Nous  désignerons  spécialement  par  z^  la  valeur  de  la  variable  z, 
quand  elle  décrit  la  courbe  A,,  et  nous  prendrons  pour  variable  réelle 
auxiliaire  /  l'arc  de  la  courbe  A,,  compté  à  partir  d'un  point  fixe  a, 
cette  variable  croissant  de  zéro  à  la  longueur  /  de  la  courbe.  On  a 
alors 

Zy  —  (^.{t)   H-    I<pî(/)  =  Ç(/), 

17 
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et  l'intégrale  relative  à  la  courbe  fermée  A,  est  (79 


A,=    Cf{Z,)dz,z:=:    C  f{Z,)o'{l)dt. 


La  formule        ^ 

dans  laquelle  a  est  un  nombre  réel  et  positif  variant  de  zéro  à  l'unité, 
peut  servir  à  représenter  tous  les  points  de  l'aire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  Oz,.  Quand,  t  restant  constant,  a  croît  de  o  à  i,  le  point  z 
décrit  la  droite  Oz,.  Quand,  au  contraire,  a  restant  constant,  t  croît 
de  o  à  /,  le  point  z  décrit  une  courbe  A  homothétique  à  A,  par  rap- 
port au  centre  d'homothétie  0.  L'intégrale  relative  à  cette  courbe  A  est 


A=.Jf{z)dz  =  ocJ  f{z}Y{t)dt. 


Si  l'on  attribue  à  a  une  valeur  voisine  a'  =  «  +  Aa,  le  point  mobile, 
que  nous  désignerons  ici  par  z\  et  qui  est  défini  par  la  formule 

2'  =  a'(p(/)  =  (a  + Aa)cp(0, 

décrit  une  courbe  A' voisine  de  A,  et  l'intégrale  relative  à  cette  courbe  A' 
est 

A'=  ff{z')dz'=ioc-^Aoc)f  f{z')^'{t}dt. 

J  i/o 

On  en  déduit 

A'-\=f   \u[f(z')-f(z)]+f{z')^oc\^'{t)dt. 

Les  deux  points  z  et  z',  qui  appartiennent  aux  courbes  A  et  A'  et  qui 
correspondent  à  une  même  valeur  de  t,  sont  situés  sur  un  même  rayon 
0^,  et  sont  très-voisins  l'un  de  l'autre;  car  on  a  z'  —  ^  =  Aaç?(i).  La 
fonction /(2)  n'ayant  qu'une  valeur  en  cbaque  point  et  variant  d'une 
manière  continue,  la  différence /(^'j  —f{z)  est  très-petite  et  s'annule 
avec  Aa;  on  en  conclut  que  la  différence  A'  —  A  est  elle-même  très- 
petite  et  s'annule  avec  Aa.  Ainsi  l'intégrale  relative  à  la  courbe  A 
est  une  fonction  continue  de  a;  nous  la  désignerons  par  ^[a). 
Cherchons  le  rapport  de  l'accroissement  de  cette  fonction  à  celui  de 
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la  variable,  savoir 

Considérons  d'abord  le  rapport 

f{z')~f(z)  _  f{z')~f{z)^  z'  -  z 


Aa  z'  —  z  A 


oc 


La  fonction /(z),  étant  holomorphe,  admet  une  dérivée /'(z),  c'est-à- 

f(z'] f(z) 

dire  que  le  rapport -^^    ;_-'^  -  tend  vers  une  même  limite/'(2),  quand 

le  point  z'  se  rapproche  du  point  z  d'une  manière  quelconque;  on  a 

donc 

f{z')-f{z)_ 

z'-z        -/f^)-^^' 

£  tendant  vers  zéro  avec  Aa.  De  la  relation  z' —  z  =  AoL(p{t),  on  déduit 

z'-z 


?(0. 


Aa 
On  a  ainsi 

oc^!^=^'t^=cc<f{t)[f{z)•^-e]=z[f'{z)-^e]. 
Comme  on  a,  d'autre  part, 

/(2')=/{3)-|-£', 

e'  tendant  aussi  vers  zéro  avec  Aa,  on  obtient  l'expression 

^fi^^_zfi^^f^z')==[zf{z)+f[z)]  +  {zs  +  e:)  =  F'{z)-^e'\ 

L\OC 

en  représentant  par  F(z)  la  fonction  holomorphe  z/(z),  et  posant 

e"=  zs.  +  e',  et  l'on  a 

(5)  ^^^=j\F{z)  +  t"]cf'it)dL 

Quand  le  point  z  décrit  la  courbe  fermée  A,  le  point  u  =  Y{z)  décrit 
une  courbe  fermée  correspondante;  l'intégrale  fdu,  relative  à  cette 
dernière  courbe,  étant  égale  à  la  différence  des  valeurs  de  u  aux  deux 

ï7- 
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limites,  est  nulle;  mais  cette  intégrale,  d'après  le  théorème  II,  est 
égale  à  l'intégrale  JY' (z)dz  relative  à  la  courbe  A,  c'est-à-dire  à 

a  /    F'(z)9'(/)  dt\  cette  dernière  intégrale  est  donc  nulle  et  l'équa- 

tion  (5)  se  réduit  à 

Kl  A  ni 

(6)  -Â^  =  X  '"^'(')^'- 

Si  maintenant  on  fait  tendre  Aa  vers  zéro,  il  est  clair  que  le  second 
membre  tend  aussi  vers  zéro.  Ainsi  la  fonction  <f  (a)  de  la  variable 
réelle  a  admet  une  dérivée  4'' W  ^t  cette  dérivée  est  nulle. 

La  dérivée  ^'(ca)  étant  nulle,  quand  a  varie  de  zéro  à  l'unité,  on  en 
conclut  que  la  fonction  ^(on)  est  constante;  mais,  pour  une  valeur  très- 
petite  de  a,  cette  fonction 


4>(a)  =  «       f{z)c^'{t]dt 

a  une  valeur  très-petite,  et  elle  devient  nulle  pour  a  =  o;  ainsi  la 
fonction  (j>(a)  est  nulle  et,  par  conséquent,  l'intégrale  proposée,  prise  le 
long  de  la  courbe  A, ,  qui  correspond  à  a  =  i ,  est  nulle. 

Supposons  maintenant  qu'il  soit  impossible  de  trouver  un  point  0 
tel  qu'aucun  des  rayons  vecteurs  0^,  ne  rencontre  le  contour  de  l'aire. 
Lorsque  la  courbe  fermée  A,  ne  se  coupe  pas  elle-même,  elle  enve- 
loppe une  portion  de  l'aire  proposée,  et  l'on  peut,  à  l'aide  de  transver- 
sales, décomposer  cette  portion  d'aire  en  plusieurs  parties  limitées  par 
des  courbes  jouissant  de  la  propriété  énoncée.  L'intégrale  relative  à 
chacune  d'elles  étant  nulle,  leur  somme  est  nulle;  mais,  si  toutes  les 
courbes  sont  décrites  dans  le  sens  positif,  chaque  transversale,  étant  par- 
courue deux  fois  dans  des  sens  contraires,  donne  dans  la  somme  des 
intégrales  des  quantités  égales  et  de  signes  contraires,  et  il  reste  l'inté- 
grale relative  à  la  courbe  A<. 

Considérons  actuellement  une  courbe  fermée  A,  se  coupant  elle- 
même  en  n  points,  que  nous  appellerons  des  nœuds.  Lorsque,  partant 
d'un  nœud  «,  on  décrit  la  courbe  A,  dans  le  sens  convenu,  on  revient 
à  ce  nœud  avant  d'avoir  décrit  la  courbe  entière,  et  l'on  peut  regarder 
cette  courbe  comme  la  réunion  de  deux  courbes  fermées  offrant  cha- 
cune moins  de  n  nœuds,  puisque  le  point  a  n'est  plus  un  nœud  sur  ces 
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dernières.  En  continuant  de  la  sorte,  on  décomposera  la  courbe  propo- 
sée en  une  suite  de  courbes  fermées  dépourvues  de  nœuds;  l'intégrale 
relative  à  chacune  d'elles  étant  nulle,  l'intégrale  totale  est  nulle. 

Remarque.  —  Lorsque,  en  un  point  quelconque  du  contour  G  et  aux 
points  intérieurs  infiniment  voisins,  les  valeurs  de  la  fonction /(z)  dif- 
fèrent infiniment  peu  les  unes  des  autres,  on  peut  appliquer  au  contour 
lui-même  le  théorème  précédent;  car,  dans  ce  cas,  l'intégrale  relative 
à  la  courbe  G  diffère  infiniment  peu  de  celle  relative  à  une  courbe  inté- 
rieure x\,  infiniment  voisine;  cette  dernière  étant  nulle,  la  première 
l'est  aussi. 

83.  GoROLLAiRE  1.  —  Lorsqu! iiue  foïiclion  f  [z)  est  holomorphe  dans 
une  partie  du  plan  à  contour  simple,  les  intégrales  défîmes 


Ç^f{K)dK. 


relatives  aux  différentes  lignes  qui  vont  dun  point  Zq  à  un  autre  z  dans 
cette  partie  du  plan,  sont  égales. 

Soient  2o «2,  Zo^z  deux  chemins  allant  du  point  ^o  au  points  {Jig.l\Ç))\ 
l'intégrale  relative  a  la  ligne  fermée  z^azlz^  est  nulle;  mais  cette  in- 
tégrale est  la  somme  de  celles  qui  sont  fournies  par  les  deux  parties 
z^azj  zbzç,  de  la  ligne  fermée;  cette  dernière  étant  égale  et  de  signe 
contraire  à  celle  que  l'on  obtient  quand  on  suit  le  chemin  z^bz,  on  en 
conclut  que  les  intégrales  relatives  aux  deux  chemins  Zf^az^  Zf,bz  sont 
égales. 

Fig.  46. 


GoROLLAiRE  II.  —  D'après  cela,  si  on  laisse  fixe  le  point  z„  et  si  l'on 
fait  mouvoir  le  point  z  dans  la  partie  du  plan  considérée,  l'intégrale 
définie  sera  une  fonction  monotrope  de  z  dans  cette  étendue.  Dési- 
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gnons-la  par  (p(z).  En  donnant  à  la  variable  deux  valeurs  voisines  z 
et  z'  et  remplaçant  le  chemin  z^z'  par  le  chemin  z^z  -^r  zz\  on  a 

cp(z')-9(z)=.y"/(Ç)f/Ç; 

cette  dernière  intégrale  étant  infiniment  petite,  on  en  conclut  que  la 
fonction  9(2)  est  continue.  Si  l'on  observe  que  /(Ç)  =/(^) -f- s, 
£  étant  une  quantité  infiniment  petite,  on  a 


d'où 


J^  f[K]dK=f{z){z'-z)  +  J\ilç, 


en  désignant  par  e,  le  maximum  du  module  de  s,  par  /  la  longueur  de  la 
droite  zz'  et  effectuant  l'intégration  suivant  cette  droite,  on  voit  que  le 
module  du  dernier  terme  est  moindre  que  e,;  il  en  résulte  que  le  pre- 
mier membre  tend  vers  une  même  limite /(z),  quand  le  point  ^' se 
rapproche  indéfiniment  du  points  d'une  manière  quelconque,  et  par 
conséquent  que  la  fonction  (p  {z)  admet  une  dérivée.  On  en  conclut  que 
la  fonction  9  [z)  est  holomorphe  dans  la  même  partie  du  plan  à  contour 
simple  que  la  fonction  proposée/(2). 

84.  Théorème  V.  —   Lorsqu  une  fonction  f  [z)  est  holomorphe  dans 
une  partie  du  plan  à  contour  complexe,  V intégrale  définie 


s: 


f{z)dz. 


relative  à  une  ligne  allant  d'un  point  fixe  Zo  à  un  autre  point  fixe  z, 
dans  cette  partie  du  plan,  conserve  une  valeur  constante,  quand  la  ligne 
d'intégration  se  déforme  d'une  manière  continue,  sans  rencontrer  aucune 
partie  du  contour  de  Vaire. 

On  peut  diviser  la  courbe  d'intégration  en  arcs  assez  petits  pour  que, 
dans  une  déformation  infiniment  petite,  Taire  décrite  par  chacun  des 
arcs  fasse  partie  d'une  aire  à  contour  simple  comprise  dans  l'aire  pro- 
posée. Soient  ah  l'un  de  ces  arcs,  a'b'  la  nouvelle  position  qu'il  occupe  ; 
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les  points  a  et  b  ont  décrit  les  lignes  infiniment  petites  aa',  bb';  en 
vertu  du  corollaire  I  (n"  83),  l'intégrale  relative  à  l'arc  ab  est  égale  k 
celle  relative  au  chemin  aa'-+-  a'b'  -\-  b'b.  De  même  l'intégrale  relative 
à  l'arc  suivant  bc  est  égale  à  celle  relative  au  chemin  bb'-\-  b'c'-\-c'c,  et 
ainsi  de  suite.  L'origine  du  premier  arc,  ainsi  que  l'extrémité  du  der- 
nier, étant  fixes,  et  chaque  transversale,  telle  que  bb' ,  étant  parcourue 
deux  fois  dans  des  sens  contraires,  si  l'on  ajoute  toutes  ces  égalités 
membre  à  membre,  on  reconnaît  que  les  intégrales  suivant  les  deux 
courbes  voisines  sont  égales. 

Corollaire  I.  —   Lorsqu'une  fonction  f{z)  est  holomorphe  dans' une 
partie  du  plan  à  contour  complexe,  V intégrale  définie 


f 


f{z)dz, 

relative  à  une  courbe  fermée  A  située  dans  cette  partie  du  plan,  conserve 
une  valeur  constante,  quand  on  déforme  cette  ligne  d'une  manière  con- 
tinue, sans  rencontrer  aucune  partie  du  contour  de  Vaire. 

Soient  A  et  A' deux  positions  de  la  courbe  mobile;  un  pointa  de 
celte  courbe  a  décrit  la  ligne  aa';  les  deux  lignes  A  et  aa' X'a'a,  qui 
vont  du  point  a  au  même  point  a,  et  qui  peuvent  se  ramener  l'une  à 
l'autre  sans  rencontrer  aucune  partie  du  contour,  donnant  des  inté- 
grales égales,  et  la  transversale  aa'  étant  parcourue  deux  fois  dans  des 
sens  contraires,  les  intégrales  relatives  aux  deux  courbes  fermées  A 
et  A',  décrites  dans  des  sens  convenables,  sont  égales. 

Corollaire  II.  —  Lorsque  la  fonction  f[z)  est  holomorphe  dans  une 
partie  du  plan  limitée  par  deux  courbes  fermées  C  et  C  [fig-  47)»  l^s 
intégrales  ff{  z  )  dz  relatives  à  ces  deux  courbes  ou  à  deux  courbes  infi- 
niment voisines,  décrites  chacune  dans  le  sens  positif  par  rapport  à  Vaire 
quelle  enveloppe,  sont  égales. 

Ce  corollaire  est  compris  dans  le  précédent;  mais  on  le  démontre 
directement  de  la  manière  suivante.  Nous  supposerons  que  sur  les  deux 
courbes  G  et  C  la  fonction /(z)  satisfait  à  la  condition  énoncée  dans  la 
remarque  du  n*'  82,  sans  quoi  on  les  remplacerait  par  des  courbes  infi- 
niment voisines  et  situées  dans  la  portion  du  plan  considérée.  A  l'aide 
d'une  coupure  ab,  on  peut  concevoir  cette  partie  du  plan  comme  enve- 
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loppée  par  la  ligne  fermée  abcdbac'd'a.  D'après  let  héorënie  IV,  Tin- 
tégrale  relative  à  ce  contour  est  nulle.  La  transversale  ab,  étant  par- 
courue deux  fois  dans  des  sens  contraires,  donne  dans  l'intégrale  des 
quantités  égales  et  de  signes  contraires;  on  peut  en  faire  abstraction; 
il  reste  la  courbe  C  parcourue  dans  le  sens  positif  et  la  courbe  C  par- 
courue dans  le  sens  négatif  par  rapport  à  l'aire  intérieure  à  cette 
courbe.  Si  chacune  des  deux  courbes  fermées  est  parcourue  dans  le 
sens  positif  par  rapport  à  l'aire  intérieure  à  cette  courbe  même,  les 
deux  intégrales  sont  égales. 


Fis-  4: 


Fig.  48. 


85.  Théorème  VI.  —  Lorsqu  une  fonction /[z)  est  holomorphe  dans 
une  partie  du  plan  à  contour  simple ^  si  l'on  désigne  par  t  un  point  quel- 
conque situé  dans  cette  partie  du  plan,  on  a 


l'intégrale  étant  prise,  dans  le  sens  positif,  sur  le  contour  de  l'aire  ou  sur 
une  courbe  intérieure  infiniment  voisine. 

Du  point  t  comme  centre  (fig.  48),  avec  un  rayon  infiniment  petit  p, 
décrivons  un  cercle.  La  fonction 

est  holomorphe  dans  la  partie  du  plan  comprise  entre  la  circonfé- 
rence p  et  la  courbe  C;  d'après  le  corollaire  précédent,  les  intégrales 


/ 


Y[z)dz, 


LES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  137 

relatives  à  ces  deux  courbes,  décrites  chacune  dans  le  sens  positif  par 
rapport  à  l'aire  qu'elle  enveloppe,  sont  égales.  Pour  évaluer  l'intégrale 
relative  à  la  circonférence,  posons 

z  —  t-\-  pe", 
d'où 

dz  =■  ipe^'dOy 


f   ¥[z)dz--=iÇ  "^ f{t  +  pe'')d9. 

J(p)  Jo 


'ip) 

La  fonction/(z)  étant  continue,  on  a 

£  s'annulant  avec  p,  et  l'intégrale  se  réduit  à 


edO. 
o 


Appelons  s,  le  maximum  du  module  de  s  sur  la  circonférence  p;  le  mo- 
dule du  second  terme  est  moindre  que  la  quantité  infiniment  petite  2i:s,  ; 
mais,  d'après  le  même  corollaire,  l'intégrale  relative  à  la  circonférence  p 
conserve  une  valeur  constante,  quand  le  rayon  tend  vers  zéro;  le 
second  terme  est  donc  rigoureusement  nul,  et  l'on  a 


On  en  déduit 


Jo 


86.  Théorème  VII.  —  Lorsqu'une  fonction  /{z)  est  holomorphe  dans 
une  partie  du  plan,  sa  dérivée  est  aussi  holomorphe  dans  la  même  étendue. 

Soit  t  un  point  situé  dans  cette  partie  du  plan;  considérons  une  por- 
tion de  cette  aire,  qui  soit  limitée  par  un  contour  simple  C  et  qui  eom- 
.  prenne  le  point  /;  d'après  le  théorème  précédent,  on  a 


(7)  /(')  =  dri-  r  n^){^-tVdz, 


(C) 

i8 
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l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  courbe  G.  Pour  un  second  point 
t  -f-  A/,  voisin  du  premier  et  situé  aussi  à  l'intérieur  de  la  courbe  C,  on 
a  de  même 

^^^  J{C) 

On  en  déduit 

fit-^At]-f{t)  =  -L.    f    f{z)[{z  -  t-  M)-^  ~{z  -  t)-^]dz, 

ou  plus  simplement 

A/(0  =  -^.  f    f[z)A{z-tr^dz, 
et  par  suite 

La  fonction  (z  —  t)~*  de  la  variable  t  ayant  une  dérivée  (z  —  /)~^,  on 
peut  écrire 

£  tendant  vers  zéro  avec  Ai.  Il  en  résulte 

H^=-^i   f    n^)i^-t)-'dz-^-^^    f    fiz)edz. 

At       .       2711  J^Q^  ^T^l  J{C) 

On  verra,  comme  précédemment,  que  le  second  terme  a  pour  limite 
zéro,  quand  At  tend  vers  zéro.  On  a  donc 

(8)  '  fit)~_'      f    fiz){z  -  tr-dz. 

27^^  J{C) 

Pour  un  point  t  -{-  At,  voisin  du  premier,  et  situé  aussi  à  l'intérieur 
de  la  courbe  C,  on  a 


f'it+At)=-l~-   f    f{z){z-t~At)-^dz, 

^^^   c/(C) 

/'(•f-f-AO-"-/'(0--^-  f    f{z)A{z  -ty^dz. 

27^^  J(C) 


/(G) 

d'où 
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La  fonction  (z  -  /)"-  de  t  étant  continue,  on  peut  prendre  At  assez 
petit  pour  que  le  module  de  A(z  —  /)"-  soit  moindre  qu'une  quantité 
donnée,  quand  z  décrit  la  courbe  C;  la  valeur  de  l'intégrale  définie  est 
donc  infiniment  petite,  et  par  conséquent /'(«)  est  une  fonction  con- 
tinue. On  a  ensuite 


\—t 


M  27:1^(0-^^    '        At 

La  fonction  {z  —  t)-'-  de  /admettant  une  dérivée  2(5  —  t)~'\  on  posera 

£  tendant  vers  zéro  avec  A  t.  Il  en  résulte 

^Çlii^-il^.    f    f{z){z  ~  tr^dz -^- --.  f    f{z)edz; 

At  271/  J(C)  271/ J^c) 

la  première  intégrale  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  la  seconde  tend 
vers  zéro  avec  At.  Ainsi  le  rapport  -^^  tend  vers  une  limite  déter- 
minée, quand  At  tend  vers  zéro  d'une  manière  quelconque;  d'où  l'on 
conclut  que  la  fonction/' (/)  a  wne  dérivée,  et,  par  conséquent,  qu'elle  est 
holomorphe  dans  la  même  étendue  que  la  fonction  proposée/(/).  Si 
l'on  représente  par/"(/)  sa  dérivée,  on  a 

(9)  '""("  =  J^-Xe/''"' """■'''• 

87.  Corollaire.  —  La  fonction/'(/)  étant  holomorphe,  sa  dérivée 
f"{t)  est  holomorphe  dans  la  même  étendue;  elle  admet  donc  une 
dérivée /'"(/),  qui  est  elle-même  holomorphe,  et  ainsi  de  suite  indé- 
finiment. Ainsi,  lorsqu'une  fonction  est  holomorphe  dans  une  partie  du 
plan,  elle  admet  une  infinité  de  dérivées  successives,  qui  sont  toutes  holo- 
morphes  dans  la  même  étendue. 

En  continuant  le  raisonnement  précédent,  on  obtient  l'expression 
par  une  intégrale  définie  de  l'une  quelconque  de  ces  dérivées 


^"<"=^^-"L(.-^ 


dz. 

(C) 


jn+l 
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[1  est  à  remarquer  que  la  connaissance  des  valeurs  de  la  fonction  pro- 
posée f[z)  sur  la  courbe  C  suffit  pour  déterminer  les  valeurs  de  la 
fonction  et  de  ses  dérivées  successives  dans  l'intérieur  de  cette  courbe. 
Supposons  que  l'on  réduise  la  courbe  C  à  un  cercle  décrit  du  point  t 
comme  centre  avec  un  rayon  r,  les  formules  (7)  et  (10)  deviennent 

(,i)  nt)=--  r\nt-v-ré')dB, 


de. 


88.  Remarque.  —  La  formule  (i  i)  est  susceptible  d'une  interprétation 
géométrique  très-simple.  Si  l'on  pose  z  z=  x  -^yi,f{z)  =  X  -+- Yi,  les 
deux  fonctions  réelles  X  et  Y  des  deux  variables  réelles  et  indépen- 
dantes X  eiy  peuvent  être  regardées  comme  les  ordonnées  de  deux  sur- 
faces (n**  9).  Considérons  les  deux  volumes  compris  entre  le  plan  des arv, 
une  surface  cylindrique  ayant  pour  base  le  cercle  décrit  du  point  t 
comme  centre  avec  le  rayon  r,  et  limités  respectivement  par  les  deux 
surfaces X  et  Y;  ces  volumes  ont  pour  expressions 

W^\    pdp  Xd9,     V==/    pdp  Ydô; 

mais,  d'après  la  formule  (n),  on  a 

X,=  —   /       X(/0,     Y,=  —   /       XdQ, 

X,  et  Y<  étant  les  valeurs  de  X  et  Y  au  point  t-,  on  en  déduit 

Ur:r.7:r  =  X.,       V^Tir^Y.. 

Ainsi  les  deux  volumes  U  et  V  sont  équivalents  à  deux  cylindres  ayant 
pour  hauteurs  X<  et  Y< . 
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EXEMPLES-  D  INTEGRALES    DEFINIES. 


89.  Exemple  I.  —  La  fonction  e~'^  étant  holomorphe  dans  toute 
l'étendue  du  plan,  l'intégrale  * 


/• 


c-»'  dz 


relative  à  un  contour  fermé  quelconque  est  nulle.  Considérons  le  rec- 
tangle A,  ABB,  {Jig-  49)  formé  par  l'axe  des  a;,  une  parallèle  B^B  à  cet 
axe  à  la  distance  b,  et  deux  parallèles  AB,  A,B,  à  l'axe  des  jet  à  même 


F»g-  49- 

y 


A,  0     »  A  X 

distancer.  Suivant  A,  A  on  az  =  x,  a;  variant  de  —ak  -h  a;  suivant  AB 
on  a  z  =  a  -h yi,  y  variant  de  o  à  h;  suivant  BB,  on  a  z  —  a?  -f-  èi, 
X  variant  de  4-  a  à  —  a;  et  enfin  suivant  B,  Ai  on  a  ^  =  —  a-h  j«, 
y  variant  de  6  à  o.  L'intégrale  relative  au  contour  du  rectangle  étant 
nulle,  on  a  l'équation 

/»-l-o  /»  *  n — a.  /»  o 

1         e-''dx-{-  i  I     e-^'^rn'^dy  -f-  /         e-('+*')'  dx  ^  i  \      e-t-""*-/'''  </j=:  o. 

«/ — a  ■  «^o  J -v-a  Jb 

La  seconde  intégrale 

J^b  f*b 

e-i'-^r')^dy  =  er'^  I     e^'-^'r' dy 
o  .  Jo 
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tend  vers  zéro,  quand  a  augmente  indéfiniment;  il  en  est  de  même  de 
la  quatrième;  on  sait  d'ailleurs  que  la  première  a  pour  limite  sJti.  On 
déduit  de  là 


f 


OU 


/-f-  00  /^  -Hoc  _ 

e   '■-''''"+''■  dx  -~  é''  I  e-^'(cos2  6ar  —  ism2bx)dx  ~  ^v:, 

.  oc  •-  —  «o 

et  par  suite 

e-^'  cos2.bx  dx  ^^-  sJ'Ke-''\ 

-  00 

90.  Exemple  IL  —  La  fonction  e~^z"'^\  dans  laquelle  la  lettre  n  dé- 
signe un  nombre  positif  quelconque,  acquiert  un  nombre  fini  ou  infini 
de  valeurs  différentes,  suivant  que  le  nombre  n  est  commensurable  ou 
incommensurable  (  n**  i  4)  ;  mais  elle  est  holomorphe  dans  le  secteur  AOB 
[fig.  5o),  défini  par  l'angle  a  et  le  rayon  r.  Afin  de  déterminer  com- 
plètement la  fonction  dans  ce  secteur,  nous  prendrons  celle  des  valeurs 
de  z"  qui  devient  réelle  et  positive  sur  OA;  il  suffit  pour  cela  de  poser 
z  =  pe^^,  z"  =  p"e''^\  Ô  variant  de  o  à  a,  et  p"  étant  une  quantité  réelle 
et  positive. 

Fig.  5o. 


Suivant  OA  on  a  z  =  x,  x  variant  de  o  à  r;  suivant  l'arc  de  cercle  AB 
on  A  z  =  ré^\  dz  —  ire^^  dO,  ô  variant  de  o  à  a;  et  enfin  suivant  BO  on 
a  z  =  pe"*,  dz  =  e°"  dp,  p  variant  de  rà  o.  L'intégrale  relative  au  contour 
du  secteur  étant  nulle,  on  obtient  l'équation 

(;•                                            r>  Cf.  rt  I- 

e-^X"     '  dx  +  i    1         ^''e-'-cosO+i(nO-,siiie)^0 /        pn-ig-f<Dsa  +  i(na-fSina)^p_- q_ 
«u                                           Jo  Jo 

La  seconde  intégrale  tend  vers  zéro,  quand  r  augmente  indéfiniment, 


EXEMPLES  D'INTÉGRALES  DÉFINIES.  143 

si  l'angle  a  est  moindre  que  -i  la  première  a  pour  limite  la  transcen- 
dante désignée  par  T{n).  L'équation  se  réduit  donc  à 

et  l'on  a 

Jr»oo 
p«-'e-f°*«cos(/ia  —  psinx)  dp -=  T{n), 
o 

p«-'e-peos«sin(na  —  psina)  dp  =  o, 

o 


ou 
ces 


p''~'e-i"°'"cos(psina)rfp-f-sinna  /      p"-'e-?'^*"siD{psina)fi?p=:r(«), 

0  «/o 

'      p"-'e-f'°*''cos(psina)rfp-cos/ia  /      p"  'e-f'^^^sin (psina) rfp  =  o. 
o  Jo 

On  en  déduit 

1      p''-'e-?"=''»«cos(p  sina)  Jp  =  r(n)cosna, 

0 

/%  00 

Jl       p-'-'e-f^""»  sin(psina)</p  =r{i»)sin»a. 
o 

Si  l'on  pose 


cosa-ô)      sina— jT)     R  r=  Ja^ -t^- ^',     p  =  Ra, 

MX  MX 

les  deux  formules  précédentes  deviennent 

(2)  j       W— 'e-'"  cos bu  du  = —~^cos  in  arc  tang -U 

(3)  I      «"-'e-^"' sin6a  rfw  —  -^^  sin  («arciang  -  )• 

91.  Exemple  III.  —  La  l'onction 1  dans  laquelle  la  lettre  n  dé- 
signe un  nombre  positif  moindre  que  l'unité,  admet  comme  pôle  le 
point  I  {fig.  5i)  qui  correspond  à  s  —  —  i,  et  comme  point  critique 


iU 
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l'origine.  Du  point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  très-grand  R,  décri- 
vons un  demi-cercle  ADA<  limité  à  l'axe  des  x  et  des  points  0  et  I 
comme  centres,  avec  des  rayons  très-petits  s  et  e',  des  demi-cercles  BEB,, 
CFC,  limités  aussi  à  l'axe  des  x.  La  fonction  proposée  étant  holo- 
morphe  dans  l'aire  enveloppée  par  le  contour  fermé  ADA,  G,  FGB,  EBA, 
l'intégrale 


/ 


I  -+-  z 


dz 


relative  à  ce  contour  est  nulle.  Nous  prendrons,  comme  précédemment, 
celle  des  valeurs  de  z"  qui  devient  réelle  et  positive  sur  BA. 


C,  1    C       B,  0    B 


La  partie  de  l'intégrale  relative  à  la  demi-circonférence  ADA<  tend 
vers  zéro,  quand  R  augmente  indéfiniment.  La  partie  relative  à  la  demi- 
circonférence  B,  EB  tend  aussi  vers  zéro,  quand  e  tend  vers  zéro.  Pour 
évaluer  l'intégrale  relative  à  la  demi-circonférence  C,FC,  nous  pose- 
rons ^  =  —  I  H-  z.'e^'\  ce  qui  donne 


i  j     z"-'  de'  —  —ij 


2"-'c?0'; 


quand  s' tend  vers  zéro,  z"  devient  e"^',  et  l'intégrale  se  réduit  à  ine"'^^ 
La  droite  BA  donne  une  intégrale  ayant  une  limite  déterminée 


t/o 


l  +  X 


dx. 


Suivant  les  droites  A<C,,  CB^    ou    a  ^  =  7r,  s"  =  r^e^'^?,  z  ~  —  r,  ce 
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qui  donne  les  deux  intégrales 


•  n— I 

-dr 
r 


=  -€"'''(    I  — dr-h    l dr\ 

La  somme  des  intégrales  relatives  aux  diverses  portions  du  contour 
fermé  étant  nulle,  et  les  quatre  premières  parties  tendant  vers  des 
limites  déterminées  quand  e  et  s' tendent  vers  zéro  et  que  R  augmente 
indéfiniment,  il  est  clair  que  la  dernière  partie,  et  par  conséquent  la 
somme  des  deux  intégrales  placées  entre  parenthèses,  tend  aussi  vers 
une  limite  déterminée.  Cette  limite  est  ce  que  Caucliy  appelle  la 
valeur  principale  de  Vintégrale 

nous  la  représenterons  par  k.  Nous  avons  ainsi  l'équation 

dx  -f-  -nie'"'-^  —  ^e""  =  o, 

d'où 

dx={k  —  T:i){cosm:  ■+-  is'mnv:) 

0        '  -1-  <^ 

=  (/f  008/171  -t-  TTsinnu)  -h  ({ksivrii:  —  tt  cosnTi). 

On  trouve  ^  =  7rcot7i7r,  en  remarquant  que  le  premier  membre  est 
réel,  et  l'on  obtient  la  valeur  de  l'intégrale  définie 

(4)  .  r^-rf.=^^. 

Jq     i  -\-  X  sin/iTT 

92.  Exemple  IV.  —  La  fonction  j-^ ^  admet  deux  pôles  z  =  ±  bi. 

Nous  supposerons  les  quantités  a  et  è  réelles  et  positives.  De  l'ori- 
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gine  0  comme  centre  [fig-  52),  avec  un  rayon  très-grand  R,  décrivons 
un  demi-cercle  ABA<,  limité  à  l'axe  des  x\  du  pôle  C,  qui  correspond 
à  z  ::--  bi,  comme  centre,  avec  un  rayon  très-petit  /s,  décrivons  un  cercle. 


Fig.  5a. 


La  fonction  proposée  étant  holomorphe  dans  la  partie  du  plan  comprise 
entre  la  circonférence  p  et  le  contour  A<  ABA,  du  demi -cercle,  les 
intégrales 


h 


dz 


relatives  à  ces  deux  lignes  sont  égales.  Sur  le  cercle  p  ona  z==  hi-^pe^\ 
dz  3=  ipe^'^  dQ^  ce  qui  donne  l'intégrale 


X 


2  71    goj  (  4j -(- f e    ) 


JidQ, 


10        ''^  —  i?^^ 

qui  a  pour  limite  tC""*  quand  p  tend  vers  zéro.  L'intégrale 


,    6^  +  R'e^«^  ''^' 


relative  à  la  demi-circonférence  ABA4,  a  pour  limite  zéro,  quand  R 
augmente  indéfiniment.  On  en  conclut  que  l'intégrale  relative  à  la 
droite  A,  A  tend  vers  une  limite  déterminée 


£ 


■  dx  =  -r  e-"''. 
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On  déduit  de  là  la  valeur  de  l'intégrale  définie 
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(5) 


93.  Exemple  V.  —  La  considération  des  contours  permet  aussi  de 
ramener  une  intégrale  définie  à  une  autre  plus  simple.  Soit  l'intégrale 
définie 

/»  -+- 1  x^"  dx 


') 


dans  laquelle  ^  désigne  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité,  n  un 
nombre  entier  positif,  x  une  variable  réelle. 


Fig.  53. 


Portons  sur  l'axe  des  x  {fig.  53),  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  deux 
longueurs  Oa,  Oa'  égales  à  l'unité;  décrivons  deux  demi-circonférences 
égales  aby  a'b' ,  ayant  les  points  a  et  a'  pour  centres  et  un  rayon  très- 
petit;  puis  une  demi-circonférence  cgc'  ayant  son  centre  au  point  0  et 

un  rayon  compris  entre  l'unité  etr-  L'intégrale 


/ 


z^dz 


V'ii  — z»)(i  — A-'z') 


relative  au  contour  Oabcgc'b'a'O,  est  évidemment  nulle;  car  la  fonc- 
tion placée  sous  le  signe  d'intégration  est  holomorphe  dans  la  partie 
du  plan  limitée  par  cette  courbe.  En  a  et  a'  le  radical  a  des  valeurs 

19- 
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égales;  en  b  et  b'  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires;  car,  si  l'on 
allait  de  a'  à  b'  en  suivant  le  demi-cercle  symétrique  de  a'b'  par  rap- 
port à  l'axe  des  x,  on  aurait  en  b'  la  même  valeur  qu'en  b.  On  conclut 
de  là  que  les  intégrales  relatives  aux  deux  segments  c'b\  bc  se  détrui- 
sent; d'ailleurs  les  intégrales  relatives  aux  petits  cercles  sont  infiniment 
petites.  Donc  les  intégrales  relatives  à  la  droite  a'a  et  à  la  demi-cir- 
conférence cgc'  ont  une  somme  nulle. 

Le  rayon  de  la  grande  circonférence  est  un  nombre  arbitraire  compris 

entre  i  et  t-  En  prenant  ce  rayon  égal  à  -p»  on  a,  sur  cette  circonfé- 
rence, 

s/fe  s//r 

v'(i  —z')[i  —  /f'z')  =  ±  -L e"'  y/7"—  aA-cosTô  -+-  k\ 
sjk 

le  signe  étant  le  même  tout  le  long  de  la  circonférence.  Or  au  point  a 
le  radical  a  une  valeur  positive  très -petite;  en  b  une  valeur  de  la 
forme  —d,  s  désignant  une  quantité  positive;  la  même  chose  a  lieu 

du  point  b  au  point  v>  et  en  particulier  au  point  c;  c'est  donc  le  signe  — 

qui  convient,  et  l'on  a 


\/l  —  7.k  C0S2.d  -f  k^ 


d'où 

(6) 


j_.  7(7-"^y(  1-7,^7)  -  F"  j^ 

0  \/F^^W^^f^)~'^'Jo 


C0S2W( 


^l  —  2/r  COS2  0  H-  k^ 


Si  l'on  remplace  ^r  par  sin(p  dans  le  premier  nombre  et  2  0  par  9  dans 
le  second,  cette  égalité  devient 


.    .  r'^      sm^"(^d(p       I     /''^  cos« 

Jo    v/i  —  k^  sin^ç       ^'\Jo    s/i  —  ^kc 


(pd(f 
coscp  +  k^ 
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CHAPITRE  III. 

DÉVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    EN    SÉRIES    ORDONNÉES    SUIVANT 
LES    PUISSANCES    ENTIÈRES    DE    LA    VARIABLE. 

94.  Théorème  I.  ~  Lorsquune  fonction  est  holomorphe  dans  un 
cercle  décrit  de  V origine  comme  centre,  elle  est  développable  en  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable,  et 
convergente  dans  ce  cercle. 

Nousavons  vu  (Liv.  lI,Chap.  I)  qu'une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières,  positives  et  croissantes  d'une  variable,  est  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  situées  à  l'intérieur  d'un  cercle 
décrit  de  l'origine  comme  centre,  et  divergente  pour  toutes  les  valeurs 
situées  en  dehors.  Nous  avons  vu  aussi  que,  dans  le  cercle  de  convergence, 
la  série  représente  une  fonction  holomorphe.  Pour  qu'une  fonctiony*(;z) 
soit  développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières, 
positives  et  croissantes  de  z,  et  convergente  dans  un  cercle  décrit  de 


l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  R,  il  est  donc  nécessaire  que  la 
fonction  soit  holomorphe  dans  ce  cercle.  Nous  allons  démontrer  que 
cette  condition  est  suffisante. 

Soit  t  (fig.  54)  un  point  quelconque  situé  à  l'intérieur  du  cercle  R. 
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Du  point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  r  plus  petit  que  R,  mais  plus 
grand  que  0/,  décrivons  un  cercle.  D'après  le  théorème  du  n°  85,  on  a 


•^  l-Rl  J(^j.-^Z—  t  2.711      I  z  £ 

J(r)  ^ 


l'intégrale  étant  prise  sur  la  circonférence/",  dans  le  sens  direct.  Mais 
on  a  identiquement 


d'où 


z"+*  t      p  r 

t  Z  Z^  Z" 

l 

z 


t        P  t"         z"+' 


t 

I 

z 


~T     _/(z) 


t 

I 

z 


z^  z^^ 

'    z»    '             t' 

l 

z 

fn+l 

t      r 

l-\ H  — 

z       z' 

+  . 

l"            2"+' 

1              I 

•  •    '     Z»    '              t 

I 

z 

On  en  déduit 

^'  27:1  J^,)        Z  ^-^l  Ji^r)       -2  ^"^^  J{r)       ^ 

^^  r  /J^^z-H-A  f^--^dz.    . 

2111  J^r)    2"^'  27rf  J(^)      Z-  ; 

Évaluons  le  dernier  terme.  Posons  pour  cela 


d'où 

dz  = 

ire'^'  de  =  iz  dO  ; 

ce  terme  devient 

.1 

•2/(2) 

z  —  t 
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Si  l'on  désigne  par  r'  le  module  de  t  et  par  M  le  maximum  du  module 
dey^(z)  sur  la  circonférence  r,  le  module  de  ce  terme  est  moindre  que 


rM 


(zT. 


r —  r 


r  étant  plus  grand  que  r\  cette  quantité  tend  vers  zéro  quand  n  aug- 
mente indéfiniment.  Si  donc  on  considère  la  série  à  laquelle  le  second 
membre  donne  naissance,  la  somme  des  n  h-  i  premiers  termes  a  pour 
limite /(i);  on  en  conclut  que  la  série  est  convergente,  et  que  l'on  a 

(,,  /(,)=._!_.  r  /j£)rf.+j.  r  /(£)<f.+^  r  /(iirf.+.... 

Ces  intégrales  ont  des  valeurs  finies  et  déterminées,  puisque,  sur  la 

circonférence  r,   la  fonction  — V-^  est  continue;   elles  sont  d'ailleurs 

z 

indépendantes  du  rayon  r,  pourvu  que  ce  rayon  soit  plus  petit  que  R    >  >  0^ 
(n«  84,  Cor.  II).  Si  l'on  pose 

la  série  (2)  devient 

/  (  /  )  =  M„  H-  M,  f  H-  M,  r  +  W3  f'  -t- . . . 

et,  en  remplaçant  t  par  z, 

(4)  f{z)=.U^-\-U^Z-\-UiZ--\-UzZ^-h 

On  peut  la  représenter  par 

n  =  ^ 

Ce  théorème  très-important  est  dû  à  Cauchy  (Mémoire  sur  le  Calcul 
des  résidus  et  le  Calcul  des  limites;  Turin,  i83i  et  i832.  Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences;  1846). 
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95.  Corollaire.  —  Lorsqu'une  fonction /[z)  est  holomorphe  dans 
un  cercle  décrit  du  point  Zq  comme  centre  avec  un  rayon  R,  elle  est  déve- 
loppable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  z  —  Zq,  et  convergente  dans  ce  cercle. 

Posons 

la  fonction /(2„  -h  z')  est  développable  suivant  les  puissances  entières 
et  croissantes  de  z\  et  l'on  a 

f{z,-h  Z')  —  Wo  -)-  M,  2'  +  «2^'="+.  .  ., 

d'où 

(6)  /(•2)=  Wo  +  Ut{z  —  Zo)  +  M,  (z  —  Z^y  4- 

Les  coefficients  sont  donnés  par  la  formule 

(7)  """^dr-n    nf{^o-^re^')e-'>^'de, 

et  la  série  (6)  peut  être  représentée  par 

n  =  o 

D'après  la  formule  (12)  du  n°  87,  on  a 

fn(;^  )-^  i»2.3...n  f^""  f{z,-i- re'>' )€-"'>' d9. 


On  en  déduit 


1.2.3. . . n 


et  la  série  (8  )  se  met  sous  la  forme 

(9)  /(^'=SrT3^''-^'>"' 

n  =  o 

donnée  par  Taylor  pour  le  cas  où  la  variable  est  réelle. 
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En  faisant  Zq  =  o,  on  a  la  série  de  Maclaurin 


(10)  f^^^=^i 


f"{o)z" 


2, 
n  =  o 


Considérons,  par  exemple,  les  fonctions  yji-i-z,  log(i  4-z),arctangz, 
dont  nous  préciserons  la  signification,  en  supposant  que,  la  variable  z 
partant  du  point  z  =  o,  la  fonction  a  la  valeur  initiale  zéro:  Les  deux 
premières  admettent  le  point  critique  z  =  —  i;  la  troisième  les  deux 
points  critiques  z  =  ±i.  Ces  fonctions  sont  holomorplies  dans  un  cercle 
décrit  du  point  z  =  o  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité; 
chacune  d'elles  se  développe  donc  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  z,  et  convergente  dans 
ce  cercle.  On  calculera  les  coefficients  de  la  série  d'après  la  formule 
de  Maclaurin. 


Développement  d'une  fonction  algébrique. 

y  96.  On  peut  développer  de  la  même  manière  la  fonction  implicite 

définie  par  une  équation  algébrique/(z,  m)  —  o.  Si  la  valeur  u^  de  la 
fonction  pour  z  =  Zq  est  racine  simple  de  l'équation,  elle  est  holomorplie 
aux  environs  du  point  z^,  et  se  développe,  par  conséquent,  en  une  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  crois- 
santes de  z  —  Zq-,  le  cercle  de  convergence,  dont  le  point  z^  est  le  centre, 
s'étend  jusqu'au  pôle  ou  au  point  critique  le  plus  voisin,  où  la  racine 
considérée  devient  infinie  ou  se  permute  avec  une  autre. 

Lorsque  «„  est  une  racine  multiple  d'ordre  n  dans  le  voisinage  de  Zq, 
l'équation  admet /i  racines  voisines  de  Wo.  Posons 

(il)  z  =  z,-hz',     u=^u,  +  u'. 

Si  l'équation  renferme  un  terme  du  premier  degré  en  z'  indépendant 

de  u',  ces  n  racines  forment  un  système  circulaire  que  l'on  obtient  en 

I 
posant  2"=  z'",  u!  —  vz"  (n"  33);  toutes  les  valeurs  de  v  pour  z"  =  o 
sont  racines  simples;  il  suffit  de  prendre  l'une  d'elles.  Cette  valeur 
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de  ç»,  étant  fonction  holomorphe  de  z\  est  développable  en  une  série 
convergente  suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  z"\  on  a 
donc 

t;  —  (/„  +   f ,  Z"   -f-  t/j  3"=*  -+-...  , 

U  =  Mo  -t-    V^  z"    +  V,  Z"^  +  Ç»,  z"'  -\'  .  .  ., 

jr  _j  3 

(12)  U  =  U^[    V^z'"-\^  V^z'"-\-  VtZ'"  + 

Cette  dernière  série  représente  les  n  racines  formant  le  système  cir- 
culaire; elle  est  convergente  jusqu'au  pôle  ou  point  critique  le  plus 
voisin,  où  l'une  des  racines  du  système  devient  infinie  ou  se  change  en 
une  autre. 

En  général  le  groupe  des  n  racines  voisines  de  u^  se  décompose  en 
plusieurs  sous-groupes,  dont  chacun  forme  un  ou  plusieurs  systèmes 
circulaires.  Nous  avons  vu  (n''  36)  que,  dans  tous  les  cas,  les/?  racines 

d'un  système  circulaire  sont  représentées  par  la  formule  u'  —  vz''', 

V  étant  fonction  holomorphe  de  z"  =  z'^  ne  s'annulant  pas  avec  z'\  et 

la  fraction  -  n'étant  pas  nécessairement  irréductible.  Cette  fonction  v 

P  ^ 

pouvant  être  développée  en  une  série  convergente  suivant  les  puissances 
entières,  positives  et  croissantes  de  2",  les/>  racines  du  système  circu- 
laire sont  représentées  par  la  même  série 

(i3)  us.    u,\z~P\v,-\-v,z''^ -\^v,z'^' ^^.    .). 

Le  même  mode  de  développement  s'applique  aux  racines  infinies. 
Quand,  pour  z  =  Zq^  il  y  a  n  racines  infinies,  ces  n  racines  se  décom- 
posent encore  en  sous-groupes,  dont  chacun  forme  un  ou  plusieurs 
systèmes  circulaires.  Les  p  racines  d'un  système  circulaire  sont  re- 

présentées  par  la  formule  u  — -  vz'  '',  v  étant  fonction  holomorphe  de 

1 

z"  z=z  z'^  (n°  37).  Cette  fonction  v  pouvant  être  développée  suivant  les 
puissances  entières,  positives  et  croissantes  de^",  les/?  racines  du  sys- 
tème circulaire  sont  représentées  par  la  série 


:i4)  u^z"    P\v,-^-v,z"'  -\'  v.z"'-^, 


K. 
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Nous  dirons  que  chacune  de  ces  racines  infinies  est  du  degré  -;    il 

y  a  au  commencement  de  la  série  un  ou  plusieurs  termes  à  exposants 
négatifs.  Lorsque p  =  i,  tous  les  exposants  sont  entiers,  et  le  point  z^ 
est  pôle  par  rapport  à  la  raison  infinie  considérée. 

Formule  de  Lagrange. 

97.  Soit  l'équation 
(i5)  Il  =:  a  {-  zf[u), 

dans  laquelle /(w)  désigne  un  polynôme  entier  en  u  du  degré  m, 

(16)  /(m)  =  Ao-f- A,M-i-.  . .  + A.a". 

Pour  une  valeur  très-petite  de  z,  l'équation  admet  une  racine  simple 
voisine  de  a  et  m  —  i  racines  très-grandes  ayant  pour  valeurs  appro- 

I  X 

chées  u  =  A^"'~'s  "'"';  le  point  z  =  o  est  donc  un  point  critique  au- 
tour duquel  se  permutent  ces  m  —  i  racines  infinies.  Mais  il  y  a  d'autres 
points  critiques;  on  les  obtient  à  l'aide  des  deux  équations  simulta- 
nées (i5)  et 

(17)  i-2/'(w)^=o, 
d'où  l'on  déduit  l'équation  du  m'^'""  degré 

(18)  {u-a)f'{u]-f{u)  =  o; 

puisqu'à  chaque  valeur  de  u  correspond  une  seule  valeur  de  z,  donnée 
par  l'équation  (17),  on  obtient  m  nouveaux  points  critiques.  La  for- 
mule de  Lagrange 

(19)         "-«  +  ;/(«)- -^D-/(«)^ -^7:1:3 !>:/(«)'-+-  ••    . 

donne  les  coefficients  du  développement  de  la  racine  simple  dont  la  va- 
leur initiale  est  a  pour  2  =  0;  la  série  est  convergente  dans  un  cercle 
décrit  de  l'origine  comme  centre  et  qui  s'étend  jusqu'au  point  critique 
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le  plus  voisin  où  cette  racine  se  permute  avec  une  autre.  Mais  il  peut 
arriver  que  le  cercle  de  convergence  contienne  un  ou  plusieurs  points 
critiques  relatifs  à  d'autres  racines. 

Comme  premier  exemple,  considérons  l'équation  du  second  degré 


(ÎO) 

u  =  a  -h  z  —  — ) 

2 

dont  l'une  des  racines 

(21) 

I  —  i/l  —  2rt2  -f- 
U  = 

-  Z-' 

.^\W' 


se  réduit  à  a  pour  z  —  o;  l'autre  racine  devient  infinie  en  ce  point  qui 
est  pôle  par  rapport  à  cette  seconde  racine.  Les  deux  racines  deviennent 
égales  et  se  permutent  autour  des  deux  points  critiques 


Bornons-nous  au  cas  où  la  quantité  a  est  réelle  et  positive.  Si  le  nombre  a 
est  plus  petit  que  i,  les  deux  points  critiques  z  =  adzisji  —  d^  ayant 
un  module  égal  à  i ,  le  rayon  du  cercle  de  convergence  est  égal  à  i 
et  est  indépendant  de  a.  Si  le  nombre  a  est  plus  grand  que  i ,  les 
deux  points  critiques  étant  inégalement  distants  de  l'origine,  le  plus 
voisin  donne  le  rayon  du  cercle  de  convergence 


R  —  a  —  si  a' 


a  -\~  \/a' 


ce  rayon  est  d'autant  plus  petit  que  a  est  plus  grand.  La  formule  do 
Lagrange  donne  le  développement  de  la  racine  (21) 


(  22  )        W  =  rt  -I- 


z  a^ 


1.2  \        2 


1.2    0 


DM^'zii 


dans  le  cercle  que  nous  venons  de  déterminer. 

On  en  déduit  un  autre  développement  très-important.  En  différcn- 
tiant  la  formule  (21)  par  rapport  à  a,  on  trouve 


du 
da 


:(l   --  7.(1  Z  -V-  Z') 
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en  différentiant  de  même  la  série  (22)   et  égalant  les  deux  valeurs 

de  -r->  on  obtient  la  série 
aa 

(.3)      (,  -  .az  +  .')-''=  ■  -H  î  D.  i^-lr-l)  +  JL  d;  {^'=±y-.    .  . 

convergente  dans  le  même  cercle  que  la  première.  Le  polynôme  entier 
D^  ( )   du  degré  n  est  la  fonction  X„  de  Legendre. 


1 . 2 . . .  /t 


Comme  second  exemple,  considérons  l'équation  du  troisième  degré 

(24)  -  «=  3(A  h-Bm'+Cm'), 

dans  laquelle  nous  supposons  les  coefficients  A,  B,  C  réels  et  positifs. 
L'équation  (18)  est  ici 

±  _  ?  1  _  ^ — 
/<»  ~  A  M      X  ~  **' 

• 
elle  a  ses  trois  racines  réelles  si  la  condition  B'  >  27  AC^  est  remplie, 

et  dans  ce  cas  les  trois  valeurs  correspondantes  de  z  sont  aussi  réelles. 

L'élimination  de  u  entre  ces  deux  équations  conduit  à  l'équation 

(p(z)  =  A(4B'  +  27AC»)z'-M8ABC2'~  B'z-4C  =  o, 

qui  a  une  racine  positive  z,  et  deux  racines  négatives  z^  et  z,.  On  peut 
faire  en  sorte  que  l'une  des  racines  négatives  z^  soit  plus  grande 
que  —  z,,  l'autre  plus  petite;  il  faut  pour  cela  que  9  (— z,)  soit  >  o. 
Si  l'on  tient  compte  de  ce  que  9  (z,)  =  o,  cette  condition  se  simplifie 

et  devient  z,  >  \/  — rn*  H  suffit  que  cette  dernière  quantité  rende  né- 
gatif le  polynôme  (p(-^),  ce  qui  conduit  à  la  condition  B'  >  5/|AC^,  qui 
comprend  la  condition  B'  >  27  AG^  écrite  précédemment. 

Dans  le  voisinage  du  point  z  =  o,  les  trois  racines  de  l'équation  pro- 
posée (24)  ont  pour  valeurs  approchées 

I  I 

.  '      ~;  I      — 

//,  =  AZ,       «,  rrr  — _:  z        »       ifj  =:: _;  Z     *  • 

Les  deux  dernières  se  permutent  autour  du  point  z  =:--  o.  Quand  z  est 


458  LIVRE  m.  -  CHAPITRE  III. 

réel,  et  que  l'équation  (p{z)  =  o  a  ses  trois  racines  réelles,  l'équa- 
tion (24)  a  ses  trois  racines  réelles,  lorsque  la  condition 

est  remplie.  De  2  =  o  à  ^  =  z< ,  les  trois  racines  sont  réelles,  deux  po- 
sitives, une  négative;  ce  sont  les  deux  racines  positives  Uq  et  w,  qui  se 
permutent  autour  du  point  critique  Zf.De  z  --  o  à  z  =  z^,  une  seule 
racine  u^  est  réelle;  ce  sont  les  deux  racines  imaginaires  w,  et  u^  qui  se 
permutent  autour  du  point  critique  z^.  Dans  l'intervalle  22^3,  les  trois 
racines  sont  réelles  et  négatives.  Enfin,  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
supérieures  à  z^  ou  inférieures  à  z^,  une  seule  racine  est  réelle. 

On  se  rend  bien  compte  de  la  transformation  des  racines  en  formant 
des  lacets  qui,  partant  d'un  point  z^  voisin  de  0  et  situé  sur  l'axe  Ox, 
enveloppent  les  quatre  points  critiques.  D'après  ce  que  nous  avons  dit, 
le  lacet  {z^)  permute  les  deux  racines  Uq  et  m,,  chacun  des  lacets  (0) 
et  (^2)  les  deux  racines  m,  et  w^;  quant  au  lacet  (^3),  il  permute  la 
racine  Mq  avec  w,  ou  Mj;  car,  le  point  0'  étant  un  point  ordinaire  sur 
la  sphère,  un  circuit  qui  enveloppe  tous  les  points  critiques,  ramène  la 
valeur  initiale  u^.  On  conclut  de  là  que  la  racine  dont  la  valeur  initiale 
est  w  =  o  pour  z  =  o  est  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  Zf  ayant 
pour  centre  l'origine,  et,  par  conséquent,  qu'elle  est  développable  en 
une  série  convergente  dans  ce  cercle,  qui  comprend  deux  points  cri- 
tiques relatifs  aux  deux  autres  racines. 

98.  Théorème  II.  —  Lorsqu'une  fonction  est  holomorphe  dans  la 
partie  du  plan  comprise  entre  deux  cercles  ayant  pour  centre  l* origine, 
elle  est  dèveloppahle  en  une  double  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières,  positives  et  négatives,  de  la  variable,  et  convergente  dans  cette 
partie  du  plan. 

Nous  supposons  la  fonction /(z)  homolorphe  dans  la  partie  du  plan 
comprise  entre  les  deux  circonférences  décrites  de  l'origine  comme 
centre  avec  les  rayons  R  et  R'  [fîg.  55),  R  étant  plus  grand  que  R'.  Soit  t 
un  point  quelconque  situé  dans  cette  partie  du  plan.  Du  point  0,  comme 
centre,  décrivons  deux  cercles,  l'un  avec  un  rayon  r  plus  petit  que  R, 
mais  plus  grand  que  Ot-,  l'autre  avec  un  rayon  r'  plus  grand  que  R', 
mais  plus  petit  que  0/. 
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Menons  une  transversale  ab;  le  contour  de  la  partie  du  plan  com- 
prise entre  les  deux  circonférences  r  et  r'  est  formé  de  ces  deux  cir- 
conférences et  de  la  transversale  ab  parcourue  deux  fois  dans  des  sens 
contraires.  La  fonction  f[z)  étant  holomorphe  dans  cette  partie  du 
plan,  on  a,  d'après  le  théorème  du  n"^,   "^  ^ 


.m 


iTzij  z  —  t 


dz, 


l'intégrale  se  rapportant  au  contour  entier  décrit  dans  le  sens  direct. 
Mais,  dans  ce  mouvement,  le  point  z  décrit  la  circonférence  r  dans  le 


Fig.  55. 


sens  positif,  la  circonférence  r'  dans  le  sens  négatif,  et  la  transver- 
sale ab  deux  fois  dans  des  sens  contraires,  ce  qui  donne  dans  l'inté- 
grale des  résultats  égaux  et  des  signes  contraires.  On  a  donc,  en  sup- 
posant les  deux  circonférences  parcourues  dans  le  sens  positif, 


/(2) 


dz. 


Sur  la  circonférence  /'  le  module  de  z  étant  plus  grand  que  celui 
de  /,  nous  écrirons 


z~  t 


■M 

z 

7 

[  — 

z 


/(- 


[ 


7'^ 


fn-f-i 
7/1+1 

7 
I 

z 


] 
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Sur  la  circonférence  r'  le  module  de  z  étant  au  contraire  plus  petit 
que  celui  de  t,  nous  écrirons 


/(z)  _  t      _       f{z) 


t                   z 
I 

t 


r  ï^  1 

{z)\  z  2'  Z"-'  /"  I 


La  formule  (aS)  devient 


H -.  /      f(z)dz-\ ■.  /     zf(z)dz...n :  /     z"-'f(z]dz-^. -.  / dz. 

On  verra,  comme  précédemment,  que  les  deux  termes  complémentaires 
tendent  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment.  On  obtient  ainsi 
une  double  série  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  et  négatives 
de  /.  Les  intégrales  ont  des  valeurs  fixes  et  déterminées;  elles  sont 
d'ailleurs  indépendantes  des  rayons  r  et  r',  pourvu  que  ces  rayons 
soient  compris  entre  R'  et  R.  Si  l'on  pose 


■T^l  J(r')  27rJo 


'(r') 

et  si  l'on  remplace  t  par  z,  la  double  série  devient 

f{z)  "...  -I-  M_iZ-  '  -f   M,  5-'  -\-  Mo  -'-,W|  Z  -i-  W22'  +.  .  .; 

on  peut  la  représenter  par  ^Bf 

(26  )  "  ■  f{z)  -  ^  51  ^^nfjyire'')^'-'''d9. 
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Cette  extension  du  théorème  de  Cauchy  a  été  donnée  par  Laurent 
(  Comptes  rendus,  1 8  4  3  ) . 

Lorsque  la  fonction  est  holômorphe  dans  toute  la  partie  du  plan  ex- 
térieure au  cercle  R',  et  que  sur  la  sphère  le  point  0'  est  un  point  ordi- 
naire, la  série  est  convergente  dans  cette  étendue,  et  elle  ne  renferme 
aucune  puissance  positive;  car,  dans  l'évaluation  des  coefficients  des 
puissances  positives,  on  peut  supposer  le  rayon  r  infini. 

Se'rie  de  Fourier. 

99.  Théorème  III.  —  Lorsque^  dans  la  partie  du  plan  comprise  entre 
deux  droites  parallèles,  une  fonction  est  holômorphe  et  admet  une  pé- 
riode w  dont  l'argument  est  égal  à  celui  des  droites  parallèles ,  elle  est 
développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives 

■>T.zi 

et  négatives^  de  e  "'  ,  et  convergente  dans  cette  bande. 

En  posant  e  '"  =  tet  faisant  i  =  rê^\  on  a  z  =  — ^^  -f  —  Quand  0 

varie  de  o  à  a;:,  c'est-à-dire  quand  la  variable  /  décrit  une  circonfé- 
rence de  cercle  ayant  pour  centre  l'origine,  la  variable  z  décrit  la 


droite  AA'  [fig.  56),  dont  les'extrémités  A  et  A'  correspondent  aux  valeurs 

z  ■=.  —  ^— — ^^  z  =  —  ^^3E -f-  oj.  Si  B  varie  ensuite  de  in  à  At:,  c'est- 

O.T.  2~ 

à-dire  si  la  variable  t  décrit  la  même  circonférence  une  seconde  fois,  la 
variable  z  décrit  une  seconde  droijte  A' A"  égale  à  la  précédente  et  pla- 

21 
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cée  sur  son  prolongement;  et  ainsi  de  suite;  ces  portions  de  droite, 
s'ajoutant  les  unes  aux  autres,  forment  une  droite  infinie  BC.  Supposons 
maintenant  que  le  rayon  r  varie  de  ^o  à  r, ,  le  point  A  décrira  sur  la  per- 
pendiculaire menée  de  l'origine  à  la  droite  BG  une  longueur  AoA,,  dont 

les  extrémités  correspondent  aux  valeurs  ^  = •>  z  = 

et  la  droite  BC,  se  mouvant  parallèlement  à  elle-même,  ira  de  la  posi- 
tion BoCo  à  la  position  B<C,.  Ainsi  à  la  partie  du  plan  t  comprise 
entre  les  deux  circonférences  concentriques  To»  ''i  correspond  la  partie 
du  plan  z  comprise  entre  les  deux  parallèles  BoCo,  B,C<. 

Soit  M  =/(2)  une  fonction  de  ^,liolomorphe  dans  la  bande  BoCoB,G, , 
et  admettant  la  période  w,  c'est-à-dire  telle  que /(z  +  w)  =/(z) .  Si 
nous  concevons  la  bande  divisée  en  rectangles  égaux  au  rectangle 
AoAqA'iAo  la  fonction  reprendra  la  même  valeur  aux  points  homo- 
logues de  ces  différents  rectangles.  A  une  valeur  de  t  correspondent 
une  infinité  de  valeurs  de  z  de  la  forme  z  +  mw,  m  étant  un  nombre 
entier  quelconque ,  positif  ou  négatif,  et  par  conséquent  une  seule 
valeur  de  w;  m  peut  donc  être  regardé  comme  une  fonction  holomorphe 
de  t  dans  la  couronne  comprise  entre  les  circonférences  r»  et  r<.  En 
vertu  du  théorème  précédent,  cette  fonction  est  développable  en  une 
série 

n  —  -\-tc 

(1)  u=Su,t", 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  négatives  de  t^ 
et  convergente  dans  la  couronne  ToT,.  En  remplaçant  t  par  sa  valeur, 
on  obtient  la  série 

(2)  "~   \  ""^     "     ' 


convergente  dans  la  bande  BoCoB,C<. 

Un  coeiTicient  quelconque  de  la  série  (i)?fl&t  donnée  par  l'intégrale 
définie  '^^ 

(3)  u„=-^.  I     ut-"-'clt, 

2711  J^r) 
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relative  à  une  circonférence  de  cercle  intermédiaire  entre  les  circonfé- 
rences limites  r^  et  r,  ;  par  le  changement  de  variable,  cette  intégrale 
définie  devient 


_  illKZt 

l 


(4)  u„=  -   I  ue      "    dz. 


la  variable  z  décrivant  une  ligne  allant  d'un  point  z^  à  un  point  z^  +  w, 
et  comprise  entre  les  deux  parallèles  limites,  par  exemple  la  ligne  AA'. 
Supposons  que  la  fonction  proposée  soit  holomorphe  par  rapport 
à  z  dans  toute  l'étendue  du  plan;  si  nous  faisons  tendre  le  rayon  To 
vers  zéro  et  augmenter  r,  indéfiniment,  les  deux  parallèles  BoCo,  B,C, 
s'éloigneront  indéfiniment  de  l'origine  de  part  et  d'autre;  la  série  (2) 
sera  donc  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z. 

fonctions  de  plusieurs  variables. 

100.  Théorème  IV.  —  Une  fonction  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes, holomorphe  par  rapport  à  chacune  d'elles  dans  une  certaine 
étendue,  admet  une  infinité  de  dérivées  partielles,  qui  sont  elles-mêmes 
holomorphes  dans  les  mêmes  étendues. 

Soit /(a?,  y)  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y, 
holomorphe  tant  que  les  points  x  eiy{fig.  57)  sont  situés  respectivement 
dans  des  parties  déterminées  A  et  B  du  plan.  Si  l'on  attribue  à  y  une 
valeur  constante  située  dans  l'aire  B,  /{x^  y)  est  fonction  holo- 
morphe de  la  variable  x  dans  l'aire  A.  D'après  le  théorème  du  n°  86, 

Fig.  57. 


y 


cette  fonction  admet  une  infinité  de  dérivées  partielles  relatives  à  la 
variable  x,  et  ces  dérivées  sont  fonctions  holomorphes  de  x  dans  la 
même  étendue.  Nous  allons  démontrer  qu'elles  sont  aussi  fonctions 
holomorphes  de  la  variable  y  dans  l'aire  B.  On  a,  en  effet,  d'après  la 

21  . 
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formule  (12)  du  n°  87, 

'*"'  Jo 

12     n  r'-'^ 

-*  ^  '         t/ O 

I     2  /l     r^'^ 

cp(j:,  J4- Aj)  — cp(^,j)=     '    '    ;  -  /        [f{x-^ré',  T '^  ^X) 

On  voit  d'abord  que  9  (a?,  7)  varie  d'une  manière  continue  avecj;  on  a 
ensuite 

9  (  x,  y  +  Ar)  —  9  (  ^»  r) 

Aj      • 
27rr"    Jq  Aj 

la  quantité  s  tendant  vers  zéro  avec  Aj.  Ainsi  la  fonction  <p  (x,  y)  ad- 
met une  dérivée  partielle  relative  à  /, 

(2)  D^9(^,J)=-î^^^"'D^/(^^   reSj)«-«»'J0, 


dérivée  que  l'on  obtient  en  dififérentiant  sous  le  signe  somme.  *>- 

La  fonction  9(07,  j),  étant  fonction  holomorphe  de  y  dans  l'aire  B,    y^ 
admet  une  infinité  de  dérivées  partielles  D^  9  [x,  y)  relatives  à  j,  qui    -^  "1/.  "^ 
sont  holomorphes  en  j  et  qui,  en  vertu  du  raisonnement  précédent,  le     ^ 
sont  aussi  en  oc.  On  obtient  ainsi  la  dérivée  partielle  D2^"/(ir,  j),  qui 
est  une  fonction  holomorphe  de  se  et  j' dans  les  aires  A  et  B. 

Voici  comment  on  peut  avoir  l'expression  de  cette  dérivée.  D'après  la 
formule  rappelée  précédemment,  on  a 

9  ( a;,  j  +  r' e''' )  =        ^  ^      1        f{^+  ''«'S  J  +  r' é'' ) e-"'' d9 ; 
2"r"    Jq 


r^ 
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d'où 

(3)  D7»'/(x,r)=  '  -^-'^;l-;::^f^^^ 

On  peut  suivre  une  autre  marche.  En  différentiant  sous  le  signe 
somme,  d'après  la  formule  (2),  on  a 

27rr      Jq 


mais 


donc 

(4)  d:;'7(-^.  r)=-  — i^;:^^X"^-""'^^X  "•^^^-^'""'  ^•^'■'""'^  "  "'"■^^'• 

Ces  deux  expressions  (3)  et  (4)  se  mettent  sous  la  forme 

(5)   D:;7(^,r)  -  ~^-^^-l  ' 'X  '  V(^+re%  j+r'e»">:-''"-  -"'^''-Jôrfô'. 

On  peut  changer  l'ordre  des  différentiations.  En  appliquant  la  for- 
mule (3),  on  a,  en  effet, 

c'est  la  formule  (4)  ;  ainsi 

(6)  D;;-^«/(^»r)--i>ïr"'"7(^»r). 

101.  Théorème  V.  —  Si  u  et  ç  sont  des  fonctions  holomorphes  de  z 
dans  une  aire  A,  /[u^  v)  une  fonction  holomorphe  des  deux  variables  u 
et  V  dans  les  aires  B  e/  C  décrites  par  les  points  u  et  v  quand  le  point  z 
décrit  l'aire  A,  cette  fonction  sera  fonction  holomorphe  de  z  dans  Vaire  A. 
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Il  est  évident  d'abord  que/(w,  v)  est  une  fonction  continue  et  mo- 
notrope  de  z  dans  l'aire  A;  il  reste  à  faire  voir  qu'elle  admet  une 
dérivée.  La  démonstration  est  la  même  que  celle  que  l'on  donne  ha- 
bituellement, quand  la  variable  est  réelle;  on  a    . 

(7)  B,f{u,v)=-.J)uf{u,v)T),u-\-ï^fiu,v)D,v. 

Remarque.  —  Soit  /{ce,  y)  une  fonction  holomorphe  des  deux  va- 
*     riables  x  ety  dans  les  aires  A  et  B;  posons 

x  =  Xi+  ht,     y=zy^-\-  kt, 

Xq  étant  un  point  de  Taire  A,  jo  un  point  de  l'aire  B,  A  et  ^  deux  con- 
stantes; d'après  le  théorème  précédent,  on  peut  regarder/(a7,  y)  comme 
une  fonction  de  la  variable  t,  dans  une  aire  C  telle  que  les  aires  corres- 
pondantes décrites  respectivement  par  les  points  x  Gi  y  soient  com- 
prises dans  les  aires  A  et  B,  et  l'on  a 

En  appliquant  le  même  théorème  à  cette  nouvelle  fonction,  on  a 
X      .    »       ^      successivement 

D//(^,  y)  =  A'D^/-+-  2A  kmyf+  A^D;,/, 


On  peut  représenter  cette  dérivée  d'ordre  n  par  la  formule  symbolique 

(8)  i>?/(^,r)  =  (^D.  +  /^D^)"/(^,r). 

102.  Théorème  VI.  —  Lorsqu'une  fonction  f[x,  y)  est  holomorphe 
dans  des  cercles  décrits  des  points  Xq  et  y^  comme  centres,  avec  des 
rayons  R  e<  R',  elle,  est  développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières,  positives  et  croissantes  de  x  —  x^^  et  y  —  y^  et  conver- 
gente dans  les  mêmes  cercles. 
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Soient  Xq  +  ^  et  jo  ^  ^  des  points  fixes  situés  dans  les  cercles  R  et  R'; 
posons 

X=iX^+  ht,     jrzi=jr^-Jt-  kty 

et  assujettissons  la  nouvelle  variable  t  à  rester  dans  le  cercle  décrit  du 
point  ;  =  o  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité;  les  différences 
x  —  a^o  =ht,  j  — jo  =  ^t  ayant  des  modules  respectivement  inférieurs 
ou  égaux  à  ceux  de  h  et  de  A:  et,  par  conséquent,  inférieurs  à  R  et  R', 
les  points  oo  et  y  resteront  situés  dans  les  cercles  R  et  R'.  La  fonc- 
tion/(a?,  j)  sera  donc  une  fonction  holomorphede  /dans  cette  étendue; 
nous  la  représenterons  par  F  [t), 

F  {t)=f{x,  y)  ==/(^,  -4-  /,/,  r.  +  ht). 

D'après  le  théorème  I,  cette  fonction  est  développable  en  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  positives,  entières  et  croissantes  de  /, 
convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i,  et  l'on  a,  en  appliquant  la  for- 
mule de  Maclaurin  (n°  95), 


^   I  .  "2  ...  « 


Mais  on  a  symboliquement 

F"(/)  =  (AD. +A-D,)"/(^,  y), 
F''(o)  =  (AD,,+  /rD,J«/(^o.r.); 
on  en  déduit 

j^  I .2. . .n 

n=:o 

Si  maintenant  on  fait  /  —  i,  d'où 

X=Xo-hh,    jr^n+A", 

la  formule  précédente  devient 

(9)  /(  ^»  r  )  =  /(  -n  4-  A,  /«  +  /r  )  =  >  > ,   an  ' 
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La  fonclion  /(.r,  y)  est  développée  suivant  les  puissances  entières, 
positives  et  croissantes  des  différences  /i  —  x  —  Xq,  k  =^ y  —  j^. 

103.  Remarques.  —  Les  fondions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes présentent  des  particularités  que  nous  n'avons  pas  rencontrées 
dans  l'étude  des  fonctions  à  une  seule  variable.  Considérons  d'abord 
une  fonction  de  deux  variables 

qui  soit  le  quotient  de  deux  fonctions  9  et  tj;  holomorpbes  dans  les 
aires  A  et  B.  Supposons  qu'aux  points  x  —  x^,  y  ==  y^  situés  dans 
ces  aires  les  fonctions  (^  ai  ^  deviennent  nulles  à  la  fois;  la  fonclion 

f{oo,y)  prendra  la  forme  -•,  nous  allons  voir  qu'en  ces  points,  c'est- 
à-dire  pour  ces  valeurs  particulières  des  variables,  la  fonction /(a?,  j) 
est  indéterminée.  Si  l'on  pose  x  —.  x^  ■+■  x' y  y  ~  y^  -h  j',  x'  eiy'  étant 
de  nouvelles  variables  comprises  dans  des  cercles  ayant  pour  centres 
les  points  Xo  et  jo»  les  fonctions  holomorpbes  9  et  ij;  sont  dévelop- 
pables  en  des  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances 
entières,  positives  et  croissantes  ôex'  et  de  j',  et  l'on  a 

••'  ^ ^'  ^'  '~  a' x'  -^  b' f  -^-  c'x"-\-.7.  ' 

En  désignant  par  u'  le  rapport  —^  cette  expression  devient 
j..        V  __a-]-  bu  4  ex'  ■+-... 

J{^>r)  -'  â'+^'u-r-c'x~-^r:^  ' 

et  se  réduit  à 

a  H-  bu 
.  a'  -i-  b'  H 

pour  x' =  o.  Le  rapports  étant  arbitraire,  on  en  conclut  que,  pour 
X  =  Xq,  j  =  j„  ,  la  fonction  proposée/(a7,  y)  admet  une  infinité  de  va- 
leurs différentes,  dépendant  des  directions  suivant  lesquelles  les  points 
mobiles  x  et  y  tendent  vers  les  points  fixes  x^  et  Vq.  Il  est  clair  que  les 
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systèmes  de  valeurs  de  a?  et  y  pour  lesquels  la  fonction /(a;,  j)  est  in- 
déterminée sont  en  nombre  fini. 

Considérons  maintenant  une  fonction 

de  n  variables,  qui  soit  le  quotient  de  deux  fonctions  holomorphes  9 
et  tp.  La  même  indétermination  se  présentera  pour  tous  les  systèmes  de 
valeurs  des  variables  qui  annulent  à  la  fois  les  fonctions  rp  et  ^.  Il  y  a 
un  nombre  infini  de  ces  systèmes;  car  il  reste  «  —  2  variables  arbitraires. 
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CHAPITRE  IV. 


PERIODES    DES    INTEGRALES    DEFINIES. 


104.  Soit/(z,  u)  =  o  une  équation  algébrique  et  entière,  irréduc- 
tible, et  du  degrémpar  rapport  à  u.  La  variable  2  part  d'un  point  fixe  Zq, 
qui  est  un  point  ordinaire,  la  fonction  ayant  une  valeur  déterminée  ««; 
nous  nous  proposons  d'étudier  les  diverses  valeurs  de  l'intégrale 
définie 


quand  la  variable  z  va  du  point  initial  Zo  à  un  point  quelconque  z  du 
plan  par  différents  chemins. 

Soient  Wo>  "n-  •  •»  "w-t  les  m  racines  de  l'équation  au  point  initial  z^. 
Marquons  dans  le  plan  les  points  singuliers,  c'est-à-dire  les  pôles  et 
les  points  critiques  de  la  fonction  algébrique  u  de  z;  joignons-les  au 
point  Zq  par  des  lacets,  et,  s'il  y  a  des  lacets  complexes  unissant  plus  de 
deux  racines,  décomposons-les  en  lacets  binaires,  unissant  chacun 
deux  racines,  comme  nous  l'avons  dit  au  n*'  38.  Nous  avons  expliqué 
comment  on  s'y  prend  pour  former  un  système  de  m  —  i  lacets  binaires 
fondamentaux,  permettant  de  passer  de  la  racine  Uq  à  toutes  les  autres. 
Un  système  fondamental  est  formé  d'un  premier  lacet  unissant  la  ra- 
cine Wo  à  une  autre  m<,  d'un  second  lacet  unissant  l'une  des  deux 
racines  u^  ou  m,  à  une  autre  u^,  d'un  troisième  lacet  unissant  l'une  des 
racines  Uo^Ut^u^  à  une  autre  Wg,...,  enfin  d'un  dernier  lacet  unissant 
l'une  des  racines  Wo,  m,,...,  m,„_2  à  la  dernière  m,„_, .  Nous  avons  démon- 
tré que,  abstraction  faite  des  lacets  parcourus  chacun  deux  fois  succes- 
sivement dans  des  sens  contraires,  et  dont  la  suppression  ne  change 
pas  la  valeur  de  l'intégrale,  il  n'existe  qu'un  chemin  formé  de  lacets 
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fondamentaux  conduisant,  d'une  racine  u^  à  une  autre  racine  Mp,  celui 
qui  contient  le  moindre  nombre  de  lacets;  nous  l'avons  désigné  par  (V)S;. 
Toute  ligne  fermée  qui,  partant  du  point  initial  Zq,  revient  à  ce  point, 
se  ramène  à  une  suite  de  lacets  parcourus  dans  un  sens  et  un  ordre 
déterminés.  Nous  appellerons cjc/e  une  ligne  fermée  telle  que,  si  on  la 
parcourt  avec  la  racine  m»  prise  comme  valeur  initiale,  on  reproduit  à 
la  fin  la  même  racine  w^;  en  remplaçant  cette  ligne  par  une  suite  de 
lacets,  on  passera  par  une  série  de  racines,  telles  que  w^,  wp,  m^,  wg,  u^, 
et  le  cycle  sera  représenté  par 

{a)i+{b%+{ci+{d)l- 

Si  l'on  parcourt  cette  suite  de  lacets  en  commençant  par  l'un  quelconque 
d'entre  eux,  et  adoptant  comme  valeur  initiale  la  racine  correspondant 
à  l'origine  du  lacet,  on  reproduit  à  la  fin  cette  même  racine;  ainsi  nous 
pourrons  écrire  le  cycle  précédent  sous  l'une  des  formes 


m 

■^{ci+{d)i 

-1- 

[at, 

{c)\ 

+  {d)%  +  {at 

-h 

{b)\. 

{d)l 

-^{a)i  +  {b)l 

H- 

(^•)î. 

105.  Il  n'existe  pas  de  cycle  effectif  composé  uniquement  de  lacets 
fondamentaux;  car  un  pareil  cycle,  conduisant  d'une  racine  ««  à  la 
même  racine  u^,  se  ramène  à  un  chemin  nul  (V)',  par  la  suppression 
des  lacets  parcourus  chacun  deux  fois  successivement  dans  des  sens 
contraires.  Un  cycle  effectif  contiendra  donc  un  ou  plusieurs  lacets  autres 
que  les  m— I  lacets  choisis  comme  lacets  fondamentaux.  Nous  appel- 
lerons cycle  simple  un  cycle  qui  ne  contient  qu'un  seul  lacet  autre  que 
les  lacets  fondamentaux.  Nous  allons  faire  voir  que  tout  cycle  renfer- 
mant plusieurs  lacets  autres  que  les  lacets  fondamentaux  peut  être 
regardé  comme  la  réunion  de  plusieui-s  cycles  simples.  «Par  exemple, 
un  cycle  renfermant  les  deux  lacets  non  fondamentaux  (a)^,  (6)J  peut 
être  représenté  par 

(«)!:  +  (V)f[  +  (6jJ-f  (V)?, 

[y)\  et  (V)î  étant  les  chemins  formés  de  lacets  fondamentaux  qui  con- 
duisent de  la  racine  wp  à  la  racine  u^,  ou  de  wg  à  w»;  si  l'on  remplace 

22. 
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le  chemin  (V)^  parle  chemin  (V)^+  {Y  )l,  qui  ne  diffère  du  premier  que 
par  des  lacets  égaux  et  de  sens  contraires,  le  cycle  devient 

{«)^  +  {V)^  +  (V)I  +  {6);+(V)|; 

il  se  compose  alors  des  deux  cycles  simples 

parcourus  successivement  avec  la  racine  initiale  Ma. 

On  peut  ramener  les  cycles  relatifs  aux  différentes  racines  à  ceux  qui  ♦ 
se  rapportent  à  une  racine  particulière  «„;  en  effet,  par  l'introduction 
de  deux  chemins  égaux  et  contraires,  un  cycle  (C)^  relatif  à  la  racine  «« 
devient 

(C):-f-(v)^  +  (V):, 

ou 

(V)-  +  (C):  +  (V)», 

et  se  rapporte  alors  à  la  racine  «o- 

106.  En  général,  une  ligne  fermée,  partant  du  point  z^  et  revenant  à 
ce  point,  conduit  à  une  racine  u^  différente  de  la  racine  initiale  u^.  Ce 
chemin  (C)^  peut  être  remplacé  par  le  chemin 

(cn-i-(V):+(vn,   • 

composé  du  cycle  (C)",  4-  (V)°  ramenant  la  racine  initiale  Wj,,  suivi  du 
chemin  (V)"  qui,  par  des  lacets  fondamentaux,  conduit  de  la  racine  w^ 
à  la  racine  Ma-  On  en  conclut  que  toutes  les  lignes  fermées  qui,  partant 
du  point  Zq,  reviennent  à  ce  point,  la  fonction  ayant  la  valeur  initiale  Wo> 
se  ramènent  à  des  suites  de  cycles  simples,  suivies  de  l'un  des  chemins 

(V)»,     (V)i,-    (V)S,...,     (V)7-s 

formés  uniquement  de  lacets  fondamentaux. 

Tous  les  chemins  qui  vont  du  point  z^  à  un  point  quelconque  z  du 
plan  se  ramènent  à  un  chemin  déterminé,  par  exemple  à  la  droite  Zç^z, 
allant  du  point  So  &"  point  z,  ou  à  une  ligne  fermée  (C)"  ,  suivie  de  ce 
chemin  déterminé. 
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Il  est  facile,  d'après  cela,  de  trouver  les  diverses  valeurs  de  la  fonc- 
tion V  au  point  z.  Appelons  w,,  wo,  Wg,...  les  intégrales  définies  rela- 
tives aux  différents  cycles  simples,  Vô  l'intégrale  relative  à  la  ligne 
fermée  (  V)ô,  V»  l'intégrale  définie  relative  à  la  droite  z^  z  quand  on  par- 
court cette  droite  avec  la  valeur  initiale  m*  de  la  fonction  u.  Une  ligne 
fermée  quelconque  (C)ô  se  ramenant  à  une  somme  de  cycles  simples 
suivie  du  chemin  (V)',  l'intégrale  définie  relative  à  cette  ligne  est 

n,  o)i  +  nj  Wï  4-  «3  0)3 .  .  .  -4-  V" , 

n^,  Wo»  ^^3''  •  •  étant  des  nombres  entiers;  on  décrit  ensuite  la  droite  z^z 
avec  la  racine  m^,  ce  qui  donne  un  nouvel  accroissement  V»  de  l'intégrale 
définie,  de  sorte  que  la  fonction  V  acquiert  au  point  z  la  valeur 

V  =  n,  w,  -f-  w,  roj  +  .  .  .  -f-V^  4-  V,. 

On  en  conclut  que,  pour  chaque  valeur  de  5,  la  fonction  V  admet 
les  m  valeurs 

V.,   v;-t-v.,    vj  +  v,,...,    v7-  +  v«_,, 

augmentées   de    multiples   quelconques    de    certaines    périodes    w,. 

C«>2  ,     0)3,  ...  . 

En  intégrant  par  parties,  on  a 


=   I       udz=  HZ  ~  Ito  Zt  —   I 


zdu; 


z  étant  une  fonction  de  u  définie  par  l'équation  proposée,  on  peut 
regarder  V  comme  une  fonction  de  u;  si  n  est  le  degré  de  l'équation 
par  rapport  à  s,  on  en  conclut  qu'à  chaque  valeur  de  u  correspondent  n 
j valeurs  de  V,  augmentées  de  multiples  des  périodes  w,,  co^,  wg,.... 

107.  Examinons  maintenant  les  différentes  sortes  de  points  singu- 
liers. Considérons  d'abord  un  système  circulaire  de/?  racines  finies  se 
permutant  autour  d'un  point  critique  a;  si  l'on  pose  z  =  a  4-  z',  ces 
racines  sont  représentées  par  une  même  série  convergente  (n*'  96) 

(i)  U  =z  b -\- b' z' P -\- b"  z'  P    -+-.... 
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Si,  lorsque  la  variable  z  se  rapproche  du  point  a,  la  fonction  algébrique  u 
a  l'une  des  valeurs  faisant  partie  du  système  des/?  racines,  l'intégrale 
tend  vers  une  valeur  finie  A,  et  l'on  a 

u  E±l  u  /'  +  y  +  ' 

(2)  \=k-^-bz'  -\ f—-h'z'    P     H " b"z'     P      + 

^  p  -^  q  p-{-q  -\-i 

La  branche  correspondante  de  la  fonction  V,  dans  le  voisinage  du 
point  a,  acquiert  donc/?  valeurs  différentes,  qui  se  permutent  circulai- 
rement,  et,  par  conséquent,  le  point  a  est  un  point  critique  algébrique 
par  rapport  à  cette  branche  de  la  fonction  V. 

Au  système  circulaire  des  p  racines  correspondent  p  lacets  binaires 
positifs 

la  partie  de  l'intégrale  définie  relative  au  petit  cercle  étant  infiniment 
petite  pour  chaque  lacet,  l'intégrale  relative  à  un  lacet  {a)l  est  la 
somme  des  intégrales  relatives  à  la  ligne  z^a,  décrite  une  première  fois 
avec  la  racine  m^,  et  une  seconde  fois,  en  sens  contraire,  avec  la  ra- 
cine Mp.  La  somme  des  intégrales  relatives  aux  p  lacets  binaires  po- 
sitifs est  identiquement  nulle;  car  chaque  élément  de  la  ligne  z^a  est 
parcouru  deux  fois,  dans  des  sens  contraires,  avec  la  même  racine. 
On  peut  remarquer,  d'ailleurs,  que  la  somme  des  parties  infiniment 
petites  relatives  au  petit  cercle  est  aussi  identiquement  nulle;  car, 
lorsque  la  variable  z'  décrit  p  fois  successivement  ce  petit  cercle,  l'in- 
tégrale V  donnée  par  la  formule  précédente  reprend  la  même  valeur. 
Si  donc  on  représente  par  o-l  l'intégrale  définie  relative  au  lacet  {a)l, 
on  a 

aZ-\-al\-h...-h  ay-_\  +  «:»_,  =  o; 


on  en  déduit 


"a„  "a,  •   •  •  "■ap_j* 


Nous  dirons  que  deux  chemins  conduisant  d'une  racine  u^  à  une  ra- 
cine Mp  sont  équivalents,  relativement  à  la  racine  Wa,  lorsque  les  inté- 
grales définies  suivant  ces  deux  lignes,  parcourues  avec  la  racine  ini- 
tiale Wa,  sont  égales.  U  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  p'^'"^  lacet 
positif  («)„"_,  du  système  circulaire  est  équivalent,  relativement  à  la  ra- 
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cine  Wa_,»  ^^i  chemin  formé  par  les  /?  —  i  premiers  parcourus  en  sens 
négatif.  On  peut  donc  réduire  les  p  lacets  de  chaque  système  circu- 
laire à  /?  —  I  d'entre  eux. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  système  circulaire  ne  se  compose  que 
de  deux  racines  w»  et  Mp,  quand  on  décrit  le  lacet  [a)  avec  la  racine 
initiale  u^  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  on  arrive  toujours  à  la  ra- 
cine ttp;  lorsque  l'intégrale  suivant  le  petit  cercle  est,  comme  nous  le 
supposons,  infiniment  petite,  l'intégrale  définie  relative  au  lacet  a  la 
même  valeur,  quel  que  soit  le  sens  dans  lequel  on  décrit  le  lacet.  Ainsi, 
avec  la  racine  initiale  w^,  on  peut  décrire  le  lacet  indifféremment  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre.  La  même  chose  a  lieu  quand  on  décrit  le  lacet 
avec  la  racine  initiale  wp.  En  outre,  les  intégrales  que  l'on  obtient  dans 
ces  deux  cas  sont  égales  et  de  signes  contraires. 

Un  système  circulaire  de  p  racines  infinies  d'un  degré  inférieur  à 
l'unité  jouit  des  mêmes  propriétés.  11  suffit  de  supposer  que,  dans  la 
formule  (i),  le  nombre  entier  q  est  négatif  et  plus  petit  que  p  en  valeur 
absolue  ;  l'intégrale  tend  vers  une  valeur  finie  A ,  quand  z'  tend  vers  zéro  ; 
la  branche  de  la  fonction  V,  représentée  par  la  formule  (2),  acquiert, 
dans  le  voisinage  du  point  «,  p  valeurs  finies  qui  se  permutent  cir- 
culairement,  et  le  point  a  est  un  point  critique  algébrique  par  rapport 
à  cette  branche  de  la  fonctioa.  Les  intégrales  définies  relatives  au 
petit  cercle  étant  infiniment  petites,  tout  ce  que  nous  avons  dit  des 
lacets  subsiste  sans  modification. 

108.  Considérons  actuellement  un  pôle  a  de  la  fonction  m;  la  racine, 
qui  devient  infinie  en  ce  point,  est  représentée  par  la  série  (n°  96)     Yî>a>j-wV*^VA*v>*^  ^* 

(3)  M  =  A2'-î  +  B3"-?-f-...+  H2'-'  +  L  +  Mz'-f-....  -<>^    . 

La  branche  correspondante  de  la  fonction  V  devient  infinie  en  ce 
point,  et  elle  est  représentée  dans  le  voisinage  par  la  série 

(4)  v=-^2"-''-f-— 5— 2"-''-i-...-f-HIog2'-hKH-L2'  +  ...  . 

I  —  ^  2  —  g 

Quand  la  variable  z  tourne  autour  du  point  a,  la  branche  de  la  fonc- 
tion V  acquiert  un  nombre  infini  de  valeurs  formant  une  progression 
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arithmétique  dont  la  raison  est  2nEi.  Le  pointa,  par  rapport  à  cette 
branche  de  la  fonction  V,  est  un  point  singulier  logarithmique  (n°  60), 
à  moins  que  le  coefficient  H  ne  soit  nul ,  et  dans  ce  cas  le  point  a  serait 
un  pôle  de  la  fonction  V.  Supposons  qu'on  décrive  le  lacet  {a)  joi- 
gnant le  point  initial  z^  au  pôle  a  avec  la  racine  u^,  qui  devient  infinie 
au  point  a,  on  revient  au  même  point  Zq  avec  la  même  racine  m»;  la 
droite  z^z,,  qui  joint  le  point  z^  à  un  point  z^  du  petit  cercle,  étant 
décrite  dans  des  sens  contraires  avec  la  même  racine,  l'intégrale  définie 
relative  au  lacet  se  réduit  à  la  partie  relative  au  petit  cercle,  c'est- 
à-dire,  d'après  la  formule  (4),  à  27rH«.  Le  lacet  {a)l  relatif  au  pôle  a 
ne  fait  pas  partie  des  lacets  fondamentaux;  il  forme  à  lui  seul  un  cycle 
simple,  que  nous  ajppeWevons  cycle  polaire,  et  donne  la  période  2nRi. 

109.  Considérons  enfin  un  système  circulaire  de  p  racines  infinies, 
d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  l'unité,  se  permutant  autour  d'un  point 
critique  a.  Si  l'on  pose  z  =  a  +  z',  ces  p  racines  sont  représentées  par 
la  série  convergente 

_*?  HLÎ  -JZl  • 

(5)  u^Az'    p  +  liz'p    -hCz'p   -h. .  .-hUz'--\-L-^'Mz'P -Ï-.  .  .  , 

dans  laquelle  le  nombre  entier  q  est  égal  ou  supérieur  à  p.  Si, 
lorsque  z  se  rapproche  du  pointa,  la  fonction  algébrique  u  a  l'une  des 
valeurs  faisant  partie  du  système  des  p  racines,  l'intégrale  devient  in- 
finie, et  l'on  a 

—(/+p  /)-t-i 

(6)  V=: f^Az'~"r~-i-...-h  Hloga'-J-  K-f-Lz'-t-  -^M^'  ''  -+- .  .  .. 

Quand  la  variable  tourne  autour  du  point  a,  la  branche  correspon- 
dante de  la  fonction  V  acquiert  d'abord  p  valeurs  diff'érentes;  après/? 
tours,  la  première  valeur  se  reproduit  augmentée  de  2pnEi,  puis  la 
seconde  valeur  augmentée  de  la  même  quantité,  et  ainsi  de  suite.  La 
branche  de  la  fonction  V  acquiert  donc/?  séries  de  valeurs  formant  des 
progressions  arithmétiques  dont  la  raison  est  2pnEi.  Le  point  a,  par 
rapport  à  cette  branche  de  la  fonction  V,  est  un  point  singulier  loga- 
rithmique, à  moins  que  la  constante  H  ne  soit  nulle,  et  dans  ce  cas  ce 
serait  un  point  critique  algébrique. 

Le  lacet  qui  unit  le  point  initial  z^  au  point  a  est  la  réunion  de/? 
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lacets  binaires  positifs;  sur  chacun  d'eux,  la  partie  de  l'intégrale  dé- 
finie qui  se  rapporte  au  petit  cercle  n'est  plus  infiniment  petite;  si 
l'on  fait  la  somme  des  intégrales  définies  relatives  aux  p  lacets  binaires 
positifs,  chaque  élément  de  la  droite  z^z^,  qui  joint  le  point  z^  à  un 
point  z^  du  petit  cercle,  étant  parcouru  dans  des  sens  contraires  avec 
la  même  racine,  la  somme  des  intégrales  se  réduit  à  la  partie  relative 
au  petit  cercle  décrit/?  fois  successivement,  c'est-à-dire,  d'après  la  for- 
mule (6),  à  2^7rHï.  On  a  ainsi 

«::  +  «::+...-+-  «:;_, = ipr.^M. 

Les  p  lacets  binaires  forment  un  cycle  que  nous  appellerons  encore 
cycle  polaire,  et  qui  donne  la  période  npnMi. 

liO.  Pour  étudier  la  fonction  V,  quand  la  variable  z  devient  très- 
grande,  on  pose  z  =  —  »  M  =  vz'"^,  et  la  fonction  V  prend  la  forme 


-t""'-' 


l'équation  algébrique /(z, m)  =  o  se  change  en  une  équation  algé- 
brique F(z',  ç')  =  o  entre  z'  et  v.  Toutes  les  circonstances  que  nous 
venons  de  rencontrer  peuvent  se  présenter  ici  pour  z'  =  o.  Nous 
allons  du  pointée  ^^  point  0',  sur  la  sphère,  par  un  arc  de  grand 
cercle;  si  pour  a'  =  o  les  m  racines  de  l'équation  f{z\  v)  =  o  sont 
simples  et  finies,  chacune  dés  branches  de  la  fonction  V  est  une  fonc- 
tion holomorphe  de  z\  dans  le  voisinage  du  point  z'  =  o.  Si,  dans  le 
voisinage  du  point  0',  l'équation  a  un  système  circulaire  de  p  racines 
finies  ou  de  p  racines  infinies  d'un  degré  inférieur  à  l'unité,  l'intégrale 
reste  finie,  et  la  branche  correspondante  de  la  fonction  V  acquiert 
p  valeurs  différentes  se  permutant  circulairement  quand  la  variable 
tourne  autour  du  point  0',  qui,  par  rapport  à  cette  branche,  est  un 
point  critique  algébrique.  Si  le  point  0'  est  pôle  par  rapport  à  une 
racine,  la  valeur  correspondante  de  l'intégrale  devient  infinie  en  ce 
point  et  la  branche  de  la  fonction  V  acquiert  une  infinité  de  valeurs  en 
progression  arithmétique;  le  point  0' est,  relativement  à  cette  branche, 

23 
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lin  point  singulier  logarithmique,  à  moins  que  le  coefficient  H  ne  soit 
nul,  et  dans  ce  cas  ce  serait  un  pôle.  Enfin,  si  l'équation  Y {z' ,  v)  =  o 
a  un  système  circulaire  de  p  racines  infinies  d'un  degré  égal  ou  supé- 
rieur à  un,  les  valeurs  correspondantes  de  l'intégrale  deviennent  in- 
finies; quand  la  variable  tourne  autour  du  point  0',  la  branche  de  la 
fonction  V  acquiert/)  valeurs  augmentées  chacune  d'un  multiple  quel- 
conque de  la  période  2pnEi;  le  point  0'  est,  par  rapport  à  cette 
branche  de  la  fonction  V,  un  point  singulier  logarithmique,  à  moins 
que  le  coefficient  H  ne  soit  nul,  et  dans  ce  cas  ce  serait  un  point  cri- 
tique algébrique.  ' 

Nous  savons  (n^39)  qu'au  lacet  qui  sur  la  sphère  unit  le  point  z^ 
au  point  0'  correspond  dans  le  plan  un  circuit  formé  d'une  droite  ^o^et 
d'une  circonférence  d'un  très-grand  rayon,  ayant  pour  centre  le  point  0. 
L'intégrale  définie,  relative  à  l'un  des  lacets  binaires  (0')^  décrit  avec 
la  racine  initiale  m^,  et  dans  le  sens  négatif  pour  un  observateur  placé 
en  0',  est  égale  à  l'intégrale  relative  au  circuit  décrit  avec  la  même  ra- 
cine dans  le  sens  positif;  le  circuit  se  ramenant  à  la  suite  des  lacets  (a,), 
(«a)»  («a)»---»  qui  correspondent  aux  valeurs  finies  de  z,  on  en  conclut 
que  chaque  lacet  binaire  (0')t  est  équivalent  au  chemin  formé  par  cer- 
tains lacets  binaires  tracés  dans  le  plan.  La  considération  du  lacet  (0') 
n'introduit  donc  aucune  valeur  nouvelle  de  l'intégrale  définie,  ni  au- 
cune nouvelle  période. 


Cas  où  l'intégrale  reste  finie  sur  toute  la  sphère. 

111.  Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  que,  si  l'é- 
quation proposée /(z,  m)  =  o  pour  aucune  valeur  finie  de  z,  et  l'équa- 
tion transformée  Y[z\v)=^o  pour  z' =  o,  n'admettent  des  racines 
infinies  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  l'unité,  les  différentes  branches 
de  la  fonction  V  conservent  des  valeurs  finies  sur  toute  la  sphère,  et, 
par  conséquent,  que  la  fonction  V  ne  peut  devenir  infinie  que  par  l'ad- 
dition d'un  nombre  infini  de  périodes.  Cette  condition  d'ailleurs  est 
nécessaire.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  cycle  polaire;  toutes  les  périodes 
proviennent  des  cycles  simples  que  l'on  peut  former  avec  les  lacets  bi- 
naires relatifs  aux  points  critiques. 
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Les  p  lacets  binaires  relatifs  à  un  même  système  circulaire  de  ra- 
cines se  réduisant  à/?  —  i  d'entre  eux,  le  nombre  des  lacets  binaires 
dans  le  plan  est  N  =  2  (/?  —  i).  Nous  en  avons  pris  m  —^  i  pour  former 
un  système  de  lacets  fondamentaux;  il  en  reste  N  — (m—  i)  autres; 
chacun  de  ceux-ci  avec  des  lacets  fondamentaux  formant  un  cycle 
simple,  le  nombre  des  périodes  est  N  —  (m  —  i )  ;  mais  on  peut  en  gé- 
néral les  réduire  à  un  moindre  nombre  de  périodes  distinctes.  Voici 
comment  on  se  rend  compte  de  la  possibilité  de  cette  réduction. 

Nous  remarquons  d'abord  que,  par  une  transformation  facile,  on 
peut  faire  en  sorte  que  les  points  diamétralement  opposés  0  et  0'  sur  la 
sphère  soient  des  points  ordinaires.  Soient,  en  effet,  z,  et  z^  deux  va- 
leurs de  z  pour  lesquelles  réquation/(z,  m)  =  o  n'admette  que  des  ra- 
cines simples  et  finies;  si  l'on  pose  z  —  -^ '-\  aétanl  une  constante 

prise  à  volonté,  les  valeurs  z'  =  o,  z'  =  co  correspondent  respective- 

ment  aux  valeurs  z  =  z,,  z  =  Zj;  si  I  on  pose  en  outre  u  =  —^ -.-> 

a,  \Zi  —  Z\) 

l'intégrale  devient 

V=  r udz=  f    u'dz', 

et  l'équation  proposée/(z,  w)  =  o  du  degré  m  en  m  se  change  en  une 
équation  F  [z',  u')  =  o  du  même  degré  en  u' .  Sur  la  sphère  qui  sert  à 
figurer  la  nouvelle  variable  z',  les  points  0  et  0',  c'est-à-dire  z'  =  o  et 
z'  =  00  ,  sont  des  points  ordinaires. 

Supposons  donc  que  les  points  0  et  0'  sur  la  sphère  soient  des 
points  ordinaires;  dans  l'intégrale  V  faisons  partir  la  variable  de  l'ori- 
gine 0,  la  fonction  u  ayant  une  valeur  initiale  déterminée  «„;  joignons 
le  point  0  aux  différents  points  critiques  a,,  rta»--  du  plan  par  des 
lacets  [fig.  58);  le  nombre  N'  des  lacets  binaires  est  maintenant  plus 
grand  que  N,  puisqu'on  a  ramené  dans  le  plan  le  point  0'  qui  était 
primitivement  un  point  critique.  Le  point  0'  sur  la  sphère  étant  actuel-  q  \^ 

lement  un  point  ordinaire,  le  lacet  (0'),  parcouru  avec  une  racine      jAmaa*.  ^  ^'^^TTjJa 
initiale  quelconque  m^,  ramène  cette  racine  et  donne   une  intégrale     iWi»»^^<\**2    n     » 
définie  nulle;  le  circuit  correspondant  dans  le  plan  jouit  de  la  même      ^^  ''^  /« 

propriété.  Si  donc  on  imagine  le  circuit  parcouru  dans  le  sens  positif 
successivement  avec  chacune  des  racines,  ce  qui  fait  m  circuits  diffé- 

23. 
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rents,  et  si  l'on  écrit  que  la  swiime  des  intégrales  relatives  aux  lacets 
binaires  qui  entrent  effectivement  dans  chaque  circuit  est  nulle,  on  ob- 
tiendra m  relations  linéaires  entre  ces  intégrales.  Chacune  d'elles  donne 
une  relation  entre  les  périodes;  car,  puisqu'un  circuit  peut  être  ra- 
mené à  une  suite  de  cycles  simples  par  l'introduction  de  chemins  formés 

Fig.  58. 


de  lacets  fondamentaux  et  parcourus  chacun  deux  fois  dans  des  sens 
contraires  (n°  105),  il  suffit  de  remplacer  dans  l'équation  les  termes 
qui  se  rappoi'tent  aux  lacets  non  fondamentaux  par  les  périodes  corres- 
pondantes. 

Mais  les  m  relations  ainsi  obtenues  ne  forment  que  m  —  i  relations 
distinctes.  Remarquons  en  effet  qu'un  lacet  binaire  positif  [a)\  entre 
dans  un  circuit  et  dans  un  seul;  car  si,  partant  de  l'entrée  de  ce  lacet 
avec  la  racine  m^,  on  remonte  les  lacets  précédents,  on  arrive  à  l'entrée 
du  circuit  avec  une  racine  déterminée  Wa;  le  lacet  positif  (a)J  entre 
donc  dans  le  circuit  (G)^.  Le  dernier  lacet  binaire  positif  du  système 
circulaire  auquel  appartient  le  lacet  («)^  entre  aussi  dans  un  circujt  (C)f  ; 
comme  on  a  remplacé  ce  lacet  par  l'ensemble  des/>  —  i  premiers  par- 
courus en  sens  négatif,  il  s'ensuit  que  le  lacet  binaire  négatif  (—  a)\ 
entre  dans  le  circuit  (C)J.  Ainsi,  après  la  substitution,  chaque  lacet  bi- 
naire entre  dans  deux  circuits;  dans  l'un  il  est  décrit  dans  le  sens  po- 
sitif, dans  l'autre  en  sens  contraire;  la  période  correspondante  entre, 
par  conséquent,  avec  des  signes  contraires  dans  les  équations  relatives  à 
ces  deux  circuits.  Si  donc  on  ajoute  les  premiers  membres  des  équations 
fournies  par  les  m  circuits,  la  somme  totale,  étant  formée  de  termes 


.wV^ 


\^. 


\»^^ 


.Ax^  çVv'' 


U-.  \a  i^ 


h 
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égaux  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  est  identiquement  nulle,  et 
les  m  équations  se  réduisent  à  m  — i.  On  aura  ainsi  m  —  i  relations 
linéaires  entre  les  N'—  [m  —  x)  périodes;  nous  allons  faire  voir  que  l'on 
peut,  à  l'aide  de  ces  relations,  exprimer  m  —  i  périodes  en  fonction  des 
autres,  de  sorte  que  le  nombre  des  périodes  distinctes  est  N'—  i{m  —  \). 

112.  Sur  la  sphère,  les  lacets  considérés  jusqu'à  présent,  et  que  nous 
appellerons  lacets  de  première  espèce,  sont  formés  d'arcs  de  grand 
cercle  allant  du  point  0  aux  différents  points  critiques  et  de  petits 
cercles  décrits  autour  de  ces  points.  Nous  avons  désigné  par  Wq»  "o---» 
u^_^  les  valeurs  des  m  racines  de  l'équation  au  point  0  ;  désignons  par  u\ , 
w'j , . . .,  M^„_,  lès  valeurs  de  ces  racines  au  point  0'  quand  la  variable  z 
va  de  0  à  0',  en  suivant  le  demi-méridien  OLO'  qui  se  projette  sur  le 
rayon  0/  du  circuit  [fig-  09) .  Nous  pourrons  effectuer  la  permutation 


des  racines  au  moyen  de  lacets  partant  du  point  0'  et  formés,  comme 
les  précédents,  d'arcs  de  grand  cercle  allant  du  point  0'  aux  différents 
points  critiques  et  de  petits  cercles  décrits  autour  de  ces  points;  mais 
rien  n'empêche  de  regarder  ces  nouveaux  lacets  comme  partant  aussi 
de  l'origine  0;  il  suffit  de  faire  précéder  chacun  d'eux  du  demi-méri- 
dien OLO',  et  de  le  faire  suivre  du  même  demi-méridien  O'LO  en  sens 
inverse.  Par  exemple,  si  un  lacet  partant  du  point  0'  permute  les  deux 
racines  u^  et  wj ,  il  est  évident  que  le  même  lacet,  complété  comme 
nous  l'avons  dit,  permutera  les  deux  racines  u^  et  wp.  Nous  donnerons 
à  ces  nouveaux  lacets  ainsi  complétés  le  nom  de  lacels  de  seconde  espèce, 
et  nous  les  distinguerons  de  ceux  de  première  espèce,  en  accentuant  la 
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lettre  qui  indique  le  point  critique.  Remarquons  que,  quand  deux  lacets 
relatifs  au  même  point  critique  et  d'espèces  différentes  sont  décrits  dans 
le  sens  positif,  le  petit  cercle  est  parcouru  dans  le  même  sens;  car,  dans 
les  deux  cas,  l'aire  du  cercle  doit  être  à  gauche  de  l'observateur. 

Soient 

{«)|;,(a)|;,...,fa)|;_, 

les/?  lacets  binaires  de  première  espèce  qui  se  rapportent  à  un  système 
de  p  racines  se  permutant  circulairement  autour  du  point  critique  a. 
Si  l'on  remonte  la  suite  des  lacets  de  première  espèce  à  partir  de  l'entrée 
du  lacet  [a),  successivement  avec  chacune  des  racines  m^^,  w^,,.  •  •»  Wg^_,, 
on  arrivera  à  l'origine  du  circuit  avec  p  racines  différentes  w„^,  w„^,. . ., 
M„  ^  ;  il  en  résulte  que  les/?  lacets  binaires  entrent  respectivement  dans 
les/7  circuits 

(C)::,(C):;,.  .,(C):p;. 

Le  lacet  de  seconde  espèce  (a'),  parcouru  dans  le  sens  positif,  peut 
être  remplacé  par  la  ligne  OABDO,  ou  par  la  ligne  OABO  suivie  de  la 
ligne  OBDO.  Si  on  le  décrit  avec  la  valeur  initiale  m„^,  la  ligne  OABO, 
se  ramenant  à  la  première  partie  du  circuit  (C)^°,  depuis  l'origine  du 
circuit  jusqu'à  la  fin  du  lacet  [a)l\,  conduit  à  la  racine  w^^;  la  seconde 
ligne  OBDO  se  ramenant  à  la  première  partie  du  circuit  (C)";,  depuis 
l'entrée  du  lacet  {a)l\  jusqu'à  l'origine  du  circuit  en  remontant,  conduit 
à  la  racine  m„^;  le  lacet  de  seconde  espèce  unit  donc  les  deux  racines 
"a„  et  M„ -,  on  le  représentera  par  («')";.  En  décrivant  ce  même  lacet 
avec  la  valeur  initiale  w„^,  on  arrivera  à  la  racine  m„^,  et  ainsi  de  suite. 
On  obtiendra  de  la  sorte  les/?  lacets  binaires  de  seconde  espèce. 

permutant  circulairement  les  p  racines  m„^,  w„_,  ..,  w„  .  A  chaque 
système  circulaire  de  p  lacets  binaires  de  première  espèce  correspond 
ainsi  un  système  de/?  lacets  binaires  de  seconde  espèce. 

Il  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  que  les  lacets  de  seconde  espèce 
qui  changent  une  racine  déterminée  u^  en  une  autre  sont  ceux  qui  cor- 
respondent aux  lacets  binaires  de  première  espèce  entrant  effective- 
ment dans  le  circuit  (C)^. 
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Les  m  circuits  nous  ont  donné  m  relations  entre  les  périodes,  et  nous 
avons  vu  que  la  somme  des  premiers  membres  est  identiquement  nulle. 
On  ne  peut  avoir  une  somme  identiquement  nulle  en  ne  prenant  qu'une 
partie  des  équations.  Supposons,  en  effet,  que  la  somme  des  résultats 
fournis  par  les  n  circuits  (C)»,  (C);,...,  (C)"!^,  n  étant  plus  petit 
que  m,  soit  identiquement  nulle.  Si  un  lacet  binaire  de  première 
espèce  (a)|j  entre  dans  l'un  de  ces  circuits,  chacun  des  autres  lacets  bi- 
naires appartenant  au  même  système  circulaire  entrera  aussi  dans  l'un 
d'eux;  ceci  est  nécessaire  pour  que  la  somme  soit  identiquement  nulle. 
Soit  Ma  l'une  quelconque  des  racines  de  la  suite  Wq»  Mi»- • -,  ««-i;  les 
lacets  de  seconde  espèce  qui  changent  cette  racine  en  une  autre  corres- 
pondent aux  lacets  de  première  espèce  qui  entrent  dans  le  circuit  (C)'; 
si  {a)\\  est  l'un  d'eux,  le  lacet  binaire  suivant  (a)|;  du  même  système 
circulaire  entre  dans  un  autre  des  n  circuits,  par  exemple  dans  (C)^; 
le  lacet  de  seconde  espèce  changera  la  racine  m^  en  une  autre  Mp  de  la 
même  suite.  Ainsi,  en  partant  du  point  0'  avec  la  même  valeur  initiale  mJ,  , 
quel  que  soit  le  chemin  suivi  par  la  variable,  la  fonction  ne  pourrait 
acquérir  que  n  valeurs  différentes  u^  ,  m'.  , . . .,  m^_,,  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  l'équation  proposée  du  degré  m  est  supposée  irréductible. 

Cela  posé,  considérons  les  m  relations  entre  les  périodes,  et  négli- 
geons la  dernière  qui  est  une  combinaison  des  précédentes  ;  nous  aurons 
un  système  de  m  —  i  équations  linéaires  et  homogènes  entre  les  pé- 
riodes, ayant  tous  leurs  coefficients  égaux  à  +  i  ou  à  —  i ,  et  telles 
qu'une  période  n'entre  que  dans  une  équation  ou  dans  deux  avec  des 
signes  contraires.  Soit  w,  un  terme  de  la  première  équation ,  on  en 
tirera  la  valeur  de  la  période  w,  exprimée  par  une  somme  algébrique 
d'autres  périodes;  si  elle  n'entre  pas  dans  les  m  —  2  autres  équations, 
celles-ci  formeront  un  système  de  m  —  2  équations  ne  contenant  pas  w, 
et  jouissant  des  mêmes  propriétés  que  les  précédentes;  si  elle  entre 
dans  une  autre  équation,  on  remplacera  celle-ci  par  l'équation  que  l'on 
obtient  en  l'ajoutant  à  la  première,  membre  à  membre,  et  l'on  aura  en- 
core un  système  de  m—  2  équations  ne  contenant  plus  co<  et  jouissant  des 
mêmes  propriétés.  Soit  «a  un  terme  de  la  première  équation  du  second 
système;  on  en  tirera  la  valeur  de  wj  exprimée  par  une  somme  algé- 
brique des  périodes  suivantes  :  si  wj  entre  dans  une  autre  équation,  on 
remplacera  celle-ci  par  l'équation  que  l'on  obtient  en  l'ajoutant  à  la 
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première  membre  à  membre,  et  l'on  obtiendra  un  système  de  m  —  3 
équations  ne  contenant  plus  w,  et  wj  et  jouissant  des  mêmes  propriétés. 
En  continuant  de  la  sorte,  comme  on  n'arrivera  pas  à  une  identité,  on 
sera  conduit  à  une  équation  entre  les  périodes  a),„_,,  w,„,. . .,  qui  don- 
nera la  période  W;„_,  par  une  somme  algébrique  des  périodes  suivantes 
«m.  '^m+t'--'-  En  remontant  de  proche  en  proche,  on  obtiendra  les 
m  —  i  périodes  w,,  wo.-»  ^^hn-t  exprimées  par  des  sommes  de  mul- 
tiples des  autres  périodes. 

113.  Appliquons  les  considérations  précédentes  à  l'intégrale  définie 

Jo     VG(2  — «0(2  —  «0--    (2-«»)        Jo 

u  étant  défini  par  l'équation  du  second  degré 

«.^ \ 

G ( z  —  «1  ) ( 2  —  a-i). .  .{z~  a„) 

Marquons  dans  le  plan  les  n  points  critiques  a,,  «2,...,  a„  dans  l'ordre 
où  ils  se  présentent  quand  le  rayon  vecteur  tourne  dans  le  sens  positif, 
et  formons  les  lacets  qui  joignent  l'origine  à  ces  points  critiques.  Pour 
^  =  o,  la  fonction  u  a  deux  valeurs,  u^  et  m,  =  —  Mo  ;  chaque  lacet  unit 
ces  deux  racines.  Les  deux  valeurs  de  u  deviennent  infinies  en  chacun 

des  points  critiques;   mais,  comme  elles  sont  du  degré  -  inférieur  à 

l'unité,  l'intégrale  conserve  une  valeur  finie  et  acquiert  deux  valeurs 
différentes  quand  la  variable  z  tourne  autour  de  l'un  de  ces  points. 
L'intégrale  définie  relative  à  l'un  des  lacets  [a)  se  réduit  à  la  partie 
relative  à  la  droite  Oa  parcourue  deux  fois  dans  des  sens  contraires  avec 
des  valeurs  de  u  égales  et  de  signes  contraires,  et  par  conséquent  à  deux 
fois  l'intégrale  suivant  la  droite  Oa.  Si  donc  on  appelle  A,,  Aa, . . . ,  A„ 
les  intégrales  définies  relatives  aux  droites  Oa<,  Oa^, . . . ,  Oa„,  décrites 
avec  la  valeur  initiale  Mq,  les  intégrales  relatives  aux  lacets  seront  2  A,, 
2A2,...,  2A„.  Le  premier  lacet  servira  de  lacet  fondamental,  les  autres 
avec  le  premier  formeront  n  —  i  cycles  simples,  et  produiront,  par 
conséquent,  n  —  i  périodes 

&)i  =  2A1  —  aAj,     &)2  =  2A1  —  2A3, ...,     &)„_!  =  2  Ai  —  2A„. 
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Soit  Vo  l'intégrale  définie  relative  à  la  droite  qui  va  de  l'origine  à  un 
point  quelconque  z  du  plan,  quand  on  prend  la  valeur  initiale  Moî  un 
chemin  formé  du  lacet  fondamental  (a,)  suivi  de  la  droite  Oz  donnera 
2  A,  — Vo;  car,  après  le  lacet,  la  fonction  w,  ayant  changé  de  signe,  a 
en  chaque  point  de  la  droite  Oz  une  valeur  égale  et  de  signe  contraire 
à  celle  qu'elle  avait  précédemment.  On  en  conclut  qu'à  chaque  valeur 
de  z  correspondent  deux  séries  de  valeurs  de  V,  savoir  V»  et  2  A,  —  ¥„, 
augmentées  de  multiples  quelconques  des  périodes.  Pour  z  =  «,,  on  a 

V.=  A„     2A.-V.=  A., 

et  les  deux  séries  de  valeurs  de  V  sont  égales  entre  elles;  pour  z  —  a,» 
on  a 

V,=  A„     2A,— V,  =:  2A,— Aj=  Aj -+- 0), , 

et  les  deux  séries  de  valeurs  de  V  sont  encore  égales  entre  elles,  etc. 
Si  l'on  pose  z  =  — ,  «  =  vz'"^,  on  a 


udz  =  —  1      vdz'y 


G(i  — a,z')(i  —  OiZ'). .  .[i  —  a„z') 

Lorsque  n  =  1,  l'intégrale  V  n'admet  qu'une  périodes,  =  2  A,  — 2  As- 
Le  point  0'  sur  la  sphère ,  étant  pôle  de  la  fonction  v,  est  un  point 
critique  logarithmique  de  la  fonction  V  qui  devient  infinie  en  ce  point; 

il  en  résulte  la  période  polaire-^-  Le  lacet  (0')  pouvant  être  remplacé 
par  les  deu<  lacets  successifs  (a,)  et  (oa),  on  a 

(d,  =  7.A|  —  2Aj  := —    -T^' 

y/G 

Quand  n  est  plus  grand  que  2,  la  fonction  V  conserve  une  valeur 
finie  sur  toute  la  sphère.  Lorsque  n  est  impair,  le  point  0'  est  un  point 
critique  par  rapport  à  la  fonction  v,  et  les  n  —  j  périodes  sont  distinctes. 
Mais,  lorsque  n  est  pair,  le  point  0'  étant  un  point  ordinaire,  et  l'in- 
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tégrale  définie  relative  au  lacet  (0'),  ou  au  circuit  correspondant,  étant 

nulle,  on  a 

2 A,  —  2A2  +  2A3  —    .  .  —  2A„  =  o; 

d'où  résulte  la  relation  linéaire 

0)|  —  &)2  -f-  .      .  -f-  &>,|-l  =  O 

entre  les  périodes,  qui  se  réduisent  k  n  —  2  périodes  distinctes.  Ainsi, 
pour  n  =  2n'  —  i  et  n=  irl,  le  nombre  des  périodes  est  le  même  et 
égal  à  27i'  — 2.  C'est  ce  qu'indique  d'ailleurs  la  loi  générale  énoncée 
au  n°  111  ;  dans  les  deux  cas,  il  y  a  sur  la  sphère  2/1'  points  critiques 
unissant  chacun  les  deux  racines  de  l'équation;  on  a  donc  N'=  iri , 
et  le  nombre  des  périodes  distinctes  estN'—  2  —  iri  —  2. 

C'est  Cauchy  qui  a  indiqué  le  premier  d'une  manière  précise  l'ori- 
gine des  périodes  des  intégrales  définies  (Comptes  rendus,  1846).  Nous 
nous  sommes  servis  dans  ce  Chapitre  du  Mémoire  de  M.  Puiseux  sur 
les  fonctions  algébriques,  que  nous  avons  déjà  cité  (n°  34),  et  du 
livre  de  MM.  Clebsch  et  Gordan  sur  les  fonctions  abéliennes  (1866). 
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CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORÈMES    GÉNÉRAUX    SUR    LES    FONCTIONS. 

Fonctions  monotropes . 

114.  Théorème  I.  —  Une  fonction,  holomorphe  dans  une  certaine 
partie  du  plan  y  ne  peut  avoir  toutes  ses  dérivées  nulles  en  un  point,  à  moins 
d'être  constante  dans  cette  étendue. 

Nous  avons  démontré  (n*^  87)  que,  lorsqu'une  fonction /(z)  est  ho- 
lomorphe dans  une  partie  A  du  plan,  elle  admet  une  infinité  de  dérivées 

Fig.  60. 


successives,  qui  sont  toutes  holomorphes  dans  la  même  étendue.  Sup- 
posons que  la  fonction  ait  toutes  ses  dérivées  nulles  au  point  Zq  situé 
dans  cette  partie  du  plan.  Du  point  z^  comme  centre  décrivons  un  cercle 

'        24. 
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compris  dans  la  partie  A  du  plan  [fig-  60);  la  fonction /(z)  est  déve- 
loppable,  d'après  la  formule  de  Taylor,  en  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  et  croissantes  de  z  —  z^,  et  convergente  dans  ce 
cercle  (n°  95).  Si  toutes  les  dérivées  sont  nulles  au  point  Zq»  'a  série  se 
réduit  à/(z)  =/(zo);  il  en  résulte  que  la  fonction  est  constante  dans 
le  cercle,  et  par  conséquent  qu'en  un  point  quelconque  du  cercle  toutes 
ses  dérivées  sont  nulles.  D'un  point  z,  pris  à  volonté  dans  le  premier 
cercle,  comme  centre,  décrivons  un  second  cercle  situé  aussi  dans  la 
partie  A  du  plan;  on  verra  de  même  que  la  fonction /(z)  est  constante 
dans  ce  second  cercle.  En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  dé- 
montrera que  la  fonction  est  constante  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  A. 

Corollaire.  —  Lorsqu'une  fonction,  holomorphe  dans  une  certaine 
partie  du  plan,  conserve  une  valeur  constante  sur  une  ligne,  si  petite  quelle 
soit,  elle  est  constante  dans  toute  cette  étendue. 

Supposons  que  la  fonction  /(z),  holomorphe  dans  la  partie  A  du 
plan,  conserve  une  valeur  constante  quand  la  variable  z  décrit  la 
ligne  ah  située  dans  cette  partie  du  plan.  Prenons  deux  points  voisins  z» 

et  z,  sur  la  ligne  ab-,  le  rapport  ~ —  _  est  nul;  sa  limite,  quand 

le  point  z,  se  rapproche  de  z^,  est  aussi  nulle;  ainsi  la  dérivée/' (z)  est 
nulle  en  tous  les  points  de  la  ligne  ab.  La  seconde  dérivée  est  nulle 
pour  la  même  raison,  et  ainsi  de  suite.  Toutes  les  dérivées  étant  nulles 
en  un  point  Zo  de  la  ligne  ab,  on  en  conclut  que  la  fonction  est  constante 
dans  l'aire  A. 

115.  Théorème  II.  —  Lorsqu'une  fonction  est  holomorphe  dans  une 
partie  f  nie  du  plan,  chaque  racine  est  d'un  degré  entier  et  fini,  et  leur 
nombre  est  limité. 

Soit/(z)  une  fonction  holomorphe  dans  la  partie  A  du  plan  enve- 
loppée par  la  courbe  C;  traçons  à  l'intérieur  une  courbe  C  voisine  de  C. 
Supposons  que  la  fonction /(z)  s'annule  en  un  point  a  situé  à  l'inté- 
rieur de  la  courbe  C;  un  certain  nombre  de  dérivées  successives  peu- 
vent être  nulles  en  ce  point;  mais  il  est  impossible  qu'elles  le  soient 
toutes,  car  alors  la  fonction  serait  nulle  dans  toute  l'aire  A.  Soit  donc  n 
l'ordre  de  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  au  point  a;  si  du 
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point  a  comme  centre  [fig.  6i),  on  décrit  un  cercle  compris  dans  la 
partie  A  du  plan,  la  fonction  proposée  sera  développable  en  une  série 

ou 

/,„=(,._„,rj::i^^_/::;!^„_„,^.,.], 

"^  ^  L  1 . 2 . .  . n        I   2 . . . ( n-h  I ) '  J 

convergente  dans  ce  cercle.  Il  en  résulte  que  le  quotient  de /{z)  par 
(z  —  a)",  quotient  que  nous  désignerons  par  <p(z),  est  dans  le  cercle 
une  fonction  holomorphe,  ne  s'annulant  pas  au  point  a;  c'est  aussi  une 
fonction  holomorphe  dans  la  partie  de  l'aire  A  extérieure  au  cercle, 

Fig.  6i.  . 


comme  quotient  de  deux  fonctions  holomorphes,  dont  la  seconde, 
{z  —  a)",  ne  s'annule  pas.  Ainsi  la  fonction /(z),  holomorphe  dans 
Taire  A  et  s'annulant  au  point  a,  est  égale  au  produit  de  {z  —  a)"  par 
une  fonction  <p(z),  holomorphe  dans  la  même  étendue  et  ne  s'annulant 
pas  au  point  a.  On  dira,  d'après  cela,  que  la  valeur  z  =  aesi  une  racine 
ou  un  zéro  du  degré  n  de  la  fonction /(s). 

Dans  le  cercle  précédent,  dont  nous  appelons /s  le  rayon,  la  fonc- 
tion (p{z)  est  représentée  par  la  série  convergente 

92)=    ■'  H '^ — ■^—!- — Az  —  a)  -f-.... 

^  \  .1.     n        1 .2.  .  .(n  -h  i)^ 

On  peut  assigner  un  nombre  p,  égal  ou  inférieur  à  jO,  tel  que,  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  —  a  dont  le  module  est  inférieur  à  p,,  le  module 


190  LIVRE  IV.  —  CHAPITRE  I. 

du  premier  ternie  soit  plus  grand  que  la  somme  des  modules  de  tous  les 
autres  termes;  il  est  clair  que  le  cercle  décrit  du  point  a  comme  centre 
avec  le  rayon  p,  ne  comprendra  aucune  racine  de  la  fonction  9(2),  et, 
par  conséquent,  ne  comprendra  aucune  racine  de  la  fonction /(z)  autre 
que  a. 

Il  en  résulte  que  le  nombre  des  racines  situées  dans  l'aire  A,  en- 
veloppée par  la  courbe  C  est  limité.  Supposons,  en  effet,  que  cette 
aire  comprenne  une  infinité  de  racines;  divisons-la  en  plusieurs  parties 
d'une  manière  quelconque,  l'une  des  parties  Aj,  au  moins,  comprendra 
une  infinité  de  racines;  subdivisons  celle-ci  en  plusieurs  parties;  l'une 
d'elles  A3,  au  moins,  comprendra  une  infinité  de  racines;  en  continuant 
de  la  sorte,  on  formera  une  série  indéfinie  d'aires  A,,  A2,  Ag,...  de  plus 
en  plus  petites,  comprenant  chacune  une  infinité  de  racines,  et  con- 
tenant chacune  toutes  les  suivantes.  Comme  on  peut  mener  les  trans- 
versales de  manière  que  toutes  les  dimensions  de  l'aire  A„  tendent  vers 
zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment,  il  est  clair  que  les  aires  ont  pour 
limites  un  point  déterminé  z^  du  plan;  il  serait  impossible  de  décrire 
un  cercle  ayant  pour  centre  ce  point  et  ne  comprenant  aucune  racine 
autre  que  le  point  z,. 

C0ROLLA.1RE.  —  De  l'égalité 

/(2)  =  (2  — a)"^(z) 
on  déduit 

f'{z)=z{z  -  a)"-'  [ncfiz]  -f-  (2  -  a  )c^'{z)]  =  (z  -  rO«-4^(z), 

la  fonction  ^{z)  étant  holomorpbe  dans  l'aire  A  et  ne  s'annulant  pas 
au  pointa.  On  en  conclut  qu'une  racine  du  degré  n  de  la  fonction  pro- 
posée est  racine  du  degré  n  —  i  de  la  première  dérivée,  du  degré  n—  2 
de  la  seconde  dérivée,  etc. 

116.  Théorème  III.  —  Lorsqu'une  fonction  est  méromorphe  dans  une 
certaine  partie  du  plan,  il  est  impossible  qui! en  un  point  situé  dans  cette 
partie  du  plan  la  fonction  et  toutes  ses  dérivées  soient  nulles. 

Soit/(z)  une  fonction  méromorphe  dans  la  partie  A  du  plan  enve- 
loppée par  la  courbe  0(^^.62);  traçons  à  l'intérieur  une  courbe 
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fermée  G'  voisine  de  G.  Gonsidérons  un  point  racine  a  situé  à  l'inté- 
rieur de  la  courbe  G';  d'après  la  définition  de  la  continuité,  il  est  pos- 
sible de  décrire,  de  ce  point  comme  centre,  un  cercle  tel,  qu'en  tous 


Fig.  6a. 


les  points  intérieurs  le  module  de  la  fonction  soit  moindre  qu'un     •^*^'  W^Ip 

nombre  donné;  ce  cercle  ne  comprendra  aucun  pôle  de  la  fonction.  ****■ 

Supposons  maintenant  qu'au  point  a  la  fonction  et  toutes  ses  dérivées 
soient  nulles.  Du  point  a  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  ou  inférieur 
à  la  distance  du  point  a  au  pôle  a  le  plus  voisin,  décrivons  un  cercle 
compris  dans  l'aire  A;  lafonclion/(5;),  étant  holomorphe  dans  ce  cercle, 
serait  nulle  dans  toute  l'étendue  du  cercle.  Si  le  rayon  du  cercle  est 
égal  à  la  distance  du  point  a  au  pôle  voisin  a,  on  aurait  un  point  racine 
aussi  rapproché  du  pôle  a  que  l'on  voudrait,  ce  qui  est  impossible.  Si 
le  rayon  est  plus  petit  que  cette  distance,  d'un  point  a'  intérieur  au 
cercle,  avec  un  rayon  égal  ou  inférieur  à  la  distance  du  point  a'  au  pôle 
le  plus  voisin,  décrivons  un  second  cercle  compris  aussi  dans  l'aire  A; 
en  s'avançant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arriverait  à  un  point  ra- 
cine aussi  rapproché  qu'on  voudrait  d'un  pôle,  ce  qui  est  impossible. 

117.  Théorème  IV.  —  Lorsqu  une  fonction  est  méromorphe  dans  une 
partie  finie  du  plan,  les  racines  et  les  pôles  situés  dans  cette  partie  du  plan 
sont  chacun  d*un  degré  entier  et  fini,  et  leur  nombre  est  limité. 

Gonservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  numéro  précédent. 
Soit  a  un  point  racine  situé  à  l'intérieur  de  la  courbe  G';  du  point  a 
comme  centre,  avec  un  rayon  ^  égal  ou  inférieur  à  la  distance  du  point  a 
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au  pôle  le  plus  voisin,  décrivons  un  cercle  compris  dans  l'aire  A;  la 
fonction  f{z)  étant  holomorphe  dans  ce  cercle,  et  toutes  les  dérivées 
ne  s'annulant  pas  au  point  a,  la  racine  a  est  d'un  degré  entier  et  fini  n, 
qui  est  l'ordre  de  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  au  point  a 
(n«  115),  et  l'on  a 

f{z)  =  {z  —  aY(^{z), 

f  [z)  étant  une  fonction  holomorphe  dans  le  cercle  p  et  ne  s'annulant 
pas  au  pointa;  cette  fonction  (p(z),  méromorphe  dans  l'aire  A,  a  les 
mêmes  pôles  et  les  mêmes  racines  que  la  fonction  f{z),  excepté  la 
racine  a. 

On  peut,  en  outre,  déterminer  un  nombre  p,  inférieur  ou  égal  à  p,  tel 
que  le  cercle  décrit  du  point  a  comme  centre  avec  le  rayon  /5<  ne  com- 
prenne aucune  racine  de  la  fonction  (p{z),  et  l'on  démontre,  comme 
précédemment,  que  le  nombre  des  racines  situées  dans  la  partie  A  du 
plan  est  limité. 

Considérons  maintenant  la  fonction  ^t—j  qui  est  méromorphe  dans 

l'aire  A,  comme  la  fonction  /{z),  et  qui  admet  comme  racines  les  pôles 
de  celles-ci.  Soit  a  un  pôle  de  la  fonction /(z);  ce  point  est  une  racine 

d'un  degré  entier  et  fini  n  de  la  fonction  tv^»  et  l'on  a 

=  (2  —  a)"<p(3), 


/(^) 


cp  {z)  étant  une  fonction  méromorphe  dans  l'aire  A,  qui  ne  devient  ni 
nulle,  ni  infinie  au  point  a.  On  en  déduit 


{z-cc)" 


la  fonction  ^{z),  qui  est  égale  à  —r-.^  étant  aussi  méromorphe  dans 

l'aire  A,  et  ne  devenant  ni  nulle,  ni  infinie  au  point  a.  On  dit,  d'après 
cela,  que  la  valeur  z  =  a  est  un  pôle  ou  un  infini  du  degré  n  de  la 
fonction /(z). 

Puisque  la  fonction  yr|—  n'admet  qu'un  nombre  limité  de  racines 
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dans  l'aire  A,  il  en  résulte  que  la  fonction/(z)  n'admet  qu'un  nombre 
limité  de  pôles  dans  cette  étendue. 

118.  Théorème  V.  ~  Une  fonction  f{z),méromorphe  dans  une  partie 
finie  A  du  plan,  est  égale  à  une  fraction  rationnelle^  plus  une  fonction 
holomorphe  dans  cette  partie  du  plan. 

La  fonction /(:;)  admet,  dans  l'aire  A,  un  nombre  fini  m  de  pôles 
a,  /3,  y,...  de  degrés  /^,  /?,  q, En  vertu  du  théorème  précédent,  la 

fonction 

^{z)  =  [z-<xTf{z) 

est  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  a;  elle  peut  donc  se  déve- 
lopper en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  z  —  a,  convergente  dans  un  cercle  dont  le  centre  est  a,  et 
l'on  a 

la  fonction/,  (z)  étant  holomorphe  dans  le  cercle  de  convergence.  On 
en  déduit 

tl>'(ci)     .  J/"-'(«) 

La  fonction/,  {z)  ainsi  définie  est  méromorphe  dans  l'aire  A,  et  admet 
les  mêmes  pôles  que  la  fonction /(z),  excepté  le  pôle  a. 
De  même  la  fonction 

est  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  /3;  si  on  la  développe  en 
série,  on  a  , 

la  fonction  /  (s)  étant  holomorphe  dans  le  cercle  de  convergence.  On 

25 


191  LIVRE  IV.  -  CHAPITRE  I. 

en  déduit 

La  fonction/2(z)  ainsi  définie  est  méromorphe  dans  l'aire  A,  et  admet 
les  mômes  pôles  que  la  fonction /( 5),  excepté  a  et  |3. 

En  continuant  de  cette  manière,  on  arrive  à  une  fonction/^  (^)  ho- 
lomorphe  dans  l'aire  A,  et  l'on  a 

f(z)  ^  — ^^^  + ,    '  ;    H- 


(2  —  a)"        (2  —  a)''-'  z—  a. 

-t-  •  •  •  4- 


{z~(^)p      (z— [3)/'-'  z  — p 

119.  Remarques.  —  La  fonction  ^  [z)  ne  s'annulant  pas  au  point  a, 
il  en  résulte  que  le  coeiïicient  A,,  de  la  première  fraction  qu\,se  rapporte 
à  ce  point  n'est  pas  nulle  ;  il  en  est  de  même  des  coefficients  B^, . . . .  Mais 
les  autres  coefficients  A„_,,. . .,  A,,  B^,,...  peuvent  être  nuls. 

Les  coefficients  A, ,  B, , . . .  des  fractions  du  premier  degré  sont  ce  que 
Cauchy  appelle  les  résidus  de  la  fonction/(s),  relativement  aux  pôles 
a,  |3, . . .,  et  il  les  désigne  «par  le  symbole  C  [Anciens  Eœercices,  1826). 
Ainsi 

La  dérivée/'  [z)  ne  contenant  pas  de  fractions  du  premier  degré,  tous 
ses  résidus  sont  nuls. 

Remarquons  aussi  que  la  fonction  proposée  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

■^^    '       (2— a)»(z  — (3-)/'...' 
la  fonction  F (2)  étant  liolomorphe  dans  l'aire  A. 

120.  Théorème  VI.  —  Lorsqu  une  fonction  f  [z)  est  méromorphe  dans 
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-■Çfi 


z)dz. 


prise  sur  le  contour  de  l'aire  ou  sur  une  courbe  intérieure  infiniment  voi- 
sine, dans  le  sens  positif,  est  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 
relatifs  aux  pôles  situés  dans  cette  partie  du  plan. 

Autour  des  pôles  a,  |3,  y,...  de  la  fonction,  décrivons  des  cercles 
infiniment  petits  [fig.  63),  et  joignons-les  au  contour  C  de  l'aire  par 


Fig.  63. 


des  transversales  aa,,  bb^,  ce ;  si  l'on  conçoit  que  l'on  ait  enlevé 

les  petits  cercles,  il  reste  une  aire  dans  laquelle  la  fonction /(:;)  est 
holomorphe,  et  dont  le  contour,  parcouru  dans  le  sens  positif,  c'est- 
à-dire  dans  un  sens  tel  que  l'observateur  ait  toujours  à  sa  gauche  l'aire 
elle-même,  est  la  ligne  fermée 

«rt,  a-i  tti  ahhi  Ih  b,  bccx  c->  c,  ca. 

En  vertu  du  théorème  du  n**  82,  l'intégrale  prise  le  long  de  cette  ligne 
est  nulle.  Les  transversales,  étant  parcourues  deux  fois  dans  des  sens 
contraires,  donnent  dans  l'intégrale  des  résultats  égaux  et  de  signes 
contraires;  on  peut  les  supprimer.  Il  reste  la  courbe  G  parcourue  dans 
le  sens  positif,  et  les  petites  circonférences  parcourues  chacune  dans  le 
sens  négatif  par  rapport  à  l'aire  du  cercle.  On  en  conclut  que  l'inté- 
grale définie  relative  à  la  courbe  C  est  égale  à  la  somme  des  inté- 

25. 
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grales  relatives  aux  circonférences  infiniment  petites,  décrites  chacune 
dans  le  sens  positif  par  rapport  à  l'aire  du  cercle  [fig.  64). 


Évaluons  maintenant  les  intégrales  relatives  à  ces  petites  circonfé- 
rences. Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  relative  à  la  circonférence 
dont  le  centre  est  le  pôle  a.  Nous  avons  vu  que 

la  fonction  /,  [z)  étant  holomorphe  dans  le  cercle.  Si  l'on  pose 
il  vient 

-'  ^     '         p»  p"-'  p  J    \    n 

Les  n  —  i  premières  intégrales  sont  nulles;  la  suivante  a  pour  va- 
leur 27r;  quant  à  la  dernière,  puisque  la  fonction/,  [z)  est  holomorphe 
dans  le  cercle,  elle  est  aussi  nulle.  On  a  donc 


^  f    f{z)dz^A^. 


Les  intégrales,  le  long  des  autres  circonférences,  donnent  pareille- 
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ment  B,,  G<,.. ..  On  en  déduit 


— .   r     /■(z)c?z  =  A,-+-B, +  C, -h.... 


'(C) 

121.  Lemme.  —  Lorsqu'une  fonction  f[z)  est  méromorphe  dans  une 
partie  A  du  plan  y  le  résidu  de  la  fonction  D  \o^f{z)  en  chacun  des  points 
est  égal  à  l'ordre  de  la  fonction  f[z)  en  ce  point. 

Il  résulte  du  théorème  IV  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  fonc- 
tion/(s)  en  un  point  t  situé  dans  la  pariie  A  du  plan,  il  existe  un 
nombre  entier  n,  positif,  négatif,  ou  nul ,  tel  que  le  quotient 


[z-tf 


ne  devienne  ni  nul,  ni  infini  au  point  t\  ce  nombre  entier  n  est  ce 

qu'on  appelle  \' ordre  de  la  fonction/(z)  au  point  t.  Lorsque  la  fonc- 

tion/(z)  n'est  ni  nulle,  ni  infinie  au  point  /,  l'exposant  n  ou  Tordre, 

en  ce  point,  est  égal  à  zéro;  lorsqu'elle  s'annule,  l'ordre  est  positif; 

lorsqu'elle  devient  infinie,  l'ordre  est  négatif. 

f  iz) 
La  fonction   Dlog/(z)  =''j^i  quotient  de  deux  fonctions  méro- 

morphes  dans  l'aire  A,  est  aussi  méromorphe  dans  cette  partie  du  plan; 
ses  pôles  ne  peuvent  être  que  les  zéros  ou  les  infinis  de  f{z).  Soit 
d'abord  a  un  zéro  du  degré  n  de  f{z),  on  a 

/(z)  =  (2-fl)-cp(2), 

la  fonction  f{z)  he  devenant  ni  nulle,  ni  infinie  au  point  a.  On  en 
déduit 

oj  ^    1       z  ^  a        9(2) 

Ainsi  le  point  a  est  un  pôle  simple  de  la  fonction  D  log/(2),  et  le  ré- 
sidu correspondant  est  n.  Soit  maintenant  a  un  infini  du  degré  p 
de/(z);  on  a 

/(2)=r.(3-a)-/'a/{s), 
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la  fonction  ^|^  {z)  ne  devenant  ni  nulle,  ni  infinie  au  point  a.  On  en 
déduit 

On  en  conclut  que  le  point  a  est  un  pôle  simple  de  la  fonction  Dlog/(2), 
et  le  résidu  correspondant  est  — /?. 

122.  Théorème  VII.  —  Lorsqu'une  fonction  f[z)  est  méromorplte 
dans  une  partie  du  plan,  à  contour  simple,  la  somme  des  ordres  de  la 
fonction,  dans  cette  partie  du  plan,  est  égale  à  V intégrale  définie 


~.Jï)\ogf{z)dz, 


relative  au  contour  de  l'aire  ou  à  une  courbe  infiniment  voisine,  prise 
dans  le  sens  positif 

Désignons  par  a  l'un  quelconque  des  zéros  et  par  a  l'un  quelconque 
des  infinis  de  la  fonction /(^j;  appelons  n  le  degré  du  zéro,  p  celui 
de  l'infini.  Nous  avons  vu  que  la  fonction  Dlog/(z)  admet  comme 
pôles  simples  les  points  a  et  a,  et  que  les  résidus  correspondants  de 
cette  fonction  sont  n  et  —  p.  Nous  savons  aussi  que  l'intégrale  définie 


^J^^-gfi 


z)dz. 


relative  au  contour  C  de  l'aire,  est  égale  à  la  somme  des  résidus  de 
la  fonction  Dlog/(z),  relatifs  aux  pôles  de  cette  fonction  situés  dans 
cette  partie  du  plan.  On  a  donc 

Remarque.   —   L'intégrale  détlnie  que  nous  venons  de  considérer 
est  égale   à  la  variation  de  la  fonction  — =  \os,f{z),   auand   la  va- 

riable  z  décrit  la  courbe  fermée  G.   Si   l'on  pose  f(z)  =  rê\  on  a 

I                             Lr           0 
log/(^)  ^  Lr  4-  Oi,   —  log/(^)  ==  —  -} :  quand  la  variable  z. 
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après  avoir  décrit  la  courbe  C,  revient  au  point  de  départ,  le  module  r 
de  la  fonction /(^j  reprend  sa  valeur  primitive,  et  l'argoment  devient 
S  -f-  ^kn,  k  étant  un  certain  nombre  entier;  l'intégrale  définie  est  donc 
égale  au  nombre  entier^,  et  l'on  a  2n —  lp  =  k.  Ainsi  l'on  peut  énoncer 
le  théorème  précédent  en  disant  que  l'on  obtient  la  somme  des  ordres 
.  d'une  fonction/(z),  méromorphe  dans  une  partie  du  plan,  en  divisant 
par  2  7:  la  variation  de  l'argument  de  la  fonction  sur  le  contour  de 
l'aire. 

On  arrive  directement  à  ce  résultat  en  remarquant  que,  d'après 
le  théorème  IV,  la  fonction /(s)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

la  fonction  tp  étant  holomorphe  dans  la  partie  du  plan  considérée,  et 
ne  s'annulant  pas.  D'après  le  raisonnement  du  n'^  21,  la  variation  de 
l'argument  de  9(2)  sur  la  courbe  C  est  nulle.  Les  variations  des  argu- 
ments des  binômes  (z  —  a)", ....  {z  —  a)"'', . .  .  sont  d'ailleurs  res- 
pectivement égales  à  2/i;r, . . . ,  —  ^pn, ....  Donc  la  variation  de  l'ar- 
gument de /{z)  sur  la  courbe  C  est  égale  à  ii:(1n  —  Ip). 

Lorsqu'une  fonction /(s)  est  holomorphe  dans  une  partie  du  plan  à 
contour  simple,  la  variation  de  son  argument  sur  la  courbe  C  se  réduit 
à  iitln,  ce  qui  donne  le  nombre  des  racines  situées  dans  cette  partie 
du  plan. 

Les  deux  théorèmes  précédents,  qui  ont  une  grande  importance 
dans  la  théorie  des  équations,  sont  dus  à  Cauchy. 

0        123.  Appliquons  cette  méthode  à  l'équation 

f{u)  =  a  —  Ç  —  zsinu  -—  o, 

que  l'on  rencontre  en  Astronomie,  et  dans  laquelle  z  est  un  nombre 
réel  et  positif,  Ç  une  quantité  réelle  comprise  entre  o  et  tt.  Cherchons  le 
nombre  des  racines  comprises  dans  le  rectangle  AA'B'B  [fig.  65)  formé 
par  des  parallèles  AB,  A'B'  à  l'axe  O7,  menées  à  des  distances  égales 
à  mn  et^à  (m-h  i);r,  m  étant  un  nombre  entier,  et  par  des  parai- 
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lèles  AA',  BB'  à  Taxe  0^,  à  une  distance  très-grande  h  de  part  et  d'autre. 
La  variation  tie  l'argument  de /(m)  sur  le  contour  du  rectangle  est 


Fig. 

65. 

V 

P 

^ 

B' 

1 

0 

î 

X 

K 

, 

A' 

égale  à  la  somme  de  ses  variations  sur  les  quatre  côtés. 
Sur  les  côtés  AA',  B'B,  on  a 


u  =:  xqzbij 


Zl 


xi±.b fi—xizfb 


f{u)=::X-i;Zpbi+-ie 

La  distance  b  étant  très-grande,  on  peut  réduire  cette  expression  à  son 
terme  principal 


Zl      ,       .  Zl 

—  e^e"     ou e°e~^'. 

1  2 


pA  /s. — xi 


Sur  le  côté  AA',  x  croissant  de  mn  à  (m  +  i)7r,  l'argument  de /(m) 
éprouve  une  variation  égale  à  +;:;  sur  le  côté  B'B,  x  décroissant 
de  [m  +  \)u  à  mxr,  l'argument  de /(a)  éprouve  encore  une  varia- 
tion égale  à  4-  7:.  La  somme  des  variations  de  l'argument  sur  les  deux 
côtés  opposés  AA',  B'B  est  donc  +  i%. 
Sur  le  côté  BA,  on  a 

■  V      r  i—i^z,  n 

yniTi  —  c,       2(m7r  — Ç)  J     ^ 


fin 


mrz  —  Ç 


I  +  i 
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et,  en  désignant  par  ô  l'arsTument  de  ^> 


lang0=  — ■■ y —r^i^^-^'^)' 


t:  .      .    TT 


Lorsque/ varie  de   -h  oo  à   —  x>  ,  Targumentô  varie  de  —  -  à  H — 

ou  de  H —  k  — ^»  et,  par  conséquent,  éprouve  une  variation  égale 

à  +  7r  ou  à   —  71,  suivant  que  la  quantité  c  —  — —-y  est  positive  ou 
négative. 

Sur  le  côté  A'B',  comme  y  varie  de  —  qo  à  h-  go  ,  la  variation  de  Tar- 

gument  est  égale  à -h  ;r  OU  à —;r,  suivant  que  la  quantité  c'= 


(m  +  i)7r  — Ç 

est  négative  ou  positive.  Mais,  excepté  lorsque  m  =  o,  le  signe  de  c' 
est  contraire  à  celui  de  c;  la  somme  des  variations  de  l'argument 
dey(M)  sur  les  deux  côtés  opposés  BA,  A'B',  est  donc  -+-  2  7r  ou  —  27r, 
suivant  que  la  quantité  c  est  positive  ou  négative.  Dans  le  premier  cas, 
qui  se  présente  lorsque  m  est  un  nombre  positif  pair,  ou  négatif  im- 
pair, la  variation  de  l'argument  sur  le  contour  du  rectangle  est  4^» 
d'où  l'on  conclut  que  le  rectangle  comprend  deux  racines  qui  sont 
réelles  ou  imaginaires  conjuguées;  dans  le  second  cas,  qui  se  présente 
lorsque  m  est  un  nombre  positif  impair,  ou  négatif  pair,  la  variation 
est  nulle,  d'où  l'on  conclut  que  le  rectangle  ne  comprend  aucune  ra- 
cine. Lorsque  m  =  o,  les  deux  quantités  c  et  c'  ayant  le  même  signe, 
les  variations  sur  BA  et  A'B'  sont  égales  et  de  signes  contraires,  de 
sorte  que  la  variation  sur  le  contour  du  rectangle  est  égale  à  -h  2n; 
on  en  conclut  que  ce  premier  rectangle  contient  une  seule  racine,  qui 
est  réelle. 

124.  Théorème  VIIL  —  La  fonction  S{z)  n'a  qu'une  racine  dans 
chaque  parallélogramme  (w,  w'). 

Considérons  le  parallélogramme  ABDG  [fig.  66),  dont  le  sommet  A  est 
un  point  quelconque  z^  du  plan,  les  sommets  B  et  C  les  points  ^o  -t-  w, 
Zf)-+-ui'.  La  fonction  S{z-)  étant  holomorphe,  le  nombre  des  racines 
contenues  dans  le  parallélogramme  est  égal ,  d'après  le  théorème  pré- 

26 
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cèdent,  à  l'intégrale  définie 


^.J'DlogQ{z)dz, 


relative  au  contour  du  parallélogramme.  La  fonction  @{z)  admettant 

la  période  w,  ainsi  que  sa  dérivée  Q'{z),  la  fonction  Dlog©  {z)  —  " 

yy  [z) 

reprend  la  même  valeur  aux  points  homologues  des  côtés  opposés  BD, 

Fig.  66. 


GA;  ces  côtés,  étant  parcourus  dans  des  sens  contraires,  donnent  dans 
l'intégrale  des  quantités  égales  et  de  signes  contraires.  D'autre  part, 
si  z  désigne  un  point  du  côté  AB,  z  +  w'  sera  le  point  homologue  du 
côté  opposé  DC,  et  l'on  aura  pour  ces  deux  côtés 

— .   f    [Dloge(2)-Dlog0(2-+w')]c/2. 

2^^  t/AB 

De  la  relation  (n^'TS) 


on  déduit 


e(z-f-co')  =  e  -^'""^"'^ei^), 


Dlog0(z-h  &)'}=:-  — +Dlog0(z), 

(ù 


et  l'intégrale  précédente  se  réduit  à 


z„  -+■  w 

dz  =  1. 


Ainsi  tout  parallélogramme,  tel  que  ABDC,  comprend  une  seule  ra- 
cine de  la  fonction  6,  et  cette  racine  est  simple. 
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125.  Corollaire.  —  Nous  avons  vu  aussi  (n'^TS)  que  la  fonction  0(z) 
s'annule  pour  toutes  les  valeurs  représentées  par  la  formule 


1-  m  6)  -f-  m  M  , 


dans  laquelle  m  et  m'  sont  des  nombres  entiers  quelconques.  Suppo- 
sons que  le  plan  soit  divisé  en  un  réseau  de  parallélogrammes  égaux  ^ 
au  précédent,  et  que  le  sommet  A  coïncide  avec  l'origine,  la  formule 

donne  un  zéro  z  — placé  au  centre  du  parallélogramme  ABDC; 

comme  on  ajoute  ensuite  des  multiples  de  w  et  to',  elle  en  donne  un 
placé  au  centre  de  chaque  parallélogramme;  puisque  chaque  parallélo- 
gramme ne  comprend  qu'un  zéro,  il  s'ensuit  que  la  formule  représente 
tous  les  zéros. 

La  même  conclusion  s'applique  aux  quatre  fonctions  ô  définies  par 
les  formules  (5)  du  n°  74;  les  formules  (9)  du  même  numéro  repré- 
sentent tous  les  zéros  de  ces  fonctions.  On  connaît  ainsi  tous  les  zéros  et 
tous  les  infinis  des  trois  fonctions  elliptiques  X(z),  fJt(2),  v(z)  (n°76). 

i26.  Théorème  IX.  —  Lorsqu  une  fonction  est  holomorphe  dans  toute 
rétendue  du  plan,  et  que  son  module  reste  moindre  quune  quantité  déter- 
minée^  cette  fonction  est  constante. 

Une  fonction /(z),  holomorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan,  est  dé- 
veloppable  en  une  série  entière 

f{z)  =  a,  4-  u,z  -f-M}Z»  +  .  .   , 

et  convergente,  quelle  que  soit  la  variable  z;  les  coefficients  de  la  série 
sont  donnés  par  la  formule  (n°  94) 


u„=-^    r^"  fire'")e-"''d9, 


dans  laquelle  le  rayon  r  est  arbitraire.  Si,  sur  la  circonférence  r,  le 
module  de  la  fonction/(z)  reste  moindre  qu'une  quantité  déterminée  M, 

M 

celui  du  coefficient  M„  sera  moindre  que  — -,  comme  on  peut  supposer  le 

26. 
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rayon  r  aussi  grand  qu'on  veut,  on  en  conclut  que  le  module  de  u^  est 
nul.  Ainsi  tous  les  coeffîcienls  de  la  série,  à  partir  du  second,  sont  nuls, 
et  par  conséquent  la  fonction  est  égale  à  une  constante  Mo- 

Ce  théorème  fondamental  est  dû  à  M.  Liouville.  On  en  conclut  (\w'une 

fonction,  holomorphe  sur  toute  la  sphère,  est  constante.  Il  en  résulte  que, 
lorsqu'une  fonction  n'est  pas  constante,  elle  doit  avoir  sur  la  sphère  un 

|ou  plusieurs  points  singuliers  où  elle  cesse  d'être  holomorphe.  Ainsi 
la  fonction  e'  est  holomorphe  sur  toute  la  sphère,  excepté  au  point  0', 
qui  est  un  point  d'indétermination  (n"  59). 

127.  Théorème  X.  —  Lorsque  deux  fonctions,  méromorphes  dans 
toute  rétendue  du  plan,  admettent  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis, 
chacun  au  même  degré,  leur  rapport  est  une  fonction  holomorphe  dans 
toute  l'étendue  du  plan;  si,  de  plus,  le  module  du  rapport  reste  moindre 
quune  quantité  déterminée,  le  rapport  est  constant. 

Soient /(2)  et  F(z)  les  deux  fonctions  proposées.  Si  a  est  un  zéro 
commun,  du  degré  /i,  on  a,  d'après  le  théorème  V, 

f{z)  =  {z-aYS\{z),     F(i;)  =  (z-a)"F.(2), 

les  fonctions /,  (z)  et  ^k[z)  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  du 
pointa,  et  ne  s'annulant  pas  en  ce  point;  on  en  conclut  que  le  rapport 

Y_{z)  _  F.(z) 

reste  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  a.  Si  a  est  un  pôle  ou  un 
infini  commun,  du  degré  n,  on  a,  d'après  le  même  théorème, 

les  fonctions/,  (s)  et  ^\{z)  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  du 
point  a,  et  ne  s'annulant  pas  en  ce  point;  on  en  conclut  encore  que  le 
rapport 

F(z)  ^F.(z) 
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■p  /  _  \ 
reste  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  a.  Le  rapport  jr—-  est  donc 

une  fonction  holomorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

Si  le  module  de  ce  rapport  reste  moindre  qu'une  quantité  déter- 
minée, il  résulte  du  théorème  précédent  que  ce  rapport  est  constant. 

128.  Théorème  XI.  —  Toute  fonction,  holomorphe  sur  toute  la  sphère, 
excepté  au  point  0',  quelle  admet  comme  pôle,  est  une  fonction  entière.    * 

Si  l'on  pose  z  =    ,»  la  fonction  proposée /(z)  devient  une  fonction 
de  z'y  que  nous  désignerons  par  9(2').  Cette  fonction 


')-/(^)-/(^) 


^(z')  = 


est  holomorphe  par  rapport  à  la  nouvelle  variable  z\  excepté  pour 
z'  =  o.  Dire  que  sur  la  sphère  le  point  0'  est  pôle  de  la  fonction/(z), 
c'est  dire  que,  dans  le  plan  des  z',  le  point  z'  =  0  est  pôle  de  la  fonc- 
tion <f(z').  D'après  le  théorème  IV,  il  existe  un  nombre  n,  entier  et  fini, 
tel  que  le  produit  ^{z')  =  z'"(p(s')  reste  holomorphe  dans  le  voisinage 
du  point  0',  et  par  conséquent  dans  un  cercle  décrit  du  point  0'  comme 
centre,  avec  un  certain  rayon  r,  sur  le  plan  des  z'  \  cette  fonction  est 
développable  en  une  série  entière,  convergente  dans  ce  cercle,  et  l'on  a 

(l).  (].(z')  =  Ao  +  A.z'4-  A,2'*  4-    .    -H  A.-.V"-' -i-2'"P, 

en  posant 

(a)  P=:r  A„ -f- A„H.,z' -+- A„+,z'- 4- 

De  l'équation  (i)  on  déduit 

P,     ,.  A9  Ai  A||_i 

""  T  V     ;       2'"        z'"-'       ■    ■         z' 
ou 

(3)  P=/(z)-A,2''-A.2''-'  — ...-A„^.z. 
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Au  cercle  r  décrit  du  point  0'  comme  centre  sur  le  plan  des  z'  corres- 
pond sur  la  sphère  un  cercle  R,  qui  divise  la  surface  de  la  sphère  en 
deux  zones,  contenant,  l'une  le  point  0,  l'autre  le  point  0';  d'après 
l'équation  (3),  la  quantité  P  est  holomorphe  dans  la  première  zone; 
comme  elle  est  représentée  par  la  série  (2)  dans  la  seconde  zone,  elle 
est  aussi  holomorphe  dans  cette  seconde  zone;  la  quantité  P  est  donc 
holomorphe  sur  toute  la  sphère,  et  par  conséquent,  en  vertu  du  théo- 
rème IX,  c'est  une  constante  A„.  On  déduit  de  là,  d'après  l'équation  (3), 

/(z)  =  Ao2"  4- A, z«-' + . . .  +  A„. 

Ainsi  la  fonction  proposée  est  une  fonction  entière  d'un  degré  égal  au 
degré  du  pôle  0'. 

129.  Théorème  XII.   —  Toute  fonction ,  méromorphe   sur  toute  la 
sphère  y  est  une  fraction  rationnelle. 

Supposons  d'ahord  que  le  point  0'  soit  un  point  ordinaire  de  la 

fonction /(^j;  si  l'on  pose  z  =  — »  cela  signifie  que  la  fonction/)  ^) 

est  holomorphe  dans  un  cercle  décrit  du  point  0'  comme  centre,  avec 
un  certain  rayon  r,  sur  le  plan  desz';  à  ce  cercle  correspond  sur  la 
sphère  un  cercle  R,  qui  divise  la  sphère  en  deux  zones,  comprenant, 
l'une  le  point  0,  l'autre  le  point  0';  tous  les  pôles  de  la  fonction /(z) 
étant  situés  sur  la  première  zone,  c'est-à-dire  dans  le  cercle  décrit  du 

point  0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  -  sur  le  plan  des  z,  d'après 

le  théorème  IV,  leur  nombre  est  limité.  Si  le  point  0'  est  un  pôle,  on 
peut,  du  point  0'  comme  centre,  avec  un  certain  rayon  r,  décrire  sur 
le  plan  des  z'  un  cercle  qui  ne  comprenne  aucun  pôle  de  la  fonction 

f[^\  autre  que  le  point  0';  tous  les  pôles  de  la  fonction /(z)  autres 

que  le  point  0'  sont  donc  situés  dans  le  cercle  décrit  du  point  0  comme 

centre  avec  le  rayon  -  sur  le  plan  des  z,  et  par  conséquent  leur  nombre 

est  encore  limité.  Ainsi,  dans  tous  les  cas,  une  fonction  méromorphe 
sur  toute  la  sphère  n'admet  qu'un  nombre  limité  de  pôles. 

Cela  posé,  désignons  par  a,  |3, . . .  les  pôles  de  la  fonction/(z)  autres 
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que  le  point  0',  par /i, /?, . . .  leurs  degrés;  on  peut,  d'après  le  théo- 
rème V,  déterminer  des  sommes  de  fractions  simples,  telles  que  la 

différence 

A„  A, 


<p{-2)=/(2) 


{z  —  oc.)" 


soit  holomorphe  sur  la  première  zone.  Si  la  fonction  proposée/(z)  est 
holomorphe  en  0',  la  fonction  (^(z)  sera  holomorphe  sur  toute  la 
sphère,  et  par  conséquent  ce  sera  une  constante  (n^  126).  Si  le  point  0' 
est  pôle  de  /(^),  ce  sera  un  pôle  du  même  degré  de  (p(^);  cette  der- 
nière fonction,  étant  holomorphe  sur  toute  la  sphère,  excepté  au 
point  0',  qu'elle  admet  comme  pôle,  est  une  fonction  entière  d'un  degré 
égal  à  celui  du  pôle  0'  (n°  128).  Il  résulte  de  là  que  la  fonction /(^) 
est  le  quotient  de  deux  fonctions  entières,  telles  que  l'excès  du  degré 
du  dénominateur  sur  celui  du  -numérateur  est  égal  à  l'ordre  de  la 
fonction/(z)  au  point  0'. 

Il  est  évident  que  la  somme  des  ordres  d'une  fraction  rationnelle  sur 
toute  la  sphère  est  nulle.  ' 


Fonctions  polytropes. 

130.  Les  fonctions  algébriques,  que  nous  avons  étudiées  dans  le 
Chapitre  II  du  Livre  1,  constituent  une  première  classe  de  fonctions 
polytropes;  elles  ont  un  nombre  fini  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de 
la  variable,  et  n'admettent  sur  toute  la  sphère  que  deux  sortes  de  points 
singuliers,  savoir  des  pôles  et  des  points  critiques  algébriques.  j  %si  ^ 

Une  équation /(z,  u)  =  o,  dont  le  premier  membre  est,  non  plus  un  ^  .JL^Jjij'^  j^^ 
polynôme  entier  en  z  et  m,  mais  une  fonction  holomorphe  des  deux 
variables  z  et  w,  dans  le  voisinage  des  valeurs  a  et  b,  définit  une  fonc- 
tion implicite  u  àe  z  qui  jouit  de  quelques-unes  des  propriétés  des 
fonctions  algébriques.  Nous  remarquons  d'abord  que  la  racine  b  est 
d'un  degré  entier  et  fini  de  multiplicité,  puisque/(z,  u),  où  l'on  regarde 
z  comme  une  constante  a,  est  une  fonction  holomorphe  de  u  dans  le 
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voisinage  de  la  valeur  6  (n°  115).  Le  théorème  sur  la  continuité  des 
racines  subsiste  :  si  pour  z  =  a  l'équation  a  n  racines  égales  à  6,  pour 
une  valeur  de  z  voisine  de  a  elle  a  n  racines  voisines  de  6,  et  ces 
n  racines  forment  un  ou  plusieurs  systèmes  circulaires;  car  on  peut 
répéter  ici  les  raisonnements  que  nous  avons  faits  aux  n°^  28  et  32, 
Soient  m,,  Wg,.. .,  w^  les  p  racines  d'un  système  circulaire;  quand  la 
variable  z  tourne  autour  du  point  a,  une  branche  de  la  fonction  u 
acquiert  successivement  les/?  valeurs  u^,  u.^,...,  Up\  après/?  tours,  elle 
reprend  sa  valeur  primitive  u^ .  Si  l'on  pose  z  =  a  -h  ^',  z'  =  z"p^  quand 
z"  décrit  une  petite  circonférence  autour  du  point  z"  =  o,  z'  décrit 
p  circonférences  autour  du  point  z'  =  o,  et  par  conséquent  u  reprend 
sa  valeur  primitive;  on  en  conclut  que  u  est  une  fonction  holomofphe 
de  z"  dans  le  voisinage  du  point  s"=  o,  et  par  conséquent  est  dévelop- 
pable  en  une  série  entière  par  rapport  à  la  variable  z", 

u  —  b=:Az"'i  +  'Bz"i^'  -i-    ... 

Les/?  valeurs  du  système  circulaire  sont  représentées  par  la  même  série 

1          l±i 
u  —  b  --  \  z'r  -f  B  z'  ''    -4- 

En  particulier,  si  /?  —  i ,  la  branche  de  la  fonction  u  est  holomorphe 
dans  le  voisinage  du  poipt  a. 

Supposons  que  le  premier  membre  de  l'équation  proposée/(2,  m)  =  o 
soit  une  fonction  holomorphe  des  deux  variables  z  et  w  pour  toutes  les 
valeurs  finies  de  chacune  d'elles.  On  obtient  les  valeurs  finies  de  z  pour 
lesquelles  l'équation  admet  des  racines  égales  en  cherchant  les  valeurs 
de  z  et  de  M  qui  satisfont  aux  deux  équations  simultanées 

fiz,  n)-=rzO.        r^   =  O. 

Dm 

Lorsque,  dans  le  voisinage  d'une  de  ces  valeurs  de  z,  une  racine  n'est 
pas  holomorphe,  elle  appartient  à  un  système  de  racines  qui  se  per- 
mutent autour  de  ce  point,  et  il  peut  arriver  qu'à  un  même  point  cri- 
tique correspondent  une  infinité  de  systèmes  circulaires  de  racines. 
L'analogie  avec  les  fonctions  algébriques  cesse  d'exister  lorsqu'à 
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une  valeur  finie  de  z  correspond  une  valeur  infinie  de  m;  car,  si  l'on 
pose  M  =  — 5  l'équation  ne  se  transforme  pas  en  général  en  une  équa- 
tion entre  z  et  u'  ayant  son  premier  membre  holomorphe  pour  les 
valeurs  de  u'  voisines  de  zéro.  Ces  valeurs  de  z  sont,  en  général,  non 
des  pôles  ou  des  points  critiques  algébriques,  mais  des  points  singuliers 
transcendants.  L'analogie  n'existe  pas  non  plus  pour  les  valeurs  infinies 

de  z\  car,  si  l'on  pose  z—-—^  l'équation  ne  se  transforme  pas  en  gé- 
néral en  une  équation  entre  z'  et  m,  ou  entre  z'  et  u',  ayant  son  premier 
membre  holomorphe  pour  les  valeurs  de  z'  voisines  de  zéro;  de  sorte 
que  sur  la  sphère  le  point  0'  est  un  point  singulier  transcendant. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  sinw  —  z=  o,  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  holomorphe  de  i;  et  de  m  pour  toutes  les  va- 
leurs finies  de  ces  variables,  et  qui  définit  la  fonction  u  =  arcsin^,  que 
nous  avons  étudiée  au  n**  62.  Les  deux  équations  simultanées 


smu 


^/ 


z  =  o,      --^- 
ÔU 


ces  M  =  O 


sont  satisfaites  par  les  valeurs 


am 


z={ 


I, 


m  étant  un  nombre  entier  quelconque.  A  chacune  des  valeurs  z  =  ±  t 
correspondent  une  infinité  de  groupes  de  deux  racines  égales;  on  a  ainsi 
deux  points  critiques  z  =  ±i,  autour  desquels  se  permutent  les  deux 
racines  d'un  même  groupe.  Si  l'on  pose,  en  effet, 


z  =  {—i)r{i  —  z'),     u  =  (im-hi)-  ~hu'. 


l'équation  devient 


z'  +  CCS  a'—  I  —  o. 


et,  en  développant  en  série, 

\  2/1 .2.0.4 


=  o; 


>7 
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à  une  valeur  infiniment  petite  de  z'  correspondent  deux  valeurs  infini- 
ment petites  de  m',  dont  les  valeurs  approchées  sont  m'=\/2z''. 

La  fonction  u  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  z\  mais 
elle  devient  infinie  quand  z  augmente  indéfiniment.  Si  l'on  pose 


l'équation  devient 


I  I 

Z=—t        M=^- 
Z  U 


2  sm  — 
II 


le  premier  membre  est  indéterminé  pour  m'  —  o. 

(j  ^   131.  Revenons  à  l'équation 

(i)  f[u,z)=zu  —  Ç  — 2sinM=;:o, 

dans  laquelle  Ç  est  une  quantité  réelle.  Nous  avons  vu  (n"  123)  que, 
lorsqije  ^  est  réelle,  l'équation  admet  une  infinité  de  racines;  l'une 
d'elles  se  réduit  à  m  r-  Ç  pour  z  =  o\  on  peut  la  développer  en  une 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  z,  d'après  la  formule  de  Lagrange  (n**  97).  Pour  déterminer  le  rayon 
du  cercle  de  convergence,  il  faut  regarder  z  comme  une  variable  imagi- 
naire et  u  comme  une  fonction  de  z  ayant  la  valeur  initiale  m  ==  Ç  pour 
z  =  o.  On  obtient  les  points  critiques  en  joignant  à  l'équation  précé- 
dente l'équation 

(2)  r—  =  I   —  z  C0S^<=:,O, 

ou 

d'où  l'on  déduit 

(3)  M  — Ç  —  lang^^  =  o. 

On  reconnaît  immédiatement  que  cette  dernière  équation  admet  une 

solution  réelle  comprise  entre  mn et  mn  +  -•,  m  étant  un  nombre 

'  22 

entier  quelconque  positif  ou  négatif,  et,  par  conséquent,  qu'elle  a  une 

infinité  de  solutions  réelles;  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  au 

n**  123  indique,  en  outre,  qu'elle  a  deux  racines  imaginaires  conjuguées, 

dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  les  mêmes  multiples  consécutifs 
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de  -  que  la  quantité  Ç.  Autour  de  chacun  des  points  critiques  se  per- 

mutent  deux  racines  de  l'équation  (i),  puisque  la  dérivée  y-  n'est  pas 

nulle. 

Considérons  maintenant  les  deux  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion (3);  si  l'on  pose  u  =  x -h yiy  cette  équation  se  décompose  en 
deux, 

(4)  ^ r —  K, 

cessa: -f- coshaj 

ie\  L  sinhir  .   , 

(5)  i-4-cosh2j =— =2sm'j:. 

Les  valeurs  dey  étant  égales  et  de  signes  contraires,  on  peut  supposer 
y  positive.  En  développant  en  série  le  premier  membre  de  l'équation  (5) 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  j,  on  voit  que  cette  fonc- 
tion croît  avec  y  de  zéro  à  l'infini;  on  en  conclut  que,  dans  les  racines 
imaginaires  de  l'équation  (3),  la  valeur  de  r  est  moindre  que  la  racine 
positive  de  l'équation 

,  sinhar 

I-f-C0Sh2V —-^9., 

ou 

(6)  jtanghj^i; 

cette  racine  est/,  =  '»i997 L^  valeur  correspondante  de  z,  déduite 

de  l'équation  (2),  est 

I  cosj;  coshr  + /sina;sinhr 

Z  =  —  —  2   ^^-- r j 

cosw  CCS  2  a;  4- CCS  h  2j^ 

et  l'on  a 

mod  z  =  4  /    ^-^     . 

V  sinh2j 

Le  second  membre  diminuant  quand/ augmente,  et  la  valeur  de  jetant 
comprise  entre  o  et  jo  il  en  résulte  que  le  module  de  z  est  compris 
entre  i  et  la  quantité 

V  smh2j,       ^-^  '       ' 
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Ainsi  les  deux  points  critiques  fournis  par  les  racines  imaginaires  de 
l'équation  (3)  sont  compris,  quelle  que  soitÇ,  entre  deux  circonférences 
décrites  de  l'origine  comme  centre  avec  les  rayons  b  et  i;  il  est  évident 
d'ailleurs  que  les  points  critiques  fournis  par  les  racines  réelles  sont 
extérieurs  à  cette  dernière  circonférence.  On  en  conclut  que,  quelle 
que  soit  la  valeur  réelle  attribuée  à  Ç,  la  série  de  Lagrange  est  conver- 
gente dans  le  cercle  de  rayon  b. 

Quand  on  attribue  à  Ç  la  valeur  -?  les  équations  (4)  et  (5)  admettent 

la  solution  £c  =  -»  j  =  jo  à  laquelle  correspond  le  point  critique 
z  =  bi.  Pour  voir  quelles  sont  les  racines  qui  se  permutent  autour  de 
ce  point  critique,  posons  z  =  z'i  et  m  —  -  -hyi;  l'équation  (i)  devient 

^''  coshr        ' 

la  nouvelle  fonction  y  ayant  la  valeur  initiale  /  =  o  pour  z'  =  o. 
L'équation  différentielle 

coshj         "^ 

montre  que,  quand  y  est  réelle  et  croît  de  o  à  y, ,  z'  est  aussi  réelle  et  croît 
de  o  à  è;  on  en  conclut  que,  réciproquement,  quand  z'  croît  de  o  à  è, 
y  est  réelle  et  croît  de  o  à  j, .  La  racine  considérée  se  permute  donc  avec 
une  autre  autour  du  point  critique  z  =  bi,  et,  par  conséquent,  pour 

Ç  =  -5  le  cercle  de  rayon  b  est  bien  le  cercle  de  convergence.  Il  est 


•2 

2 


clair  que,  si  Ç  a  une  valeur  différente  d'un  multiple  impair  de  ->  le 
rayon  du  cercle  de  convergence  est  plus  grand  que  b. 


132.  Théorème  XIIL  —  Lorsque,  dans  une  partie  déterminée  A  du 
plan,  une /onction  u  de  z  n'a  pas  de  points  singuliers  autres  que  des 
pôles  et  des  points  critiques  algébriques,  et  admet  un  nombre  fini  m  de 
valeurs  en  chaque  point,  toute  fonction  entière  symétrique  de  ces  m  va- 
leurs est  une  fonction  méromorphe  de  z  dans  cette  partie  du  plan. 
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Pour  définir  la  fonction,  on  fait  partir  la  variable  z  d'un  point  fixe  s», 
la  fonction  ayant  une  valeur  initiale  u^  déterminée.  Nous  admettrons, 
comme  nous  l'avons  fait  jusqu'à  présent,  que,  excepté  en  certains  points 
singuliers,  la  fonction  est  continue  et  a  une  dérivée,  et,  par  conséquent, 
que,  tant  que  la  variable  se  meut  dans  une  partie  de  l'aire  A  ne  com- 
prenant aucun  point  singulier,  la  fonction  est  holomorphe. 

Supposons  qu'il  existe,  dans  la  partie  A  du  plan,  un  point  critique 
algébrique  a  relativement  à  la  branche  de  la  fonction  que  l'on  obtient 
en  allant  du  point  Zq  à  un  point  voisin  de  a  par  un  chemin  déterminé, 
c'est-à-dire  un  point  a  tel  que,  si  la  variable  tourne  ensuite  autour  de 
ce  point,  la  branche  de  la  fonction  acquière,  en  chaque  point  voisin, 
un  nombre  limité/?  de  valeurs  finies,  peu  dilTérentes  les  unes  des  autres,  u^  ♦^oCA  Ktt^XM^»^ 
et  devenant  toutes  égales  à  une  même  quantité  è,  quand  le  point  s  se 
rapproche  de  a.  Posons 

a=:a-+-3',     z"=z''i'; 

la  branche  considérée  de  la  fonction  se  reproduisant  quand  z'  fait  p  tours 
et,  par  conséquent,  quand  z"  reprend  la  même  valeur,  est  une  fonction 
holomorphe  de  z"  pour  les  valeurs  de  z"  voisines  de  zéro  ;  elle  est  donc 
développable  en  une  série  entière 

a  =  6-f- A2"î  +  B2"î^' +.    ., 

et  les  p  valeurs  de  la  branche  considérée  de  la  fonction  sont  repré- 
sentées par  la  même  série 

1        m 

^<  =  6 -f- Az'P  4-Bz'    P    -^   ... 

Si  l'on  fait  la  somme  des  puissances  semblables  de  ces  p  valeurs,  les 
termes  à  exposants  fractionnaires  disparaissent,  et  il  ne  reste  que 
des  termes  à  exposants  entiers;  cette  somme  est  donc  une  fonction  ho- 
lomorphe de  z  dans  le  voisinage  du  point  a.  Les  mêmes  choses  se  pas- 
sent dans  le  voisinage  de  chacun  des  points  critiques  algébriques  autour 
desquels  se  permutent  des  valeurs  finies  de  la  fonction. 

Supposons  maintenant  qu'il  existe  un  point  critique  a,  tel  qu'une 
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branche  de  la  fonction  acquière,  quand  la  variable  tourne  autour  de  ce 

point,  /?  valeurs  très-grandes,  et  qui  deviennent  infinies  au  point  a. 

Posons 

z  =  a  4-  z  ,     u  =  —,: 
u 

la  branche  correspondante  de  la  fonction  u'  acquerra,  dans  le  voisinage 
de  ce  point,  p  valeurs  voisines  de  zéro  ;  et,  d'après  ce  que  nous  avons 
dit,  ces/?  valeurs  seront  représentées  par  une  même  série  convergente 

u' =  z'p[k'-hB'z'~P-h.  ..); 

il  en  résulte  que  les  p  valeurs  de  u  seront  représentées  par  une  série  de 
la  forme 

u  =  z'~p[A-hBz'P-h.  .  .). 

La  somme  des  puissances  semblables  de  ces  p  valeurs  ne  contient 
encore  que  des  exposants  entiers;  mais  il  peut  y  avoir  au  commence- 
ment de  la  série  des  termes  à  exposants  négatifs;  dans  ce  cas,  le  point  a 
est  un  pôle  de  la  somme,  qui  est  alors  une  fonction  méromorphe  de  z 
dans  le  voisinage  de  ce  point. 

Nous  avons  supposé  en  outre  que  la  fonction  u  n'a  qu'un  nombre 
fini  m  de  valeurs  u,,  u^,...,  w,„  en  chaque  point;  il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  la  somme  des  puissances  semblables  de  ces  m  valeurs  est 
une  fonction  méromorphe  de  z  dans  l'aire  A.  On  en  conclut  que  toute 
fonction  symétrique  entière  de  ces  m  valeurs  est  une  fonction  méro- 
morphe de  z  dans  cette  étendue. 

133,  Corollaire  I.  —  Désignons  par  (p,  (z)  la  somme  des  m  va- 
leurs m,,  Ma,...,  M^  de  la  fonction  en  chaque  point,  par  92  (^)  la  somme 
des  produits  des  m  valeurs  deux  à  deux,  et  enfin  par  (p^  {z)  le  produit  de 
ces  m  valeurs;  ces  fonctions  symétriques  sont  des  fonctions  méro- 
morphes  de  z  dans  l'aire  A,  et  la  fonction  u  de  z  est  racine  de  l'é- 
quation 

M""  —  9,  (  2  )  a'"-' 4- cp2  ( 2  )  M"'-- . .  .  ±:  9,,,  ( z  )  =  o. 

Lorsque  l'aire  A  est  finie,  les  fonctions  méromorphes  ç?<  (z),  92  (-s),  .. 
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peuvent  être  mises  sous  la  forme 

^0  [z]  étant  un  polynôme  entier,  et  ^t  {z),  tj^a  (^).  •  •  •  des  fonctions  ho- 
lomorphes  dans  l'aire  A  (n°  118),  et  l'équation  devient 

¥{z,u)  =  ^,{z)u'"  —  i^,{z)u'"-' -h^^izf-'..   ±^„{z)  =  o. 

Son  premier  membre  est  une  fonction  entière  de  u  et  holomorphe  de  z 
dans  l'aire  A. 

Les  points  où  des  racines  deviennent  infinies  vérifient  l'équation 
entière  tj'o(^)  =  o-  Les  points  où  des  racines  finies  deviennent  égales 
sont  donnés  par  les  deux  équations  simultanées 

F(z,«)---o,      j^^o; 

rélimination  de  u  conduit  h  une  équation  x{z)  =  o,  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  holomorpbe  de  z  dans  l'aire  A.  On  en  con- 
clut que  le  nombre  des  pôles  et  des  points  critiques  situés  dans  Faire 
finie  A  est  limité. 

134.  Corollaire  II.  —  Nous  appellerons,  d'une  manière  générale, 
ordre  de  la  fonction  u  en  chaque  point  z  l'ordre  de  la  fonction 

la  fonction  <pm(^)  étant  méromorphe  dans  l'aire  A,  cet  ordre  est  entier. 
En  tout  point  où  aucune  des  m,  valeurs  de  u  ne  devient  nulle  ou  infinie, 
l'ordre  est  nul.  Supposons  qu'en  un  point  critique  a  les/?  valeurs  m,. 
Ma».--.  "/».  qui  composent  un  système  circulaire,  deviennent  nulles, 
ces  p  valeurs  seront  représentées  par  une  même  série 

m  =  zv(a+B2'^h-.  ..), 

et  leur  produit  par  une  série  entière 

//,«;..  .M^--z'« (A,  4-B.z' +...);       . 
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le  point  «  est  un  zéro  du  degré  -  pour  chacune  des  p  valeurs  du  système 

circulaire  et  du  degré  entier  q  pour  leur  produit.  De  même,  si  les/>  va- 
leurs d'un  système  circulaire  deviennent  infinies  au  point  a,  ces  p  va- 
leurs seront  représentées  par  la  série 


et  leur  produit  par  la  série 

le  point  a  est  un  infini  du  degré  -  pour  chacune  des  p  valeurs  du 

système  circulaire  et  du  degré  entier  q  pour  leur  produit.  L'ordre  du 
produit  est,  dans  le  premier  cas,  h-  y;  dans  le  second  cas,  —  q. 

Supposons  que,  sur  la  courbe  C  qui  enveloppe  l'aire  A,  chacune 
des  m  valeurs  de  la  fonction  u  soit  continue  et  différente  de  zéro  ;  la  fonc- 
tion <p,„(2)  sera  elle-même  continue  et  différente  de  zéro.  Nous  savons, 
d'après  le  théorème  YII,  que  la  somme  des  ordres  de  la  fonction  mé- 
romorphe  o,n[z)  dans  l'aire  A  est  égale  à  la  variation  qu'éprouve  la 

fonction  — ;  log9;„(z)  sur  le  contour  C  de  l'aire,  décrit  dans  le  sens  po- 
sitif. On  en  conclut  que  la  somme  des  ordres  de  la  fonction  u  dans 
l'aire  A  est  égale  à  la  variation  qu'éprouve  sur  ce  contour  la  fonc- 
tion —.  log(M,  Mj. .  .M,„),  OU  la  somme  des  fonctions 

;  logM,  H -.  logM,  H H .  log  Un,, 

7.711  27ri  ITCl 

qui  se  rapportent  aux  m  branches  de  la  fonction  u. 

135.  Théorème  XIV.  —  Toute  fonction  qui,  sur  toute  la  sphère,  na 
pas  de  points  singuliers  autres  que  des  pôles  et  des  points  critiques  algé- 
briques, et  qui  n'admet  quun  nombre  fini  m  de  valeurs  en  chaque  point, 
est  une  fonction  algébrique. 

En  vertu  du  raisonnement  précédent,  toute  fonction  entière  et  symé- 
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trique  des  m  valeurs  de  la  fonction  u  est  une  fonction  méromorphe  de  z, 

pour  toutes  les  valeurs  finies  de  z.  Faisons  maintenante  =  —\  puisqu'on 

suppose  que  le  point  2'=  o  est  un  point  ordinaire,  ou  un  pôle,  ou  un 
point  critique  algébrique,  d'après  le  même  raisonnement,  la  fonction 
symétrique  est  aussi  méromorphe  dans  le  voisinage  de  ce  point.  Cette 
fonction  symétrique,  étant  ainsi  méromorphe  sur  toute  la  sphère,  est 
une  fraction  rationnelle  (n°  129).  Il  en  résulte  que  les  fonctions  (p,  (z), 
(s^^[z),...,  <pm{z)  sont  des  fractions  rationnelles  que  l'on  peut  mettre 
sous  la  forme 

'j'o(^)»  ^i(^).  ^2(^).-- étant  des  polynômes  entiers;  par  conséquent, 
la  fonction  proposée  m  de  z  satisfait  à  une  équation 

dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  en  z  et  en  m,  et  du 
degré  m  par  rapport  à  u. 

Ce  dernier  théorème  comprend,  comme  cas  particuliers,  les  théo- 
rèmes XI  et  XII,  qui  servent  à  l'établir;  ils  nous  seront  très-utiles  dans 
la  suite.  Nous  les  avons  publiés  pour  la  première  fois,  sous  une  forme 
un  peu  différente,  dans  le  Journal  de  VÉcole  Polytechnique  de  i856. 

Corollaire  I.  —  Une  fonction  u  de  z,  définie  par  une  équation  dont 
le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  en  z  et  u,  du  degré  m  par  rapport 
à  M,  et  irréductible,  admet  m  valeurs  en  chaque  point. 

Car,  si  elle  en  admettait  un  nombre  moindre,  elle  satisferait  à  une 
équation  algébrique  d'un  degré  inférieur  à  m  par  rapport  à  m,  et  l'équa- 
tion proposée  ne  serait  pas  irréductible. 

Corollaire  II.  —  La  somme  des  ordres  d' une  fonction  algébrique  sur 
toute  la  sphère  est  nulle. 

Cela  résulte  de  ce  que  la  somme  des  ordres  d'une  fraction  ration- 
nelle <Pm(^)  sur  toute  la  sphère  est  nulle  (n°  129).  On  peut  encore  s'en 
rendre  compte  de  la  manière  suivante.  Concevons  que  l'on  divise  la 
surface  de  la  sphère  en  deux  parties  par  un  cercle  C  dont  le  plan  soit 

a8 
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perpendiculaire  au  diamètre  00',  et  qui  ne  passe  par  aucun  point  cri- 
tique; la  somme  des  ordres  de  la  fonction  u  de  z  dans  l'une  ou  l'autre 

zone  est  égale  à  la  variation  de  la  fonction  — .\og[utU2...u,n)  sur  le 

cercle  G,  décrit  dans  le  sens  positif  par  rapport  à  cette  zone,  c'est-à-dire 
dans  un  sens  tel,  qu'un  observateur  ait  à  sa  gauche  l'aire  de  la  zone;  le 
sens  du  mouvement  sur  le  cercle  C  étant  différent  pour  les  deux  zones, 
les  variations  sont  égales  et  de  signes  contraires,  et,  par  conséquent, 
la  somme  des  ordres  de  la  fonction  algébrique  sur  la  sphère  entière  est 
nulle. 

Soit  /{z,  u)  =  o  l'équation  proposée  du  degré  m  en  u  et  du  degré  m' 
en  z.  La  somme  des  ordres  de  la  fonction  m  de  ^  sur  toute  la  sphère 
étant  nulle,  la  somme  des  ordres  positifs  est  égale  à  la  valeur  absolue  de 
celle  des  ordres  négatifs.  Si,  dans  l'équation,  on  remplace  u  par  Mo  +  u', 
Uq  étant  une  constante  arbitraire,  comme  la  somme  des  ordres  négatifs 
est  la  même  pour  les  deux  fonctions  u  et  n'y  celle  des  ordres  positifs 
reste  aussi  la  même  et,  par  conséquent,  est  indépendante  de  la  con- 
stante Mo-  Supposons  que  la  constante  u^  n'appartienne  à  aucun  des 

systèmes  de  valeurs  de  u  et  z,  ou  de  u  et  -;  qui  satisfont  aux  deux 
équations  simultanées /(i;,  u)  =  o,  ~-  =.  o,  et  que,  en  outre,  le  coeffi- 
cient de  z'"'  dans  l'équation  proposée  ne  s'annule  pas  pour  u—  u^. 
Pour  évaluer  la  somme  des  ordres  positifs  de  la  fonction  u'  de  z,  il  faut 
considérer  les  points  z  racines  de  l'équation /(z,  Uq)  =  o  du  degré  m'; 
en  chacun  de  ces  points,  l'ordre  de  la  fonction  u'  de  z  est  égal  au  degré 
même  du  point  racine,  de  sorte  que  la  somme  des  ordres  positifs  de  la 
fonction  u'  est  égale  à  m' .  Ainsi  la  valeur  absolue  de  la  somme  des 
ordres  négatifs  de  la  fonction  u  de  z,  définie  par  une  équation  algé- 
brique irréductible,  est  égale  au  degré  de  l'équation  par  rapport  à  z. 

136.  Corollaire  III.  —  Dans  le  chapitre  IV  du  Livre  III,  nous 
avons  étudié  l'intégrale 


/     udz. 


U  et  z  étant  liées  par  une  équation  entière/(z,  u)  =  o,  du  degré  m  en  m. 
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Cherchons  dans  quel  cas  V  est  elle-même  fonction  algébrique  de  z.  11 
est  nécessaire  d'abord  que  la  fonction  V  n'admette,  sur  toute  la  sphère, 
que  des  points  singuliers  algébriques;  ceci  exige  que,  dans  le  déve- 
loppement de  chaque  système  de  valeurs  infinies  de  u  pour  une  valeur 
finie  de  z,  ou  de  chaque  système  de  valeurs  infinies  de  v  =  uz^  pour 
z  =  oo  ou  2'=  o,  le  coefficient  H  du  terme  qui,  dans  l'intégrale,  en- 
gendre un  logarithme,  soit  nul.  Il  faut  ensuite  qu'il  n'y  ait  pas  de  cycles, 
ou,  s'il  y  en  a,  que  les  intégrales  relatives  à  ces  cycles  soient  nulles. 
Quand  ces  conditions  sont  remplies,  la  fonction  V,  n'ayant  sur  toute 
la  sphère  que  des  points  singuliers  algébriques,  et  n'admettant  qu'un 
nombre  fini  m  de  valeurs  en  chaque  point,  est  une  fonction  algébrique 
de  z,  et  l'équation  entre  z  et  V,  mise  sous  forme  entière,  est  du  degré  m 
par  rapport  à  V.  D'après  une  remarque  faite  dans  le  numéro  précédent, 
le  degré  de  l'équation  par  rapport  à  z  est  égal  à  la  valeur  absolue  de  la 
somme  des  ordres  négatifs  de  la  fonction  V. 
Prenons,  comme  exemple,  l'équation 

li'  —  3m  +  2Z  =0, 

que  nous  avons  étudiée  au  n°  40.  Dans  le  plan,  il  n'y  a  pas  d'autres 
points  singuliers  que  les  deux  points  critiques  z  =  ±:i,  autour  de 
chacun  desquels  se  permutent  deux  racines.  Les  deux  lacets  binaires 
{a)l,  {b)l,  relatifs  à  ces  points,  constituent  un  système  de  lacets  fonda- 
mentaux; comme  il  n'y  a  pas  d'autres  lacets  dans  le  plan,  il  n'y  a  pas 
de  cycle,  et,  par  conséquent,  pas  de  période.  On  en  conclut  que  l'inté- 
grale 

\  =  f  udz 

est  une  fonction  algébrique  de  z. 
L'équation  transformée 

2'î(;3_  3z'>(/  4-  2  =  o 

a  ses  trois  racines  infinies  et  du  degré  |  pour  z'  =  o  ;  mais  comme  il  ne 
doit  pas  y  avoir  de  période  polaire,  il  est  certain  que,  dans  le  dévelop- 
pement de  Vy  le  coefficient  H  sera  nul,  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier 

28. 
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directement;  le  point  0'  est  donc  un  point  critique  algébrique  par  rap- 
port à  la  fonction  V  qui  acquiert  autour  de  ce  point  trois  valeurs  infinies 
du  degré  f  se  permutant  circulairement;  la  somme  des  ordres  négatifs 
de  la  fonction  V  étant  égale  à  —  4.  l'équation  entre  V  et  z^  qui  est  du 
troisième  degré  en  V,  est  du  quatrième  degré  en  z. 
Par  un  changement  de  variable,  on  a  immédiatement 


\  :=z  UZ  —    I       zaU:=UZ 7 h  -ô" 

c/o  4  8 


L'élimination  de  u  donne  l'équation  cherchée 

64V' 4-  i44V*-  27(82'— 3)Vh-272»(23'  — i)  =  o. 
Prenons,  comme  second  exemple,  l'équation 

m'  —  3zu  -\-  z*  =  Of 

dont  nous  nous  sommes  occupés  au  n°  45.  Dans  le  plan,  il  y  a  quatre 
points  critiques  a,  b,  c,  0,  auxquels  correspondent  quatre  lacets  bi- 
naires (a)o.  (^)o»  (^)o>  (^)i  î  si  l'on  forme  avec  les  deux  premiers  un 
système  de  lacets  fondamentaux,  les  deux  autres  donneront  deux  cycles 
simples  et,  par  conséquent,  deux  périodes 

L'équation  transformée 

z'^v^—Zz'*v  +  \  =  o 

a  ses  trois  racines  infinies  et  du  troisième  degré  pour  z'=  o;  si  l'on 
pose  V—  wz'~'\  l'équation  devient 

w^  -h  I  —  3wz'  =^  o. 

Les  trois  racines  de  cette  dernière  équation  sont  holomorphes  dans  le 
voisinage  du  point  z'  =  o,  et  représentées  par  la  série 


z'        xz 
oc  o 


'3 


# 
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dans  laquelle  a  désigne  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation  a^  =  i  ; 
on  en  déduit 

a  I  a 

j's       az'»       3 

le  coefficient  H  est  nul;  il  n'y  a  pas  de  lïériode  polaire,  et  le  point  0' 
est  pôle  du  second  degré  par  rapport  à  chacune  des  branches  de  la 
fonction  V.  D'après  cela,  l'intégrale  relative  au  lacet  (0')  sur  la  sphère, 
ou  au  circuit  correspondant  dans  le  plan,  donne  une  quantité  nulle, 
quelle  que  soit  la  racine  prise  comme  valeur  initiale.  En  supposant 
que  le  rayon  du  circuit  passe  entre  les  points  c  et  a,  on  en  déduit  les 
trois  relations 

a[+c*  =  o,    a',  +  bl -h  01  =  o,     b\+c\-hO\=o, 

qui  se  réduisent  à  deux,  puisque  la  somme  des  trois  premiers  membres 
est  identiquement  nulle;  il  en  résulte  que  les  deux  périodes  w,  et  Wa 
sont  nulles.  Ainsi  la  fonction  V  n'a  que  des  points  singuliers  algé- 
briques sur  toute  la  sphère,  et  à  chaque  valeur  de  z  correspondent  seu- 
lement trois  valeurs  de  V;  donc  V  est  une  fonction  algébrique  de  z,  La 
somme  des  ordres  négatifs  de  la  fonction  V  étant  égale  à  —  6,  l'équa- 
tion entre  V  et  z,  qui  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  V,  est  du 
sixième  degré  par  rapport  à  z. 

On  obtient  immédiatement  la  fonction  V  en  posant 

u—zt,    <'=Ç; 

d'où 

3/  3/^ 


»    «a 


L'élimination  de  z  donne  l'équation  cherchée 

8(V+|-)»  —  12(V-f-|)»—  122^(V4-  |)4-2«  +  l6z»  =  0. 
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CHAPITRE  IL 

PROPRIÉTÉS    DES    FONCTIONS   X    ET    Y. 


137.  Soit  u—f[z)  une  fonction  holomorphe  de  la  variable  imagi- 
naire z  ^=  X  -\-yi  clans  une  certaine  étendue  du  plan  ;  si  Ton  pose 

on  obtient  deux  fonctions  réelles  X  et  Y  des  deux  variables  réelles  et 
indépendantes  x  et  j;  ces  deux  fonctions  jouissent  de  propriétés  par- 
ticulières dont  nous  avons  dit  quelques  mots  au  commencement  de  cet 
Ouvrage.  La  fonction  proposée  ayant  une  dérivée,  nous  avons  vu  que 

,,  ,    ,      ;)X       .-bY  .  fiX       .^Y 

et  nous  en  avons  conclu  que  les  deux  fonctions  X  et  Y  admettent  des 
dérivées  partielles  satisfaisant  aux  deux  relations 

^_;)Y     ^__3Y^ 

^    '  tiX         ilif  dy  bx 

Nous  savons  que  la  fonction /'(z)  est  holomorphe  dans  la  même 
étendue  que  la  fonction  proposée;  il  en  résulte  que  les  fonctions  —5 

r— j  ^— î  ^-  admettent  elles-mêmes  des  dérivées  partielles,  et,  par  con- 

iy     i)a:     dx  i  '       '  r 

séquent,  que  les  deux  fonctions  X  et  Y  admettent  des  dérivées  partielles 
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du  deuxième  ordre.  Comme  on  a 

j.,      ?'« .  i>^u  _     ^*// 

.  cVX       .-b'X  _       .fy\     ,    ■  .VY  \  cVX       .cVY 

ces  dérivées  partielles  satisfont  aux  quatre  relations 


i'\ 

cVY 

l^H 

Hx* 

'iix^y 

^r' 

D»Y 

^^X 

;)^Y 

Tix^  ' 

~~      'iix^y 

""     ^r* 

La  fonction  f"  {z)  étant  aussi  holomorphe,  les  dérivées  partielles  du 
deuxième  ordre  admettent  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et, 
par  conséquent,  les  deux  fonctions  X  et  Y  admettent  des  dérivées  par- 
tielles du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

On  a,  d'une  manière  générale, 

•'   ^  '      Ix*  lx''-'^y    •     7)x"-^'i)y-'       'bx^-''by^     }^x''-*1iy*  ^         î)J"' 

On  en  déduit  les  un  relations  linéaires  et  homogènes 

'i-'H  ?"Y  cVX  Î)»Y  Ô-X 


D^"       'i)x"''''by  ôx"-*Dj^  'bx''-^'by'       'bx'*-*'by* 

j  a»Y_         ^"X      _  ;)"Y       _      ^"X       _      l"Y      _ 

entre  les  2/1  dérivées  partielles  de  l'ordre  n  des  deux  fonctions  X  et  Y, 
relations  qui  permettent  d'exprimer  ces  2n  dérivées  au  moyen  de  deux 

d'entre  elles,  par  exemple  de  ^  et  de  ^^„_.^^- 

i38.  Considérons  les  deux  courbes  représentées  par  les  équations 
X  =  o,  Y  =  o.  Soit  Zq  une  valeur  de  z  qui  annule  la  fonction /(2). 
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Nous  avons  démontré  que  cette  racine  est  d'un  degré  fini  et  entier  n 
de  multiplicité;  elle  annule  la  fonction /(^j  et  ses  /i  —  r  premières 
dérivées,  mais  pas  la  suivante;  d'après  les  relations (2  ),  toutes  les  déri- 
vées partielles  des  fonctions  X  et  Y  seront  nulles  jusqu'à  l'ordre  n  —  i 
inclusivement.  On  en  conclut  qu'un  point  racine  d'ordre  n  de  la  fonc- 
tion holomorphe/(z)  est  un  point  multiple  d'ordre  n  de  chacune  des 
courbes  X  =  o,  Y  =  o. 

Réciproquement,  si  un  point  commun  aux  deux  courbes  X  =  o, 
Y  =  o  est  multiple  d'ordre  n  de  l'une  d'elles,  il  est  multiple  du  même 
ordre  dans  l'autre;  car  si  toutes  les  dérivées  partielles  de  l'une  des 
fonctions  X  et  Y  sont  nulles  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclusivement,  en 
vertu  des  relations  (2),  celles  de  l'autre  sont  aussi  nulles  jusqu'au  même 
ordre.  Ce.  point  multiple,  commun  aux  deux  courbes,  est  une  racine 
de  degré  n  de  la  fonction /(z). 

Cherchons  maintenant  les  tangentes  en  ce  point  multiple.  La  fonc- 
tion f(z)  est  développable  en  une  série 

'' ^    '     -'    ^     'i,i...n      ''  '  x.-x.  ..{n-\-\) 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  z  —  «o»  6t  convergente 
dans  un  cercle  ayant  le  point  z^  pour  centre.  Si  l'on  pose 

z  —  Zo  =  pe's 
cette  série  devient 

/{2)=/"(Zo)-^^ +/"-^'(2.)-^— ^7 :  +  •••; 


on  en  déduit 


V            P"        P"X„           -      3"Y„    .       -\ 
X  =  — 1  -T —  cos nO  — smn  0  1 

1  . 2 ...»  \  ixl  ()X"^  ) 

^  p»        (y^,    .  ,X»       ^"Y, 


1 . 2 .  . .  n  \  (ix'l  D^'J 

Les  tangentes  au  point  multiple  commun  aux  deux  courbes  X  =  o, 
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Y  =  o  sont  données  par  les  équations 

D"X.  D"Y. 

langnôr^^,      tang/i9'  =  -  ^- :=  lang  (^/i0  4-  -  j  , 

d'où  l'on  déduit 

n       «  -*>  ■ 

k  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Chacune  de  ces  équations  admet- 
tant n  racines  simples,  on  en  conclut  que  chacune  des  courbes  X  =  o, 

Y  =  o  comprend  n  branches  réelles  passant  au  point  commun;  les 
tangentes  aux  n  branches  d'une  même  courbe  forment  une  rose  des 
vents,  et  les  rayons  de  l'une  sont  les  bissectrices  des  angles  de  l'autre. 

Ce  que  nous  avons  dit  s'applique  évidemment  aux  deux  courbes  X  =  rt, 
X~  b;  il  suffit  de  substituer  à  la  fonction/(2)  la  fonction/(2)  —a-bi. 
Si  l'on  remplace/(z)  par/(z)  (n- 1)»  ^'  ^i  l'on  pose 

X,4-Y./  =  (X-f-Yi){i4-/), 

d'où 

X,^X-Y,    Y.^X4-Y, 

on  obtient  deux  nouvelles  courbes  X<  =  o.  Y,  =  o,  qui  jouissent  des 
mêmes  propriétés  que  les  précédentes;  le  point  z^  est  aussi  un  point 
multiple  de  chacune  d'elles  et  de  l'ordre  n.  Les  tangentes  à  la  première 
sont  données  par  l'équation 

D-X.       ;)»Yo 


les  roses  des  vents  relatives  à  ces  deux  courbes  coïncident  avec  les  bis- 
sectrices des  angles  des  deux  premières  réunies. 

139.  Le  module  R  et  l'argument  (p  de  la  fonction /(z)  peuvent  être 

29 


226  LIVRE  IV.  —  CHAPITRE  II. 

regardés  aussi  comme  des  fonctions  réelles  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y.  Comme  on  a 

logR-4-9i  =  log/{z), 

et  que  log  /(z)  est  une  fonction  holomorphe  de  z  dans  toute  porlion 
de  l'aire  ne  comprenant  aucune  racine  de/{z),  les  deux  fonctions 
logR  et  9  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  X  et  Y.  On 
a  donc  les  relations 


DlogR^9      SlogR ^9 


d'où 


hx  (ijr  î)j  i>x 

ÔMogR       î)MogR  tV<p       T^'o 

El_  _i_  IL. :;rr  O       -    -1-  -  :=r  O  • 


et,  d'une  manière  générale, 

SMogR  _         a-cp     _       ^"logR  _  c)"y      .     ;)"logR  _ 

'dx"     ~~       i)a7"-'«)j  ""        ^x"-'*iy''*  ~        'ix"-^'dy^        ix"-*<ij-*  "    '  *  ' 

a»9  _  _  *^" logR  _  _       ^"9      _       ^"logR  _       ^"9       _ 
^x"  dx'*-*(if  ~       ^^''-'Dj*  ~       '^x"~^^y^        i)x"-*t)j*         "  ' 

Les  courbes  R=:«  ou  logR  =  loga  et  9  =  6  jouissent  des  mêmes 
propriétés  que  les  courbes  X  =  a,  Y  =  6;  un  point  multiple  d'ordre  n 
de  l'une  d'elles  appartient  à  l'autre  au  même  ordre;  chaque  courbe 
comprend  n  branches  réelles  passant  en  ce  point,  et  tangentes  aux 
rayons  d'une  rose  des  vents;  en  outre,  les  tangentes  k  l*une  des  courbes 
son{  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  tangentes  à  l'autre. 
Il  en  résulte  que  les  tangentes  en  un  point  commun  simple  sont 
rectangulaires.  Ainsi  les  courbes  d'égal  module  et  celles  d'égal  argu- 
ment se  coupent  orthogonalement. 

140.  Considérons  en  particulier  une  fonction  entière  du  degré  m 

u  =  f[z)=z  Ao2"'  +  A, 2™-'  +  .  .  . ; 

si  l'on  pose 

z  =  re*'y    Ao  =  a„e'»',     Ai  =  a,e"i', . . ., 

on  a 

/  (2)  —  «,r'»e('"''+«o)' +  a,  r"^' eU'»-')9+«,]' 4- . . .  ^ 
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d'où 

X  =  «o'""cos{m0-+-a«)  +  a,r'"-'cos[(/n  — i)0 -h  «,]■+-. .   , 
Y  =  a,r'"sin(m9  4- a»)  -t- fli /""-'sin  [(m  — i)0  4-  a,] +.  . .; 

les  polynômes  X  et  Y  sont  ordonnés  ainsi  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  x  et  y.  En  égalant  à  zéro  les  termes  du  degré  m,  on 
obtient  les  directions  des  asymptotes;  ces  directions  sont  données  par 
les  équations 

cos(m0 -i- ao)  =  o,     sin(m0'-i-a,)=:  o, 

d'où 

mm  im 

Les  racines  de  ces  équations  étant  simples,  on  en  conclut  que  chacune 
des  courbes  X  =  o,  Y  —  o  admet  m  asymptotes  à  chacune  desquelles 
correspondent  deux  branches  réelles;  les  parallèles  menées  par  un 
point  arbitraire  du  plan  aux  asymptotes  d'une  même  courbe  forment 
une  rose  des  vents,  et  les  rayons  de  l'une  sont  bissectrices  des  angles 

de  l'autre. 

A, 
En  transportant  l'origine  au  point  ^o  = t->  on  fait  disparaître 

du  polynôme  f[z)  le  terme  du  degré  m  —  i;  les  polynômes  X  et  Y  ne 
contenant  plus  alors  de  termes  du  degré  m  —  it  les  asymptotes  passent 
par  la  nouvelle  origine.  On  conclut  de  là  que  les  asymptotes  aux  deux 
courbes X  =  o,  Y=  o  passent  par  le  même  point  Zq  où  elles  forment 
deux  roses  des  vents  bissectrices  l'une  de  l'autre. 

i41.  Nous  avons  remarqué  (n°  87)  que,  lorsqu'une  fonction  est 
holomorphe  dans  une  partie  du  plan,  à  contour  simple,  la  connaissance 
des  valeurs  de  la  fonction,  sur  le  contour  ou  sur  une  courbe  intérieure 
infiniment  voisine,  détermine  complètement  la  fonction  dans  cette 
partie  du  plan.  On  reconnaît  sans  peine,  ainsi  que  l'a  observé  Lejeune- 
Dirichlet,  qu'une  fonction,  holomorphe  dans  un  cercle,  est  déterminée 
complètement  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  de  Tune  des  fonctions  X 
et  Y  sur  la  circonférence,  et  la  valeur  de  l'autre  en  un  point  intérieur. 
En  effet,  toute  fonction/(s),  holomorphe  dans  un  cercle  dont  l'origine 

^9- 
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est  le  centre,  est  développable  en  une  série  entière 

(0  /(^)  =  («o-h6o/) -^- («'^  6,/)2H-(a, +  6j/)z'  +  . . ., 

convergente  dans  ce  cercle.  Si  l'on  pose  z  =  re®',  r  étant  plus  petit  que 
le  rayon  R  du  cercle,  on  a 

(a)        X=^  «o-i-  («1  ces  6  —  6,  sin0)r  4-  (ûtjcosaô  —  62  sinaô)/-»  h-.  .  ., 

(3)  Y  —  b^'\-  (a,  sinÔ  -+  6,cos0)r+  (o,  sin20  4- 6,  ces 2 0)  r' H- 

Supposons  que,  sur  la  circonférence  R,  la  fonction  réelle  X  soit  égale 
à  une  fonction  réelle  donnée  <^(Q),  qui  reste  finie,  quand  l'angle  9 
varie  de  o  à  27:,  mais  qui  peut  être  discontinue  en  certains  points. 
Cette  fonction  (^(Q)  est  développable  en  une  série  trigonométrique 

(4)  <p(0)  —  «o-r  (a,  COS0  -f-  j3,  sinô)  -f-  {cx.iQ.osiB  -1-  [3, sinsô)  -f-. . ., 
dont  les  coefficients  sont  donnés  par  les  intégrales 

a,=  —  /       (f{0)dB,    a™---  /       <p  (0)  ces  m  0  rf0,    <^„^-   \       (^{Q)smmQ  dQ, 

et  ont  des  valeurs  finies  et  déterminées.  Pour  que  la  fonction  X  sur  la 
circonférence  R  soit  égale  à  la  fonction  «p  [6),  il  faut  que  l'on  ait 

(5)  «,=  «0,     ^'  — ï[»  r'     "'"^R"»'      '^^—~  1^3^"   ' 
et  la  fonction  cherchée  sera  représentée  par  la  série 

(6)  /(s)  =  (a«  -+-  Ki)  -!-(«.  —  (3.0  ^  -i-  («î  --  (3,0  ^  +  •  •  •  5 

qui  est  convergente  dans  le  cercle  R.  Cette  série  renferme  encore  une 
constante  arbitraire  b^;  on  la  déterminera  en  donnant  la  valeur  de  la 
fonction  Y  en  un  point  intérieur.  Les  fonctions  X  et  Y  sont  alors  con- 
nues dans  tout  le  cercle;  mais  il  est  possible  que  la  fonction  Y  n'ait  pas 
une  valeur  finie  en  tous  les  points  de  la  circonférence. 
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Supposons,  par  exemple,  que,  sur  la  circonférence  de  rayon  un,  la 

fonction  X  ail  la  valeur  7>  quand  $  varie  de  o  à  tt,  et  la  valeur  —  -, 

4  4 

quand  ô  varie  de  tt  à  2;r,  et  que,  pour  2  =  o,  Y  soit  nulle;  on  aura 


(fi{9)  =  s'inO  H-  5sin30  4    -sin50-i- 


3 5 

et,  par  suite, 

(7)  /w=-<(f+f-.ï +...)• 

Sur  la  circonférence,  la  fonction  Y  est  infinie  pour  0  ~  o  et  $  —  n. 
Considérons  l'intégrale  définie 


z       z^       z^  z"   ,    C     Z"      j 

I        2        3       ^  n      Jq     i-+  z 


qui  est  égale  à  la  fonction  log(i  +  2)  s*annulant  pour  2  =  o.  Si  l'on 
astreint  la  variable  z  à  rester  dans  le  cercle  de  rayon  un,  et  si  l'on 
intègre  suivant  un  rayon  aboutissant  à  un  point  de  la  circonférence 
diff'érent  du  point  z  =  —  i,  le  dernier  terme  tend  vers  zéro,  quand  n 
augmente  indéfiniment.  On  en  conclut  que  la  série 

z       ?*       2' 

I  2  3 

est  encore  convergente  sur  la  circonférence ,  excepté  pour  z  .-  —  1, 
et  a  pour  somme  log(i  -h  z). 
On  verra  de  même  que  la  série 


fz        z'        z^  \ 

1t  +  7-3+--) 


est  convergente  sur  la  circonférence,  excepté  au  point  2  =  1 ,  et  a  pour 
somme  log(i  —  z),  ce  qui  justifie  la  remarque  faite  au  n°  50.  Il  en 
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résulte  que  la  série  (7)  est  convergente  sur  la  circonférence,  excepté 

aux  points  2  —  ±  i,  et  a  pour  somme log^-;_'' » 

Sur  la  circonférence,  on  a 

i -h  z       I -f- COS0 -f- tsin' 


=  i  col-» 


,  —  z       I  — COS&  — isiny  2 

et,  quand  Ô  varie  de  o  à  tt, 

/(^)=---log(^^coi-]-j--Lcot-; 

en  comparant  avec  la  série  (7),  on  en  déduit 

7-  =  sin0  +  -  sin30  +  ^  sin59  +. . . , 

-  L  col  -  =  COS0  H-  -x  cos3ô  +-  •=  cos50  -+-... 
22  6  o 


■a»v<HH 
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CHAPITRE  III. 

PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES   DES   FONCTIONS   DOUBLEMENT   PÉRIODIQUES. 

Des  périodes, 

142.  Dans  le  chapitre  IV  du  Livre  II  nous  avons  montré  comment, 
à  l'aide  des  quatre  fonctions  Q,  qui  se  déduisent  d'une  même  fonc- 
tion G,  on  peut  former  des  fonctions  méromorphes  doublement  pério- 
diques, et  nous  avons  figuré  cette  propriété  par  la  division  du  plan  en 
parallélogrammes  égaux  construits  sur  les  deux  périodes.  D'une  ma- 
nière générale,  nous  dirons  qu'une  fonction /(a)  admet  les  deux  pé- 
riodes w  et  w',  lorsqu'on  a 

et,  par  suite, 

f{z  -h  mw  4-  m'w'  )  =r/(z), 

m  et  m'  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs. 
Nous  supposerons  que  l'on  n'a  pas/(a  4-  -  J  =/(«),  nétant  un  nombre 
entier,  sans  quoi  on  remplacerait  la  période  w  par  la  période  plus 
petite  -  ;  nous  supposerons  de  même  que  Ton  n'a  pas/fi  +  — J  —  f[z). 
Remarquons  d'abord  que  le  rapport  des  deux  périodes  est  imagi- 
naire. Car,  si  le  rapport  —  était  réel  et  égal  à  une  fraction  ordinaire 


irréductible  —  ?  on  aurait 
n 


mtù  +  m' ùi'  — 


yf  ,J 
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on  pourrait  déterminer  les  deux  nombres  entiers  m  et  m'  de  manière 
que  m/n- m'/i' =  i;  il  en  résulterait 


mw  +  m  w'  =:  -■ 
n 


et,  par  suite, 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothëse. 

Si  le  rapport—  était  incommensurable,  en  le  supposant  converti  en 

fraction  continue,  il  serait  compris  entre  deux  réduites  consécutives^»  ^<. 

dont  la  différence  est  ~,\  on  pourrait  donc  le  représenter  par  ^  h .» 

h  étant  un  nombre  compris  entre  —  i  et  +  i,  et  l'on  aurait 


,   ,       /ma  +  m' p       m' k\ 
mw  +  m'(ù'  =    — î ^-  -I r  )  «> 

\      q  qq  J 

et,  en  faisant  m  =  —  p,  m'  =  q^ 


mw 


La  fonction  aurait  la  même  valeur  au  point  z  et  au  point  infiniment 

voisin  jz  H j-  Appelons  u  la  valeur  de  la  fonction/(z)  au  point  z;  il 

serait  impossible  de  décrire  du  point  z  comme  centre  un  cercle  ne 
comprenant  aucune  racine  de  la  fonction /(z)  —  m,  autre  que  le 
point  z,  ce  qui  ne  peut  pas  être  (n°  115). 

Le  rapport  des  périodes  étant  imaginaire,  les  arguments  des  pé- 
riodes w,  co'  déterminent  deux  directions  différentes,  et  Ton  pourra 
diviser  le  plan  en  un  réseau  de  parallélogrammes  égaux  {^g.  67), 
dont  les  sommets  correspondent  aux  valeurs  mw  h-  m'oi'  de  la  va- 
riable z  (n**  76).  La  fonction  reprend  la  même  valeur  aux  points  homo- 
logues de  ces  différents  parallélogrammes.  Si,  à  l'intérieur  du  premier 
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parallélogramme,  celui  qui  a  pour  sommets  l'origine  et  les  trois  points  w, 
û>',  w  -h  co',  il  n'y  a  aucun  point  w"  tel  que  l'on  ait/(2  -t-  w")  =/[z), 


Fig.  67. 


nous  dirons  que  le  réseau  formé  sur  les  deux  périodes  «,  w'  est  un  ré- 
seau élémentaire. 

143.  Mais  s'il  existe  un  ou  plusieurs  points  jouissant  de  cette  pro- 
priété, on  pourra  construire  un  réseau  à  mailles  plus  petites.  Remar- 
quons d'abord  que  le  nombre  de  ces  points  est  limité;  car,  s'il  y  en 
avait  .une  infinité,  l'équation /(^j  —  Uq  =  o,  dans  laquelle  u^  est  la 
valeur  de  u  pour  z  =  o,  admettrait  une  infinité  de  racines  dans  le  pa- 
rallélogramme, ce  qui  est  impossible  (n°  117).  Concevons  que  la 
droite  0«  se  meuve  parallèlement  à  elle-même,  et  soit  w"  le  premier 
des  points  intérieurs  dont  nous  venons  de  parler  qu'elle  rencontre; 
considérons  le  réseau  construit  sur  les  deux  périodes  w,  w",  et  qui, 
d'après  sa  formation  même,  est  un  réseau  élémentaire;  les  sommets 
du  premier  réseau  appartiennent  au  second;  car,  si  un  sommet  du  pre- 
mier réseau  ne  coïncidait  pas  avec  un  sommet  du  second,  il  y  aurait  à 
l'intérieur  de  l'un  des  parallélogrammes,  et  par  conséquent  à  l'inté- 
rieur du  premier  parallélogramme  du  second  réseau,  un  point  w'"  tel 
que/(z  -t-  w'")  =/[z),  ce  qui  est  impossible. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  périodes  d'une  fonction 
monotrope  se  réduisent  à  une  ou  à  deux  périodes  distinctes.  Dans 
le  premier  cas,  elles  sont  de  la  forme  ttzgo;  dans  le  second  cas,  de  la 
forme  mw  h-  m'co',  m  et  m' désignant  des  nombres  entiers  quelconques, 

6)' 

et  le  rapport—  étant  imaginaire. 

3o 
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Transformation  des  périodes» 

144.  Lorsque  la  fonction  admet  deux  périodes  distinctes,  il  y  a  une 
infinité  de  manières  de  former  un  réseau  élémentai;*e.  Il  est  évident 
d'abord,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  les  sommets  de  deux 
réseaux  élémentaires  coïncident.  Soient  w,  w'  les  deux  périodes  d'un 
premier  réseau  élémentaire,  w,,  «Vcelles  d'un  second.  Les  sommets  w,, 
(ù\  du  second  réseau  appartenant  au  premier,  on  a  • 

û),  =  /?&)  + p'w',     (o\  =:  q (ù -{-  q' oi' , 

p,p\  q,  q'  étant  des  nombres  entiers.  Les  sommets  w,  w'  du  premier 
réseau  appartenant  au  second,  les  valeurs  de  w  et  de  «'tirées  de  ces 
relations  doivent  avoir  la  même  forme,  ce  qui  exige  que  les  nombres/?, 
p'j  q,  q  vérifient  la  relation  jog»' —  qp'  =:  ±.  \,  et  cette  condition  est  suf- 
fisante. Cette  relation  admettant  une  infinité  de  solutions,  on  en  conclut 
que  l'on  peut  remplacer  le  système  des  deux  périodes  w,  w'  par  une 
infinité  de  systèmes  équivalents. 

Remarquons  que  deux  réseaux  élémentaires  sont  formés  de  parallé- 
logrammes équivalents;  car,  si  l'on  pose 

co  =  a  H-  6i ,     oi'  z=z  a'  -\-  b'  i, 
l'aire  du  premier  parallélogramme  est  ±:  [ab'—  bd),  celle  du  second 
dz[{pa-^p'a'){qb-hq'b')-{pb-hp'b'){qa-hq'a')]=:zt{pq'-qp'){ab'—ba'). 

145.  La  manière  la  plus  simple  de  transformer  un  réseau  élémen- 
taire en  un  autre  réseau  élémentaire  consiste  à  prendre 

(01=  (ù,       &)',  =  ^W  +  0)', 

q  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  deux  parallélogrammes  ont 
alors  un  côté  commun  Ow  {fig.  68)   et  les  côtés   opposés  au  côté 
commun  sont  sur  une  même  droite. 
On  peut  toujours,  par  une  série  de  transformations  de  cette  sorte, 
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passer  d'un  réseau  élémentaire  (w,  w')  à  un  autre  réseau  élémentaire 

fùi  =  pcù  -h  p'W,     (ù\ -^  q  M  -h  q' oi' ,    pq'  —  qp'=^±\. 

Si  p  est  plus  grand  que/>'  en  valeur  absolue,  divisons  p  par  /?',  et  soit 

Fig.  68. 


p  —  mp' -h/>';  posons  q  —  mq' 4-  ^",  la  relation pc^  - qp'=±\  devient 
p"q'—q"p'=  -t  I,  et  l'on  a 

co,  = />' { w' 4- m  M  ) -h  p"m  = /)' w" +- /)"&), 
&)',=  ç'(6o'+  mw)  -h  ^"w  =  q'(ù"-<r  q"o), 

en  appelant  «"  la  nouvelle  période  oi'-hmu.  Divisons  de  même  p' 
par^",  et  soiip'=m'p"-hp'";  posons  q' =  m'q"-\-  q\  nous  aurons 

M,  =  p"{oi  +  m'û>"  )  +  /;"'o)"  =  p"(^"'  4-  />'"&)", 
«',  =  g"(&)  +  m'w" )  4-  q"'(o"  =  g"w"'+  g"'w", 

en  appelant  w"  la  nouvelle  période  a  4-  m'«".  Après  un  certain  nombre 
de  transformations  pareilles,  on  aura 

w,  =!>(«-')  w(») -H  p(«)(a(''-'), 
w',=  g(«-' )&>("' 4- ^("^ &)("-'), 

les  coefficients  satisfaisant  à  la  relation ^^""''^^"^  —  q^"-*^p^"^  =  di  i .  Les 
deux  nombres  p  et  p'  étant  premiers  entre  eux,  on  arrivera  à  un 
reste  p^"~*^  égal  à  l'unité;  le  reste  suivant /?^"^  étant  nul,  la  relation  pré- 
cédente donne  q'^"^  =  d=  i ,  et  l'on  a 


œ, 


«("^     &)',  =  ±  w("-')  4- g("- ')«("). 


3o. 
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Fonctions  intermédiaires. 

146.  Certaines  fonctions  simplement  périodiques,  telles  que  e',  sin^, 
cosz,  restent  holomorphes  dans  toute  l'étendue  du  plan;  telle  est  aussi 
la  fonction  e*'"*.  Mais  il  n'existe  pas  de  fonction  doublement  périodique 
holomorphe  dans  un  parallélogramme  élémentaire,  et  par  conséquent 
dans  toute  l'étendue  du  plan;  car,  si  la  fonction  était  holomorphe  dans 
un  parallélogramme  élémentaire,  son  module  serait  moindre  qu'une 
quantité  fixe  M  dans  ce  parallélogramme,  et  par  conséquent  dans  tout 
le  plan,  et  la  fonction  serait  constante  (n°  126).  La  fonction  0  appar- 
tient à  une  classe  de  fonctions  sur  lesquelles  M.  Hermite  a  appelé  l'at- 
tention des  géomètres  et  dont  il  a  démontré  les  principales  propriétés 
(Lettre  à  Jacobi,  i844;  Œuvres  de  Jacobi  et  Cours  de  l'École  Poly- 
technique). Ces  fonctions,  intermédiaires  entre  les  fonctions  simplement 
périodiques  et  les  fonctions  doublement  périodiques,  sont  holomorphes 
dans  toute  l'étendue  du  plan,  et  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

(I)  /(2+«)  =  e-+y(2),    /(z  +  «')  =  e-'^+*7(^)- 

Nous  verrons  qu'on  les  exprime  toutes  à  l'aide  de  la  fonction  0. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  remplace  dans  l'une  et  l'autre  des 
relations  précédentes  z  par  z  +  w'  ou  par  z  -h  w,  on  a 

f{z)       --' 

ce  qui  exige  que  les  deux  constantes  a  et  a'  satisfassent  à  la  relation 

(a)  a(d'  —  a'  (ù  =  uriTci, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Concevons  le  plan  divisé,  comme  précédemment,  en  un  réseau  de 
parallélogrammes  égaux.  Il  est  évident  que,  si  z,  est  un  zéro  de  la 
fonction,  toutes  les  valeurs  de  z  représentées  par  la  formule 

^==  z, -i- mu -\- m'a)', 
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dans  laquelle  m  et  m'  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  sont  aussi 
des.zéroff  de  la  fonction;  ces  zéros  sont  des  points  homologues  des 
divers  parallélogrammes.  En  répétant  ici  le  raisonnement  du  n°  124, 
on  démontre  que  le  nombre  des  zéros  compris  dans  chaque  parallélo- 
gramme est  égal  à  n\  c'est  ce  que  nous  appellerons  \ ordre  de  la 
fonction. 

On  ramène  la  recherche  de  ces  fonctions  à  celles  des  fonctions  de 
même  sorte,  mais  qui  admettent  la  période  w.  Posons,  en  effet, 

(3)  •  /(z)  =  e^^'+B-9(z). 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires;  la  fonction  9(2)  jouit  des 
mêmes  propriétés,  car  on  a 

(p{z  -h  co)  —  ^(«-'^"î^  +  ^-A'-'-B^cp^^). 

Si  l'on  choisit  les  constantes  A  et  B  de  manière  que 
n  —  2Aw  =  o,     h  —  Aw^  —  Bw  =  o, 


d'où 


1(ù  (ù  1 


la  fonction  admettra  la  période  w,  et  l'on  aura 

2/iiczi       nw'fw-ii»')       b'it  —  bia' 

9(2  +&>')  =  e~    "     ^      '"  ^^      9(2). 

147.  Il  s'agit  donc  de  trouver  une  fonction  holomorphe  9  {z)  jouis- 
sant des  propriétés 

+  b 


(4)  (p(z  +  &))rr:9(2),       <f>{z+(ù')=e         "  <f{z). 

Cette  fonction,  étant  holomorphe  dans  tout  le  plan  et  admettant  la 
période  w,  est  développable  en  une  série 

^_  tmvzi 

(5)  9{i;)  =  2^A™e"^^, 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  ou  négatives,  de 


> 
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sit  zi 

rexpoiientielle  e  "  ,  et  convergente  dans  tout  le- plan  (n°  99).  Si  l'on 
remplace  z  par  z  +  w',  cette  série  devient 


p  désignant  le  rapport  — •  Mais  la  seconde  des  relations  (4)  donne 

9(2 +&)')  =  2Ame*e       ^       =:2A„+„e*e    ".  . 
De  la  comparaison  des  deux  séries  précédentes,  on  déduit 

(6)  A„+„  =  A;;.e'»"'p'-*. 

Tous  les  coefficients  de  la  série  pourront  donc  s'exprimer  à  l'aide  des  n 
coefficients  Ao,  A,,--»  A„_,,  qui  restent  arbitraires. 
•-y^jf,^  Dans  le  cas  où  n=  o,  l'équation  (6)  se  réduit  à  Am{e^"''^^'~'' —  i)  =  o; 

tous  les  coefficients  sont  nuls,  excepté  un,  par  exemple  Am*  et  l'on  a 


b  —  2mnpi^  (f{z)  —  A^e   "    ;  ainsi  la  fonction  de  l'espèce  considérée, 
qui  n'a  pas  de  zéro,  est  une  exponentielle.  ^ 

Dans  le  cas  où  n  —  ï,  la  relation  (6)  devient 

A„+,  =  Ame2'"'=P''-*. 

En  donnant  à  m  successivement  les  valeurs  o,  i,  2,...,  m  —  i,  et  muj- 
ti pliant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  trouve 

A™r=:  Aoe'"('?'-'^f'-'"*, 

et,  par  suite. 


7W=t 


en  posante,  =  — \ K-  On  retrouve  ainsi  la  fonction  0;  c'est  la 

^  2  2.711 

seule  fonction  de  l'espèce  considérée  qui  n'ait  qu'un  seul  zéro  dans 
le  parallélogramme  (w,  w'). 
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Avec  cette  fonction  0,  on  peut  former  toutes  les  autres.  Considérons 
en  effet  la  fonction 

>K')=il0(^+^-'")' 

/i=  I 

qui  a  n  zéros  donnés  «,,  a^,-.,  a^  dans  le  parallélogramme  (w,  «'),  et 
qui  satisfait  à  des 'relations  de  la  forme  (4);  si  la  fonction  ç  [z)  admet 

les  mêmes  zéros,  la  fonction  holomorphe  %-r\->  n'ayant  pas  de  zéros, 

et  satisfaisant  à  des  relations  de  même  forme,  est  une  exponentielle 


0,6   "    ,  dans  laquelle  m  est  un  nombre  entier  arbitraire;  on  a  donc 

(7)  ^^,)=.cè^llQ{!^^  +  z--a,y 

et,  par  suite, 

A,  B,  C  étant  des  constantes  arbitraires.  Telle  est  l'expression  générale 
des  fonctions  intermédiaires  de  l'ordre  n;  elles  renferment  n  -t-  3  con- 
stantes arbitraires,  savoir  les  n  zéros  et  les  trois  coefficients  A,  B,  C. 
C'est  à  l'aide  de  ces  fonctions  holomorphes  que  l'on  forme  les  fonctions 
doublement  périodiques;  car,  si  l'on  considère  deux  fonctions  intermé- 
diaires satisfaisant  aux  mêmes  relations  (i),  et,  par  conséquent,  du 
même  ordre,  à  cause  de  la  relation  (2),  leur  quotient  sera  une  fonction 
méromorphe  doublement  périodique.  Nous  allons  maintenant  étudier 
en  elles-mêmes  les  fonctions  doublement  périodiques. 

148.  Théorème  I:  —  La  somme  des  résidus  d'une  /onction  méro- 
morphe doublement  périodique,  dans  chaque  parallélogramme  élémen- 
taire,  est  nulle. 

Soit/(z)  une  fonction  méromorphe  admettant  les  deux  périodes  w,  o)\ 
Considérons  un  parallélogramme,  rectiligne  ou  curviligne,  ayant  pour 
sommets  Zq,  z^-h  oj,  Sq+w',  ^o-t-w-f-w',  et  dont  le  contour  ne 
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passe  par  aucun  pôle.  Nous  savons  (n°  120)  que  l'intégrale 


-■ff( 


z)dz, 


relative  à  ce  contour,  est  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonc- 
tion/(^)  relatifs  aux  pôles  situés  dans  le  parallélogramme.  Les  côtés 
opposés  du  parallélogramme  donnant  dans  l'intégrale  des  résultats 
égaux  et  de  signes  contraires,  l'intégrale  définie  et,  par  conséquent, 
la  somme  des  résidus,  est  nulle. 

149.  Théorème  II.  —  Toute  fonction  méromorphe  doublement  pério- 
dique admet  au  moins  deux  infinis  dans  chaque  parallélogramme  élémen- 
taire. 

Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  (n°  146),  la  fonction  devient 
nécessairement  infinie  dans  chaque  parallélogramme  élémentaire  et, 
par  conséquent,  puisqu'elle  est  supposée  méromorphe,  elle  admet  un 
ou  plusieurs  pôles  dans  ce  parallélogramme.  Si  tous  les  pôles  a,  |3, . . . 
sont  simples,  la  fonction  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

fi  [z)  étant  holomorphe  dans  le  parallélogramme  (n°  118);  les  résidus 
relatifs  aux  pôles  sont  A,  B, . . .  ;  puisque  la  somme  A  +  B  + . . .  des  ré- 
sidus est  nulle,  il  est  nécessaire  qu'il  y  ait  au  moins  deux  pôles  dans 
le  parallélogramme.  Mais,  au  lieu  de  deux  pôles  simples,  il  peut  y  avoir 
un  pôle  double;  dans  ce  cas,  on  aura 


/(^)  =  (7--^^-/'(^)' 


le  résidu  étant  nul. 


150.  Corollaire.  —  Deux  fonctions  intermédiaires  du  premier  ordre  ^ 
satisfaisant  aux  tnêmes  relations 

sont  dans  un  rapport  constant.  Autrement  ce  rapport  serait  une  fonction 
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doublement  périodique  n'ayant  qu'un  infini  dans  chaque  parallélo- 
gramme (&),  w').  C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  peut  vérifier  directement 
à  l'aide  de  la  formule  (8),  qui  représente  ce  genre  de  fonctions. 

Il  en  résulte  que  les  fonctions  ^  sont,  abstraction  faite  d'un  facteur 
constant,  les  seules  qui  jouissent  des  propriétés  établies  au  n"*  75, 
savoir  : 

j  0j(2 +&))  =— 0,(2),  ^^  (   0,(z  +  w)==— 0,(2), 

(10)   <  _Ti  :  (12)  I  _icj 

(    0,(2-f-w')=e     "  e,{z),-^  (0,(2+w')=-6     "^""^       0,(2). 

151.  Théorème  III.  —  La  somme  des  ordres  d'une  fonction  me'ro- 
morphe  doublement  périodique  y  dans  chaque  parallélogramme  élém£ntairey 
est  nulle. 

D'après  le  théorème  du  n°  122,  la  somme  des  ordres  de  la  fonc- 
tion/(z)  dans  un  parallélogramme  est  égale  à  l'intégrale  définie 


Ajl)l0g/(2)rf2, 


f  (z) 
relative  au  contour  du  parallélogramme;  la  fonction  D  log/(z)  ==  — ,— t> 

admettant  les  deux  périodes  w,  w',  comme  la  fonction  proposée/(z)  et 
sa  dérivée  f'(z),  les  parties  de  l'intégrale  relatives  aux  côtés  opposés 
sont  égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi  l'intégrale  définie,  et,  par 
conséquent,  la  somme  des  ordres  de  la  fonction/(z),  est  nulle. 

Corollaire.  —  Appelons  n  le  nombre  des  infinis  de  la  fonc- 
tion f[z)  dans  un  parallélogramme  élémentaire,  en  tenant  compte  du 
degré  de  multiplicité  de  chacun  d'eux;  le  nombre  des  zéros  sera  aussi  n. 
La  fonction  doublement  périodique  f{z)  —  u,  dans  laquelle  nous  re- 
gardons u  comme  une  constante,  ayant  les  mêmes  infinis  que  f{z)y  a 
aussi  n  zéros;  on  en  conclut  que,  dans  chaque  parallélogramme,  il 
y  a  n  points  où  la  fonction  proposée  f{z)  acquiert  une  valeur  donnée 
quelconques.  D'après  cela,  nous  caractérisons  l'ordre  d'une  fonction 
doublement  périodique  par  le  nombre  de  ses  infinis  dans  chaque  pa- 
rallélogramme; l'ordre  est  au  moins  égal  à  deux.  Les  trois  fonctions 

3i 


~-\ 
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elliptiques  X,  p.,  v,  que  nous  avons  formées  à  l'aide  des  quatre  fonc- 
tions 6  (n°  76),  ont  chacune  deux  infinis  dans  chacun  des  parallélo- 
grammes du  réseau  ;  ce  sont  des  fonctions  du  second  ordre  et  les 
réseaux,  tels  que  nous  les  avons  construits,  sont  bien  des  réseaux  élé- 
mentaires. 

La  dérivée  /'  [z)  admet  les  deux  périodes  w,  co'.  Le  réseau  construit 
sur  ces  deux  périodes  est  aussi  un  réseau  élémentaire  de  la  fonction/'  {z)  ; 
car  si,  dans  le  premier  parallélogramme,  il  y  avait  un  point  w"  tel  que  l'on 
eût/'  {z-\-  w")  =/'  {z),  la  fonction /(^ 4-  «")  — /(z),  ayant  sa  dérivée 
nulle,  serait  une  constante  A,  et  l'on  aurait/(z  +  mw")  —/{z)  =  mk-, 
mais,  comme  on  a  ici  w'=  m'w  +  mw",  la  constante  A  serait  nulle,  et 
l'on  aurait /(^  -h  w")  =/[z).  Soit  p  le  degré  d'un  infini  de  la  fonc- 
tion/(^j;  la  dérivée /'(z)  admet  le  même  infini  au  degré /?  H- i  ; 
l'ordre  de  la  dérivée  est  donc  égal  à  2  (p  h-  i)  —  w  4-  «,,  rif  désignant 
le  nombre  des  infinis  distincts;  il  est  égal,  au  moins  à  /i-f  i,  au  plus 
à  2/i. 

152.  Théorème  IV.—  Deuœ  fonctions  méromorphes  doublement  pé- 
riodiques, aux  mêmes  périodes,  et  qui,  dans  un  parallélogramme  élémen- 
taire, ont  les  mêmes  zéros  etle$  mêmes  infinis,  chacun  au  même  degré, 
sont  dans  un  rapport  constant. 

Le  rapport  des  deux  fonctions  proposées  est  une  fonction  double- 
ment périodique,  aux  mêmes  périodes.  Ces  deux  fonctions  ayant  les 
mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis,  chacun  au  même  degré,  leur  rapport 
reste  holomorphe;  c'est  donc  une  constante  (n**  146). 

153.  Théorème  V.  —  Si  Von  considère  les  zéros  et  les  infinis  d'une 
fonction  méromorphe  doublement  périodique  qui  sont  situés  dans  un  même 
parallélogramme  élémentaire^  la  somme  des  zéros  ne  diffère  de  celle  des 
infinis  que  par  des  multiples  des  périodes. 

Soit/(2)  une  fonction  méromorphe  doublement  périodique  aux  pé- 
riodes w,  w',  ayant  n  zéros  «<,  aj,...,  a„  et  n  infinis  a,,  «a,...,  a„  dans 
un  même  parallélogramme  élémentaire.  On  peut  trouver  dans  ce  paral- 
lélogramme un  point  d^  tel  que  l'excès  de  la  somme  a,  -+-  a2-}-...-r-  «« 
sur  la  somme  d^  +  a2-t-...-h  a,,  soit  de  la  forme  mw'-i-  m' (à,  Consi- 
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dérons  la  fonction  \JLm5'\)« 

qui  admet  évidemment  la  période  co.  Quand  on  y  remplace  z  par  z  -+■  w', 
le  numérateur  et  le  dénominateur  étant  multipliés  respectivement  par 

(— i)«e    •-  ,     (-i)''e    " 

la  fonction  «p  [z)  est  multipliée  par 

- —  I  m  u' -+- (rt'i  +  fl.  +...+  «„)  —  (o4-t-«j +...+  «„  )1 

c'est-à-dire  par  i  ;  elle  admet  donc  aussi  la  période  «'.  D'ailleurs  elle 
a  dans  le  parallélogramme  les  zéros  a'j,  a^,...,  «„  et  les  infinis  a,, 
«2,...,  <x„.  Je  dis  maintenant  que  a,  =  a\;  car,  si  cela  n'avait  pas  lieu,  le 

rapport  ^^^  serait  une  fonction  doublement  périodique  n'ayant  qu'un 

infini  a\  dans  le  parallélogramme,  ce  qui  est  impossible  (n**  149).  Ainsi 
les  zéros  et  les  infinis  situés  dans  un  même  parallélogramme  élémen- 
taire satisfont  à  la  relation 

(i3)"  ^och — 2aA  =  /nw'-t- /w'w. 

Ce  théorème  important  est  dû  à  M.  Liouville. 

154.  Théorème  VI.  —  //  existe  une  fonction  méromorphe  doublement 
périodique  ayant  des  périodes  données  et  admettant  dans  un  parallélo- 
gramme élémentaire  n  zéros  et  n  infinis  donnés,  tels  que  la  somme  des 
zéros  ne  diffère  de  celle  des  infinis  que  par  des  multiples  des  périodes. 

Soient  w,  w'  les  périodes  données,  ai,a^,...,an  les  zéros,  a,,  a-i, . . . ,  cf.n 
les  infinis  situés  dans  un  même  parallélogramme  élémentaire;  nous 
supposons  que  ces  zéros  et  ces  infinis  satisfont  à  la  relation 

2aA—  lah  =  mw'+  /n'co, 
m  et  m' étant  deux  nombres  entiers.  Nous  avons  vu  que  la  fonction 


h-^ 

3i. 
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dans  laquelle  le  coefficient  A  est  arbitraire,  jouit  de  toutes  les  proprié- 
tés énoncées;  en  vertu  du  théorème  IV,  c'est  la  seule.  On  déterminera 
le  coefficient  A  en  donnant  la  valeur  de  la  fonction  pour  une  valeur 
particulière  de  la  variable. 

155.  Théorème  VII.  —  La  somme  des  n  valeurs  de  la  variable  qui, 
dans  un  même  parallélogramme  élémentaire,  correspondent  à  une  même 
valeur  de  la  fonction,  est  constante,  abstraction  faite  des  multiples  des  pé- 
riodes. 

Soient  a,,  «j,...,  a„  les  n  infinis  de  la  fonction  doublement  pério- 
dique/(z)  dans  un  parallélogramme  élémentaire;  la  fonction/(2)  —  u, 
dans  laquelle  nous  regardons  u  comme  une  constante,  ayant  les  mêmes 
infinis  que /(z),  a  aussi  n  zéros  z^,  z^,...,  z^  dans  le  parallélogramme; 
en  vertu  du  théorème  V,  la  somme  z^-\-  z^-V-...-^  z^  de  ces  n  valeurs 
de  z  ne  diffère  de  la  somme  a,  +  «a  +  •  •  •  -i-  ««  des  infinis  que  de  mul- 
tiples des  périodes. 

Corollaire  I.  —  Une  fonction  doublement  périodique  du  second 
ordre,  dont  les  infinis  sont  a  et  |3,  satisfait  à  la  relation 

(f4)        .  /(a-i-(3-2)=/(z). 

Soit/(z)  une  fonction  doublement  périodique  du  second  ordre,  aux 
périodes  w,  w',  et  ayant  les  deux  infinis  a  et  ^;  à  chaque  valeur  de  la 
fonction  correspondent  dans  un  même  parallélogramme  deux  va- 
leurs z^  et  z^,  dont  la  somme  z^  4-  z^  ne  diffère  de  la  somme  a  H-  |3  des 
infinis  que  de  multiples  des  périodes;  on  a  donc 


d'où 

et,  par  suite, 


Zy  -1-  Zj  =  a  -i-  [3  +  w&)  +  m' (,i  ; 
Zj  =  a  H-  [3  —  z,  H-  /n&)  +  m' bi', 

fia+^-z,)=--f{z,), 


et  cette  relation  a  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ^<. 
La  fonction  X(2),  aux  périodes  aw,  w',  ayant  les  infinis  — >  œ 
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satisfait  à  la  relation  X(w  —  z)  =l[z),  qui  d'ailleurs  est  une  consé- 
quence de  la  relation  X(z  4-  w)  =  —  X(2)  (n°  76). 

156.  Corollaire  II.  —   La  dérivée  d'une  fonction  doublement  pé- 
riodique du  second  ordre ,  aux  périodes  w ,  w',  et  ayant  deux  infinis 

1             .   n        j      .  1             ^          '         a-f-Sa-fS        wa-l-ô        co' 
Simples  Cf.  et  p,  admet  les  quatre  zéros  -» +  ->  ~  -\ -, 


I  2 

II  est  des  cas  où  l'on  aperçoit  immédiatement  certains  zéros  et  cer- 
tains infinis  de  la  fonction.  Considérons  d'abord  une  fonction  satisfaisant 
à  la  relation/(c  —  z)  =  — /(z),  dans  laquelle  cest  une  constante.  En 

faisante  =  ->  on  a  /( -]  —  —  f\~]  \  <l'où  l'on  conclut  que  la  valeur  - 

rend  la  fonction  nulle  ou  infinie.  En  faisant  z  =  ~  -\ — ?  on  a  de  même 

2       2 

/*(--{--)=:  — /(-  -i-  -)i  d'où  Ton  conclut  que  la  valeur  -  +  -  rend 
aussi  la  fonction  nulle  ou  infinie;  on  peut  en  dire  autant  de  - 

C  tO-f-O)'...!  ^  1  ce  (ù       C  M 

-  -\ Ainsi  les  quatre  valeurs  -»  — h  -»  — h  — 

22  ^  22222 

sont  des  zéros  ou  des  infinis  de  la  fonction.  La  somme  des  autres  zéros 
deux  à  deux,  et  de  même  celle  des  infinis,  est  égale  à  c;  car,  les  fonc- 
tions/(2)  et/(c  -  z)  admettant  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis, 
si  a  est  un  zéro,  c  —  a  est  aussi  un  zéro,  et,  de  même,  si  a  est  un 
infini,  c  —  a  est  aussi  un  infini.  Une  fonction  impaire  rentre  dans  cette 
catégorie;  il  suffit  de  faire  c  =  o. 

Considérons,  en  second  lieu,  une  fonction  satisfaisant  à  la  rela- 
tion/(c  —  z)  —f[z).  Les  zéros  et  les  infinis  de  cette  fonction  ont  en- 
core, deux  à  deux,  une  somme  égale  à  c.  La  dérivée  satisfaisant  à  la 

relation  f'{c—z)  =  —f'  {z),  les  quatre  valeurs  -»  -  H — >  -  +  — , 

-  H sont  des  zéros  ou  des  infinis  de  la  fonction/' (z).  Une  fonc- 
tion paire  rentre  dans  cette  catégorie;  il  suffit  de  faire  c  =  o. 

Nous  avons  vu  qu'une  fonction  doublement  périodique  du  second 
ordre  satisfait  à  la  relation/(a  -\-  ^  —  z)  z=f(^z);  il  en  résulte  que  les 

quatre  valeurs ^r -h  -  > 4 —  ^ H >  attribuées 

^  222222  2 
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à  -S,  rendent  la  dérivée/' (5)  nulle  ou  infinie.  Si  la  fonction/(2)  a  deux 
infinis  simples  a  et|3,  la  dérivée,  ayant  les  deux  infinis  doubles  a  et|3,  est  ^ 

du  quatrième  ordre  ;  ses  quatre  zéros  sont  les  quatre  valeurs  précédentes.  ,      0/ 

Si  la  fonction  a  un  infini  double  a,  la  dérivée,  ayant  l'infini  triple  a,  est  "^''"^^^  ^ 

du  troisième  ordre  ;  ses  trois  zéros  sont  a  -\ — »  «  H >  a  -i ,j^ 


157.  Théorème  VIII.  —  Les  trois /onctions  elliptiques  satisfont  aux 
deux  relations 

(i5)  p}{z)  +  lHz)    =1, 

(16)  V'  (^)-h/f'X'(z)=:I. 

Les  quatre  fonctions  Q-  [z)  sont  des  fonctions  intermédiaires  du 
second  ordre,  ayant  chacune  un  zéro  double  dans  le  parallélogramme 
(w,  w'),  et  satisfaisant  aux  relations 


7.  iri 


9(z4-a))--9(z),     9(2-1-0.)' )  =  e     "  ^{^)- 

Les  fonctions  paires 

satisfont  aux  mêmes  relations  et  admettent  le  zéro  double  2  =  0, 
comme  la  fonction  0\{z)',  car  leurs  dérivées,  étant  impaires,  s'an- 
nulent pour  jz  =  o;  ces  deux  fonctions  sont  dans  des  rapports  constants 
avec  la  fonction  Q\  [z)\  autrement  ces  rapports  seraient  des  fonctions 
doublement  périodiques,  n'ayant  pas  d'infinis.  On  a  donc 

Q\{o)Q^{z)-  B'{o)Ql{z):=.kQ]{z), 
Q\{o)Q^{z)~  Q^{o)Q\[z)^^Q\{z). 


On  détermine  les  constantes  A  et  B  en  faisant  2  =  — ,  ce  qui  donne 

A  =  0^0),     B  =  0^(o), 
et  l'on  obtient  les  deux  relations 

(17)  Ql[o)Q'{z)-Q^{o)Q\{z)  =  Ql{o)Q\{z), 

(i8)  Ql[o)Q^[z)-Q^{o)Ql{z)  =  Q\{o)Q\{z), 

desquelles  on  déduit  les  deux  relations  cherchées. 
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Si  dans  l'équation  (i  6)  on  fait  z  =  -  et  si  l'on  remarque  que  v  f|j  =k' 
(n**  77),  on  trouve  que  les  deux  constantes  k  et  k'  vérifient  la  relation 

158.  Théorème  IX.  —  Une  fonction  méromorphe  u=/{z),  double- 
ment périodique  et  du  second  ordre,  satisfait  à  une  équation  différen- 
tielle de  la  forme 

(20)  5-  =  V^A  H-  Ba  -1-  Ca^+  Dm»+  EwS 

le  polynôme  sous  le  radical  étant  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

Lorsque  la  fonction  u  a  deux  infinis  simples  a  et  ]S,  sa  dérivée  u\ 
ayant  deux  infinis  doubles  a  et  ]3,  est  du  quatrième  ordre;  si  w  et  w' 
sont  les  périodes,  les  quatre  zéros  de  la  dérivée  sont,  comme  nous 

1  avons  vu  (n°  156),  -1 H — » H — ' H 

^  '  1  1  2222  2 

La  fonction  a'*  est  du  huitième  ordre;  elle  a  deux  infinis  quadruples 
a  et  |3,  et  les  quatre  zéros  précédents,  mais  chacun  au  second  degré. 
Considérons  la  fonction 

.W  =  [/(^)-/(^)][/W-/(^^-^)] 

qui  admet  les  mêmes  infinis  quadruples  a  et  /3.  Le  premier  facteur 
s'annule  pour  z  = --■,  cette  \aleur  est  un  zéro  double,  car  elle 

annule  la  dérivée  f'{z)  de  ce  premier  facteur;  il  en  est  de  même  des 
autres  facteurs.  Les  deux  fonctions  doublement  périodiques  m"  et  9  (z), 
ayant  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis,  chacun  au  même  degré, 
sont  dans  un  rapport  constant.  Dans  ce  cas,  le  polynôme  placé  sous  le 
radical  est  du  quatrième  degré. 

Lorsque  la  fonction  m  a  un  infini  double  a,  sa  dérivée  u',  ayant  un  in- 
fini triple,  est  du  troisième  ordre;  ses  trois  zéros  sont  a  -h  -  5  a  4-  —  ? 
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a  4- '-'  La  fonction  u'^  est  du  sixième  ordre;  elle  a  un  infini  sex- 
tuple a  et  trois  zéros  doubles.  Si  l'on  considère  la  fonction 

on  verra,  comme  précédemment,  que  le  rapport  des  fonctions  u'^ 
et  9  {z)  est  constant.  Dans  ce  cas,  le  polynôme  placé  sous  le  radical 
est  du  troisième  degré. 

159.  Corollaire.  —  Appliquons  ce  théorème  à  la  fonction  X(z), 
dont  les  périodes  sont  2w,  w'.  On  a  ici 


a'  2  2  2  \2/\2 


+  w 


a  -h  S      r,/\       I  /  a  +  ô  m' 

^H--    =-,      li Î-+WH ..___, 

2  2//f  \2  2/  /f 

et  Téquation  différentielle  se  réduit  à 

Des  relations  établies  au  n°  157  on  déduit  en  différentiant 


En  vertu  des  formules  (22)  du  n*'  77,  on  suppose  que,  dans  les  équa- 
tions précédentes,  les  radicaux  ont  la  valeur  H-  i ,  le  premier  pour  z  =  o, 

le  second  pour  2  ==  ->  le  troisième  pour  z  =.  - — ^• 

L'équation  (21)  renferme  deux  constantes  ^  et  ^  que  l'on  appelle,  la 
première  le  module,  la  seconde  le  multiplicateur  de  la  fonction  ellip- 
tique X.  La  constante  k',  qui  satisfait  à  la  relation  ^^  H-  ^'^  =  i,  est  le 
module  complémentaire.  D'après  les  formules  (17)  du  n°  76  et  (^3)  du 

n°  77,  les  modules  k  et  kf  ne  dépendent  que  de  la  constante  q  ~  e  "  , 
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et  par  conséquent  du  rapport  des  périodes.  Quant  au  multiplicateur  g, 
on  le  détermine  par  la  condition 

^   ^^        **         ^    ^      ^k  0(0)       o^slkO(,o)^' 

et  Ton  remarque  que  la  quantité  ^w  ne  dépend  aussi  que  du  rapport  des 
périodes. 

160.  Théorème  X.  —  Si  f[z)  est  une  fonction  doublement  pério- 
dique du  second  ordre,  ayant  pour  injinis  a  et  ^,  toute  fonction  double- 
ment périodique  F(z),  aux  mêmes  périodes,  et  satisfaisant  à  la  rela- 
tion F(a-h]3  —  s)  =  F(z),  s'exprime  rationnellement  au  moyen  def[z). 

En  vertu  de  la  relation  F  (a  -h  /3  —  5)  =  Y{z),  si  la  fonction  F  (z) 
admet  un  infini  a,,  elle  admet  un  autre  infini  a  -h  /3  —  a,,  et  de  même, 
si  elle  admet  un  zéro  «,,  elle  admet  un  autre  zéro  a  +  |3  —  «,.  La  fonc- 
tion ¥{z)  est  donc  d'ordre  pair  2/1;  nous  représenterons  ses  zéros  par 

(rt,,  a  +  (3  —  «,),  («5,  a-f  (3  —  «,), .  . .,  («„,  a -+-  [3  —  «„•); 

ses  infinis  par 

(a,,  a-+-  (3—  a,),  (a,,  a-f-  (3  —  a,),.  . .,  (a„,  a  +  (3  —  a„). 
Considérons  la  fonction  doublement  périodique 

Tous  les  facteurs  deviennent  infinis  en  même  temps  que/(s),  c'est-à-dire 
pour  les  valeurs  a  et  |3;  chacune  de  ces  valeurs  de  :;  est  donc  un  infini 
du  degré  n  du  numérateur  et  du  dénominateur,  et  la  fraction  conserve 
une  valeur  finie.  Un  facteur /(s) —/(«a)  du  numérateur,  s'annulant 
pour  z  =  «A»  admet  le  second  zéro  «4-/3  — a/,;  de  même  un  fac- 
teur/(z)  —f((/.h)  du  dénominateur  admet  les  deux  zéros  «^  et  a  -h  /3  —  a^, 
qui  sont  des  infinis  de  la  fraction.  La  fonction  (p(z)  admet  les  mêmes 
zéros  et  les  mêmes  infinis  que  la  fonction  F(z),  et  par  conséquent  le 
rapport  des  deux  fonctions  est  constant. 

33 
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161.  Théorème  XI.  —  Toute  fonction  méromorphe  doublement  pério- 
dique s'exprime  rationnellement  au  moyen  d'une  fonction  du  second 
ordre,  aux  mêmes  périodes,  et  de  sa  dérivée. 

Soient  u=f{z)  une  fonction  du  second  ordre,  aux  périodes  w,  w', 
et  ayant  pour  infinis  a  et|3,  F  (s)  une  fonction  de  l'ordre  n  aux  mêmes 
périodes,  et  ayant  pour  infinis  «,,  «a,...,  a«.  Considérons  d'abord  la 

fonction 

cp(z)=F(2)-f-F(a+i3  — z), 

qui  est  de  Tordre  2n,  car  elle  admet  les  2n  infinis 

(a,,  a  +  (3  —  a, ),  (aj,  a  +  [3  —  aj,. . .,  (a„,  a  +  (3  —  a„); 

elle  satisfait  à  la  relation  (p{a-\-  ^  —  z)  =  (p{z);  elle  est  donc  égale  à 
une  fraction  rationnelle  en  u,  et  l'on  a,  d'après  le  théorème  précédent, 

M 

(25)  <p(2)=:F(z)  +  F(aH-(3-2)= -j-, 

L  et  M  étant  des  polynômes  entiers  en  u  du  degré  n. 
Considérons  ensuite  la  fonction 

^{z)  =  V{z)-¥ioc  +  ^-z), 

qui  est  aussi  de  l'ordre  2/i;  car  elle  admet  les  mêmes  infinis  que  la 
fonction  (p(z);  elle  satisfait  à  la  relation  <^  [a -+-  ^  —  z)  =  —  ^{z),  comme 
la  fonction/' (2;);  d'après  une  remarque  du  n**  156,  cette  fonction  admet 

les  quatre  zéros  de  la  tonction/'(2),  savoir ^, ^  4--, ^  -+-  -, 

—  H- ^^ — '—  et  271  —  l[  autres  zéros  qui,  deux  à  deux,  ont  une 


2  2 

somme  égale  à  a  +  /3.  La  fonction  /  (s)  =  jttA  conserve  donc  une  va- 
leur finie  quand  le  dénominateur/' (2)  s'annule;  elle  est  aussi  de  l'or- 
dre 271,  car  elle  admet  les  2n  infinis  de  "^{z),  qui  sont  les  mêmes  que 
ceux  de  9(2);  ses  2/1  zéros  sont  les  deux  infinis  doubles  a  et  |3  de/' (2) 
et  les  'in  —  4  zéros  de  ^{z),  autres  que  ceux  de/'(z);  elle  satisfait, 
d'ailleurs,  à  la  relation  de  y^{oc  -h  ^  —  z)  =  -^{z);  on  en  conclut  qu'elle 

N 
est  égale  à  une  fraction  rationnelle  y  en  u,  dont  le  dénominateur  est  le 
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même  que  celui  de  la  fraction  précédente  et  le  numérateur  du  de- 
gré n—  1-,  on  a  donc 

(26)  .^(2)=F(z)-F{a-f  (3  — 2)=ÏÇ^^ 

Des  deux  relations  (aS)  et  (26)  on  déduit  la  relation  cherchée 

(27)  F{z)=:- — ^L~ 
Ce  théorème  est  dû  à  M.  Liouville. 

162.  Corollaire.  —  Soient/(5)  =  1^(2).  F(2)  =  p. («s),  n  étant  un 

nombre  entier.  On  peut  prendre  a  =  — 1  /3  =  —  — »  d'où  a  H-  /5  =  o. 

Puisque  Y{—  z)  =  F(z),  on  conclut,  d'après  le  théorème  X,  quefjL(/iz) 
s'exprime  par  une  fraction  rationnelle  Qï\ik{z).  De  même  v{nz)  s'ex- 
prime par  une  fraction  rationnelle  en  v[z). 

Soient  maintenant/(s)  =  >.(2),F(5)  =  ^{nz).  La  somme  a  -H /3  est 
égale  à  «.  Quand  n  est  impair,  comme  on  a  F  («  4-  |3  —  s)  =  F  (2),  la 
fonction  X(wz)  s'exprime  par  une  fraction  rationnelle  en  \{z).  Quand  n 
est  pair,  comme  on  a  F(a  -h  |3  —  s)  =  —  F(z),  d'après  la  relation  {2^») 
établie  au  numéro  précédent,  \[nz)  est  égale  au  produit  de  X'(s)  par 
une  fraction  rationnelle  en  ). (s).  Nous  nous  occuperons  plus  tard  de 
la  détermination  de  ces  fractions  rationnelles. 

163.  Fonctions  inverses.  —  Considérons  l'équation 

(28)  f{z)-n  =  o, 

dans  laquelle/(s)  est  une  fonction  méromorphe  doublement  périodique 
de  l'ordre  w,  aux  périodes  w,  w',  et  où  nous  regardons  z  comme  l'in- 
connue. A  chaque  valeur  finie  ou  infinie  de  u  correspondent  n  séries 
de  valeurs  de  z  de  la  forme 

(29)  z, -h  mw -+- m'oV,     z,  +  m&)  h- m'o/,. . ,,     z„ -t- mo)  +  iw'w', 

m  et  m'  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs. 
Le  premier  membre  de  l'équation  étant  une  fonction  méromorphe  de  u 
et  de  z  pour  toutes  les  valeurs  finies  ou  infinies  de  u  et  pour  toutes  les 

32. 
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valeurs  finies  de  z,  les  racines  jouissent  des  propriétés  énoncées  au 
n°  130.  L'équation  peut  servir  à  définir  une  fonction  implicite  z  de  la 
variable  u\  on  fera  partir  la  variable  du  point  Wo>  en  attribuant  à  z  une 
valeur  inilialç  z^  qui  soit  racine  simple  de  l'équation;  tant  que  z  reste 
racine  simple,  elle  est  fonction  holomorpbe  de  u.  Supposons  que,  la 
variable  u  arrivant  au  point  m,  par  un  cbemin  déterminé,  z  devienne 
égale  à  une  racine  multiple  z^  du  degré  />;  si  l'on  fait  w  =  m,  -t-  m', 
z  =^  z^-\-  z'\  l'équation  devient 

•'   ^     '  l  .1. .  .p     •'  '  \.1.  ..{p  -\-\) 

On  se  trouve  ici  dans  le  cas  simple  examiné  au  n°  33:  les/?  racines 
voisines  de  z^  forment  un  système  circulaire,  et  se  permutent  les  unes 
dans  les  autres,  quand  la  variable  u  tourne  autour  du  point  w,.  Les 
mêmes  propriétés  subsistent  quand  la  variable  u  devient  infinie;  car, 

si  l'on  pose  m  =  ^)  le  point  u'  =  o  est  un  point  ordinaire  ou  un  point 

critique  semblable  aux  précédents.  Si  donc  on  figure  la  variable  u  par 
le  mouvement  d'un  point  sur  la  spbère,  on  peut  dire  que  sur  toute  la 
sphère  il  n'y  a  pas  de  points  singuliers  autres  que  des  points  critiques 
algébriques. 

Les  points  critiques  sont  donnés  par  les  équations  simultanées 

(3o)  f{z)-u  =  o,     f'{z)  =  o. 

La  seconde  équation  est  satisfaite  par  n'  séries  de  valeurs  de  z  de  la 
forme  z^-\-  m(ù  -\-  m' (xi\  auxquelles  correspondent  n'  valeurs  de  u. 
Relativement  à  la  variable  w,  il  y  a  donc  un  nombre  fini  n'  de  points 
critiques;  mais  à  chacun  d'eux  se  rapportent  une  infinité  de  groupes 
de  racines  égales;  car,  s'il  y  a  un  groupe  de/?  racines  égales  à  z,,  il  y 
a  un  groupe  de/?  racines  égales  à  z,  -i-  mw  ■+•  m'w',  m  et  m'  étant  des 
nombres  entiers  quelconques. 

Quand  la  variable  u,  partant  du  point  initial  w»»  décrit  diff'érents 
chemins  aboutissant  à  un  même  point  u,  la  fonction  z  acquiert  toutes 
les  valeurs  comprises  dans  les  formules  (29);  car,  lorsqu'on  regarde  z 
comme  la  variable,  à  des  chemins  allant  du  point  z^  à  ces  diverses 
valeurs  correspondent  des  chemins  allant  du  point  Uq  au  même  point  u. 
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Inversement,  lorsque  la  variable  u  décrit  ces  derniers  chemins,  la  fonc- 
tion z  décrit  les  premiers. 

164.  La  considération  de  la  fonction  inverse  permet  de  démontrer 
le  théorème  VII  sans  avoir  recours  à  la  formation  des  fonctions  double- 
ment périodiques  à  l'aide  de  la  fonction  6.  La  fonction -^r-- >  dans 

laquelle  u  est  une  constante,  étant  doublement  périodique,  la  somme 
des  résidus  de  cette  fonction  relatifs  aux  pôles  z,,  z^,...^  z„,  situés  dans 
un  parallélogramme  élémentaire,  est  nulle  (n°  148).  L'un  de  ces  résidus 

est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  quantité  ^  _  ' — -  quand  z  tend 
vers  z.;  cette  limite  est  -^r, — :•  On  obtient  ainsi  l'équation 

/'(2.)  ^ 


+ 


Concevons  maintenant  que  u  varie  d'une  manière  continue,  sans  passer 

par  aucun  point  critique;  chacune  des  quantités  z,,  Zg,...,  z^  variera  ..  w»^****** 

d'une  manière  continue  et  sera  une  fonction  holomorphe  de  u  dans  une    i^^^^^ 

dz  I 

certaine  étendue  ;  il  en  est  de  même  de  leur  somme  C.  Puisque  -j-'  =  -?r7 — r' 

^      du     J'{zt) 

l'équation  précédente  devient 

</Ç dzt      dz,  dzn  _ 

du      du       du       "  '  '   du 

On  en  conclut  que  la  somme  Ç  reste  constante. 

Il  peut  se  faire  toutefois  que,  dans  leurs  variations,  un  ou  plusieurs 
des  points  z^,  Zj,...,  z^  sortent  du  parallélogramme  où  ils  étaient 
d'abord;  en  les  remplaçant  par  les  points  homologues  de  ce  parallélo- 
gramme, on  augmente  ou  on  diminue  la  somme  de  l'une  des  périodes. 

165.  Théorème  XII.  —  Une  fonction  méromorphe  doublement  pério- 
dique /{z),  aux  périodes  aw,  w',  de  i' ordre  2/i,  et  qui  satisfait  à  la 
relation  f[z  -h  «)  =  — f{^)*   ^*'  "^^  fonction   linéaire  des  quantités 

XI \-  z  —  (/.\i  si  les  infinis  a. sont  simples t  et,  en  outre,  de  leurs  dérivées 

si  les  infinis  sont  multiples. 
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Considérons  le  parallélogramme  ABDC,  dont  le  sommet  A  est  un 
point  arbitraire  ^o»  et  les  deux  sommets  B  et  G  les  points z^  +  w,  z^^-\-  «'. 
Soit  t  un  point  situé  à  l'intérieur.  La  fonction 


l{z~t) 


admettant  les  deux  périodes  u,  w',  la  somme  de  ses  résidus  dans  le 
parallélogramme  ABDC  est  nulle,  et  Ton  a  Téquation 

(30  /^+^4^,(.)  =  o. 


af^  étant  l'un  quelconque  des  infinis  de  la  fonction /(z)  situés  dans  le 
parallélogramme  ABDC,  moitié  du  parallélogramme  élémentaire  relatif 
à  cette  fonction;  l'autre  moitié  renfermera  les  infinis  «/,  +  w. 
Lorsque  l'infini  a^  de  la  fonction /(z)  est  simple,  on  a 

L    9(2) 


l[ah-t) 


en  désignant  par  A/,  le  résidu  de  la  fonction /(s).  Si  tous  les  infinis 
sont  simples,  l'équation  (3i)  devient 


li  =  n 


oc,} 


Puisque  les  deux  membres  changent  de  signes  quand  on  augmente  t 
de  0),  l'égalité  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  t.  En  remplaçant  / 

par  z,  on  a 

h  =  n 


Supposons  maintenant  que  oc^  soit  un  infini  multiple  du  degré/).  En 
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posant  z  =  Cf.,, -{-  z'  et  développant  en  séries,  on  a 

CT- -, r-^  =  -/r>.(— +/-a/.  —  2') 

A[(Xh  —  t  +  Z   )  \2  / 

1.2. .(p-i)        \2  y        j 


et  l'on  trouve  pour  le  résidu  cherché 


+  (-  'K  .-T-^'-:: — n  i(f-n(^^t  -  aM 


A' 

I.2...(/?-l) 


(33) 


On  obtient  ainsi  l'équation 

1  +(_.).-'^ ^ liP-^)('l+z-ccM, 

\  1.2.  ..{p  —  l)  \2  /J 

qui  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  z. 

166.  Corollaire  I.  —  Une  puissance  impaire  de  ^{z)  est  une  fonction 
linéaire  de\{z)  et  de  ses  dérivées  d' ordres  pairs . 

La  fonction  X"'^'(z)  change  de  signe  quand  on  remplace  z  par 
s  +  oj;  elle  n'admet  qu'un  infini  —  au  degré  2/ih-i  dans  le  parallé- 
logramme («,  w');  on  peut  donc  lui  appliquer  la  formule  (33).  La 
fonction 

étant  impaire  par  rapport  as',  son  développement  en  série  ne  con- 
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tient  que  des  puissances  impaires  de  z\  et  l'on  a 

t  Ajn-(-l  Aj„_i  A| 

!■"'+' {z')~~  z''"-t-'       z'»»-'  "^  ■  '  ■  "^  ^  "^ 

On  en  déduit 

(34)       ^"'"'(^)^^rA.X(z)+^>.-(z)  +  ...+      ^""'      A("')(z)1. 

«        L  ï  •  2  I  .  2 ...  2  /l  J 

Remarquons  que  le  coefficient  A2„+,  est  égal  à  — ^• 

&)'  ^ 

Si  l'on  remplace  z  par  z  h — 7  il  vient 


.35)  < 


A.>(z+-l+^X"(z+  - 


I  .2.  .  .  2W 


167.  Corollaire  II.  —  Une  puissance  paire  de  \{z)  est  une  fonction 
linéaire  de  ).'(2)  et  de  ses  dérivées  d'ordres  pairs. 

La  fonction 

V^iz) 


(p(z) 


V{z-t) 


admettant  les  deux  périodes  w,  w',  la  somme  de  ses  résidus  dans  le 
parallélogramme  ABDC  est  nulle.  Le  résidu  relatif  à  l'infini  double 

z  =  t  est  — D,X^"(0-  Pour  trouver  le  résidu  relatif  à  l'infini  —  du 

o 


2 
M' 
1 


degré  2n,  nous  poserons,  comme  précédemment,  z  —  — h  z';  d'où 

— — -— r  ==  k'i'it  -  z'  )  =  h'\  r-it)  ~  -  D,v{t)  -f  --  D]iHt)  - . . . 

r-('^-t^z'^  L 

y'2n— 1  T 

^1 X'-'nn+  ']; 

I.2...(2Ai— 1)      '  ^     ''  J' 
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le  résidu  est 

l^ln~l   ^     ,  V     /  1.2.3'  1  .2.  .  .(2n  —  l)       '  J 

et  l'on  a  l'équation 

A'"-*!^!  I.2.i  '  I.2...(art l)      '  'J 

Concevons  maintenant  que,  après  avoir  multiplié  les  deux  membres 
de  cette  équation  par  dt,  on  intègre  en  faisant  varier  /  de  o  à  s,  sans 
passer  par  aucun  pôle  de  X(z);  on  aura 

(36)  X»(.)  =  jjf.;,[c  +  ^>>(.)+^^DU.(.)  +  .  .+  t:^*^t,I»'-^'(-)]. 

C  étant  une  constante  que  l'on  déterminera  par  la  condition  que  le 
second  membre  s'annule  pour  z  =  o. 

En  remplaçant  z  par  s  +  —  ?  on  en  déduit 


(37) 


168.  Théorème  XIII.  —  Une  fonction  méromorphe  doublement  pério- 
dique f[z),  aux  périodes  w,  w',  est  une  fonction  linéaire  des  quantités 
D  \o^Q^(z  —  oi),  si  les  infinis  a  sont  simples,  et,  en  outre,  de  leurs  dérivées 
si  les  infinis  sont  multiples. 

En  vertu  des  relations  (lo)  et  (ii)  du  n°  75,  les  quatre  fonctions 

impaires  Dlog5(z)  =  -^j-^  admettent  la  période  cj  et  éprouvent  un 

iTii 

chacune  d'elles  satisfait  à  la  relation 


accroissement  constant quand  on  remplace  z  par  z  +  w';  car 


Dlogô(z  4-6)')  =  -  i!!^  +  Dlog9(2). 


33 
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On  en  déduit 

DMogô  (2  +  w')  =  l)Mog0 (2). 

Ainsi  les  quatre  fonctions  paires  D^  \ogO  {z)  admettent  la   seconde 
période  w';   ce  sont  des  fonctions   méromorphes   doublement  pério- 
diques du  second  ordre,  aux  périodes  w,  w'.  Chacune  d'elles  a  un  infini 
double  qui  est  le  zéro  de  la  fonction  correspondante  6. 
Considérons  l'intégrale  définie 


^.  Jf{z)DJoge,{z-t)dz, 


relative  au  contour  du  parallélogramme  ABDC,  dont  nous  nous  sommes 
servis  dans  les  numéros  précédents,  et  dans  lequel  nous  marquons  tou- 
jours un  point  t.  Les  deux  côtés  BD,  CA  donnent  des  résultats  égaux 
et  de  signes  contraires.  Si  z  est  un  point  de  AB,  le  point  homologue  de  CD 
est  z  -h  &)',  et  l'on  a 

D,log0,(2-  /  +  co')  =  _2iL^-f.  D.log0.(z-/); 

Cl) 

l'intégrale  définie  se  réduit  donc  à  l'intégrale 

suivant  le  côté  AB;  nous  la  représenterons  par  H. 

Cherchons  maintenant  les  résidus  de  la  fonction/(z)  D^  log5<  {z  —  t) 
relatifs  aux  pôles  situés  dans  le  parallélogramme.  Ces  pôles  sont  le 
point  /  et  les  infinis  «^  ^^  1^  fonction /(z).  Le  résidu  relatif  au  pôle 
simple  t  est  f{t),  puisque  le  résidu  de  la  fonction  D^log^,  {z  —  t)  est 
égal  à  l'ordre  de  la  fonction  Qf{z-~t)  en  ce  point  (n'*  121),  c'est-à-dire 
à  l'unité.  On  a  donc  l'équation 

(38)  /(O-Vi    /(2)D,log0,(z-O  =  H. 

h 

Lorsque  l'infini  a^^  est  simple,  le  résidu  cherché  est 

\/,'D,\og9,it—  CCI,), 


FONCTIONS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES.  259 

Aa  désignant  le  résidu  de/{z).  Si  tous  les  infinis  sont  simples,  l'équation 
devient,  en  remplaçant  t  par  s, 

(39)  f{z)  =  E+-\AHDAoge,{z-oc,.). 

Supposons  maintenant  que  la  fonction/(2)  ait  un  infini  multiple  (/.^ 
du  degré  p.  En  posant  2  =  «/,  H-  z'  et  développant  en  série,  il  vient 

D,  loge,  [t-oc,,-z')  =  î)  logô,  (/  -  «a)  —  Y  D^  logÔ.  {t-a,.)-h... 


^-^)^~'i...Mp-.j"^'^g^-(^-^^) 


et  le  résidu  cherché  est 


(4o 


A*Dlog0,(/-aA)-^DMog0,(/-aA)H-... 
A* 

On  obtient  ainsi  l'équation 

(  f{z)  =  H  +^  Fa?  D  log0,{ 2  -  «a)  -  m  D'  logô. (5  -  «a)  + . . . 


Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (39)  et  (4o)  admettent  la  période  «',  grâce  à  la  relation  2Aj  =  o 
(n°  148),  ce  qui  démontre  que  ces  équations  sont  générales. 

I        ul'  (  z)    v^  l  z) 
169.  Corollaire.  —  Chacune  des  fonctions  ^tt-tj  Ç77-T'  yttH  admet 

/    [Z)     A  (Z)      A   (Z) 

les  périodes  w,  «',  et  a  un  infini  double  a=  o  dans  le  premier  parallé- 
logramme ;  ces  fonctions  étant  paires,  dans  les  développements  en  séries 

le  coefficient  A,  est  nul  ;  on  a  d'ailleurs  A,  =  — •,  on  obtient  ainsi  les 

33. 
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expressions 

(4r)  m^=:^JH.-DMog0.(.)], 

En  remplaçant  z  par  l  une  des  quantités  z  -\ ,  z  +  -»  z  h ; 

et  tenant  compte  des  relations  des  n°*  75  et  77,  on  en  déduit 

T 


'^'i^)=   ^.  [H-DHog9{z)], 


(42)  vMz)=    --    [H.-DMog9(z)], 


fc> 


l-'i^)=   ^  [H,-DMog0(z)]; 


^=^[H.-I)'log5.{.)]; 

(44)  jîrfr)=?p5['*'-"''°8«''")]' 

On  a  ainsi  les  carrés  des  trois  fonctions  elliptiques,  de  leurs  réci- 
proques et  de  leurs  rapports  deux  à  deux,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  les  carrés  des  rapports  des  quatre  fonctions  Q  deux  à  deux. 

On  obtient  les  valeurs  des  constantes  en  faisant  z  =  o  dans  la  pre- 
mière des  équations  (/p),  la  seconde  des  équations  (43)  et  la  troisième 
des  équations  (44)-  On  trouve 

,,.,  H-^"(^)        H-^"^^^        u-Q"Ao) 

(45)  ^^WJ'      '""ôTm'      '~ôj^)' 
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Les  deux  théorèmes  précédents  sont  dus  à  M.  Hermite;  le  dernier 
joue  dans  les  questions  d'intégration  le  même  rôle  que  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples  ;  il  permet  d'exprimer 
l'intégrale  d'une  fonction  doublement  périodique  quelconque  à  l'aide 
des  fonctions  Iog5,(z  —  a^)  et  de  leurs  dérivées.  On  a,  par  exemple, 

(46)  £'xM.)</z  =  ^[|^.-Dioge(.)]. 


Les  fonctions  S-. 

170.  Les  zéros  des  quatre  fonctions  B,  formées  avec  les  deux  con- 
stantes w,  w',  sont  représentés  par  les  formules 

zéros  de  01,    ;;  =  mw  +  m'w', 

»         0j,     z  =  — h  (/noj  +  m'o/), 

»         0,     z=^ 1- (mw  H-  m  0)  ), 


OÙ  m  et  m'  désignent  deux  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  né- 
gatifs (n°  74).  Les  zéros  de  chacune  d'elles  sont  les  sommets  d'un  réseau 
construit  sur  les  périodes  w,  «'.  Imaginons  que  l'on  forme  avec  deux 
autres  constantes  w,,  (ù\  quatre  nouvelles  fonctions  Q  analogues  aux  pré- 
cédentes. Pour  que  l'une  des  nouvelles  fonctions  ait  les  mêmes  zéros  que 
l'une  des  premières,  il  faut  que  les  sommets  des  deux  réseaux  corres- 
pondants coïncident,  et,  par  conséquent,  que  les  deux  systèmes  de 
périodes  (w,  w'),  («,,  w'J  soient  équivalents  (n"  14-4)  ;  ©n  doit  donc  avoir 

(i)  Cf)i  :=  ati) -+- 6&)',     0)',  =  a' M  +  6' co', 

les  nombres  entiers  «,  b,  a',  h'  satisfaisant  à  la  relation  ah'  —  ba'  =  i  \ 
nous  prenons  le  déterminant  égal  à  H-  i,  afin  que  dans  le  rapport  — 
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le  coefficient  de  i  soit  positif,  ce  qui  est  nécessaire  pour  la  formation 
des  nouvelles  fonctions  Q  (n°  73).  On  en  déduit  les  formules  inverses 

(2)  M  =  b'(t),  —  b(ù\y     &)'  =  — «'wi  +  aw', . 

Lorsque  cette  condition  est  remplie,  c'est-à-dire  lorsque  le  système 
des  deux  périodes  (ù^,u[  est  équivalent  au  système  w,  o^',  les  quatre 
fonctions  Q  ont  respectivement  les  mêmes  zéros.  Ceci  est  évident  pour 
les  deux  fonctions  désignées  par  ^,  (z);  comme  elles  ont  un  zéro  com- 
mun z  =  0,  tous  les  sommets  des  deux  réseaux  correspondants  coïn- 
cident, et,  par  conséquent,  les  deux  fonctions  ont  les  mêmes  zéros. 
Les  trois  autres  fonctions  jouissent  de  la  même  propriété;  mais  ce 
ne  sont  pas  nécessairement  les  fonctions  homologues  qui  ont  les  mêmes 
zéros;  cela  dépend  du  choix  des  nombres  entiers  a,  b,  a\  b'.  Remar- 
quons d'abord,  en  vertu  de  la  relation  ab'  —  ba'=  i,  que,  de  ces  quatre 
nombres,  deux  au  moins  sont  impairs,  savoir  a  et  b\  ou  b  et  a',  et  que 
les  quatre  ne  peuvent  être  impairs.  Remarquons  ensuite  que  les 
nombres  a-h  a',b-\-  b'  ne  peuvent  être  tous  les  deux  pairs;  car  les  deux 
nombres  a  et  b',  par  exemple,  étant  impairs,  il  faudrait  que  les  deux 
autres  a'  et  b  le  fussent  aussi,  ce  qui  est  impossible.  En  outre,  des  trois 
nombres  a,  a',  a  +  a',  deux  sont  impairs,  un  pair;  de  même,  des  trois 
nombres  b,  b\  b+  b',  deux  sont  impairs,  un  pair.  11  résulte  de  là  que 
les  trois  quantités 

--  =  a-+6— ,      -^  =  a'  -  -h  b'  -■,      -  =  (a'ha')-  -\-(b  +  b')  — 

2  2  22  2  2  2  '2  2 

sont  respectivement  égales  aux  quantités  ->  — ? >  augmentées  de 

multiples  des  périodes  w,  w',  mais  dans  un  ordre  quelconque,  et,  par 
conséquent,  que  les  trois  fonctions  ^a»  ^»  ^3  dans  les  deux  systèmes  ont 
les  mêmes  zéros.  Supposons,  par  exemple,  que  a  et  b'  soient  des  nombres 
impairs,  b  et  a'  des  nombres  pairs,  on  aura 

on,  &)  Oi',   (t)'  (Ml  H-  w',  &)  +  &)' 

2  2  2.  2  2  2         ' 

dans  ce  cas,  les  fonctions  homologues  ont  les  mêmes  zéros.  Mais  si  a 
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et  h'  étaient  pairs,  h  et  à  impairs,  on  aurait 

W,   6>'  6)',    tù  W,  -!-  w',    &)  +  w' 

2  2  2  2  2  2         ' 

la  fonction  02  de  chaque  système  aurait  les  mêmes  zéros  que  la  fonction  5 
de  l'autre,  les  deux  fonctions  $3  ayant  d'ailleurs  les  mêmes  zéros. 

Cela  posé,  désignons,  d'une  manière  générale,  par  ^  (z)  une  fonction 
du  premier  système,  etpar<j;(z)  la  fonction  du  second  système  qui  a 
les  mêmes  zéros.  Une  fonction  intermédiaire,  c'est-à-dire  satisfaisant 
aux  relations  (1)  du  n°  146,  par  rapport  aux  périodes  w,  w',  satisfait 
évidemment  à  des  relations  de  même  forme  par  rapport  aux  périodes 
équivalentes  w,,  w',  .  Il  résulte  aussi  de  la  formule  (iS)  du  n°  147,  qui 
représente  toutes  les  fonctions  de  cette  espèce,  que  le  rapport  de  deux 
fonctions  intermédiaires,  qui  ont  les  mêmes  zéros,  est  une  exponentielle 
de  la  forme  Ce^-'*^''.  Ce  rapport  étant  ici  une  fonction  paire  de  z, 
le  coefficient  B  est  nul,  et  l'on  a 

Déterminons  maintenant  la  constante  A.  De  cette  relation  on  déduit 

D  log4^(2)  =  2  Az -f  Dlog<p(z), 

D[og4^(z  -f- co,)  =  2A(z  -+-  0),)  H-  Dlog9{2  +  w,)» 

D  log  ^  \  ,    ^    '  =  2Aw.+  D  log  ^      ,    ,     ■• 
mais,  en  vertu  des  relations  (10)  et  (12)  du  n°  75,  on  a 

on  en  conclut  A  =  — -^  et,  par  suite, 

(3)  v{/(z)  =  Ce  ""'    (p(z). 
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171.  Parmi  les  systèmes  de  périodes  équivalents  au  système  pri- 
mitif (w,  w'),  nous  considérerons  en  particulier  le  système  fo,  =  —  w', 
03',  =  w,  que  l'on  obtient  en  faisant  «  =  o,  ^  =  —  i ,  a'=  i ,  è'  =  o  ;  on  a 
alors 


,,.  Oii   0)  W,    (ti  &)!  +  &), 

2    "^       9.  2  2  2 


Les  deux  fonctions  ^3  ont  les  mêmes  zéros,  ainsi  que  les  deux  fonc- 
tions 5^;  la  fonction  Q  de  chaque  système  a  les  mêmes  zéros  que  la 
fonction  Q2  de  l'autre.  Nous  désignerons  par  la  lettre  ^  les  nouvelles 
fonctions  ainsi  obtenues,  et  nous  disposerons  les  indices  de  telle  sorte 
que  les  fonctions  6  et  3-,  qui  ont  les  mêmes  zéros,  soient  affectées  du 
même  indice.  Si  donc  on  appelle  0<  la  fonction  analogue  à  0,  et  formée 
avec  les  nouvelles  constantes,  savoir  : 


e 


on  posera,  comme  au  n"  74, 


^.(2)  =  0,(Z+^)=:0,(Z  +  ^), 


(5)    ^      , 

â  z 


W  -+■  6) 


On  peut  appliquer  aux  fonctions  9-  les  formules  et  les  relations  éta- 
blies pour  les  fonctions  d,  en  mettant  —  w'  et  w  à  la  place  de  w  et  w', 
et  en  ayant  soin  de  remplacer  Q  et  O.2  par  ^2  et  3^.  Si  l'on  appelle  p  la 

quantité  e  '"   —  e    "' ,  analogue  à  la  quantité  q,  et  ayant  comme  celle-ci 
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son  module  plus  petit  que  l'unité,  on  aura,  d'après  les  formules  (8) 
du  n°  74, 

âi{z)  =  i-\-i  y  />"'cos — —1 


n=:i 


â,[z)  ^-  1  -i-  2  >  (  -  i)"/;"  cos ^  , 

a,     .               V      (-— y           (2»-  1)7:2 
â{z\    s-=2\p\      »     /ces  ,~^-~'i 

n  =  I 
a/     ^  "V/  N      .     (-^y     .      (2«-l)7r2 

n  =  I 

Dans  les  applications,  la  première  période  w  est  réelle  et  positive,  la 
seconde  «'  imaginaire  et  de  la  forme  a)"i,  w"  étant  une  quantité  réelle 
et  positive;  les  quantités  q  etp  qui  entrent  dans  les  séries  sont  réelles, 
positives  et  inférieures  à  l'unité;  en  outre  la  variable  z  est  réelle;  les 
formules  (8)  du  n°74  contiennent  des  sinus  et  des  cosinus  ordinaires, 
les  formules  précédentes  des  sinus  et  des  cosinus  hyperboliques. 

172.  Les  relations  (10)  et  (11)  du  n°  75  deviennent 


7) 


l  33(2 -l-w')^      5,(2), 

^.(2-4-&)')  ---  —â{z), 

â,{z-h(o'}  =  -Mz); 

I   mi 
â,(z-h(o)^--  -e  "■  53(3), 

5,(z-f-w)  = e  "'   âtiz), 

p 

,  ^,{2  +0))  = e  "'  ^,(2). 

\      '  '  p 

D'après  le  corollaire  du  n°  150,  les  fonctions  &  sont,  abstraction  faite 

34 


{«] 
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d'un  facteur  constant,  les  seules  qui  satisfassent  aux  relations  pré- 

cédentes. 


On  a  aussi 


(9) 


lO 


(lO 


(12] 


\  xtn'Kzi 

^3  Iz  -h  mwj  =  /?-'"' 6    "'    M^)» 

â,  Iz  +  mwj  =  (-  irp-'"'e   "'    Mz), 

pntn  zi 

53(2  +  ^^  =â,{z), 
^,  (z  +  ^-j  =^3(2), 

/  \  •"  zi 

5,  (2  +  - )  =  --^e~5,(2), 


5,      2  + 


5,(2  +  —::—)  =  v^^     ■^^^)' 


5       2-1- 


2 

W  -I-  f»>' 


(-^^)=è^""'-'''- 
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173.  En  vertu  de  la  relation  (3)  du  n°  170,  les  deux  fonctions  ^3  (z), 
&j  (2),  qui  ont  les  mêmes  zéros,  satisfont  à  la  relation 

■r.z'i 

â,[z)=zC^  Q,{z). 
En  remplaçant  z  par  z  +  -j  z  h — 1  z  +  — ^î  on  en  déduit 

^     ^  6(2)       /0,{2r     Ô,iz)      03(2) 

Les  formules  (18)  du  n°  76,  qui  définissent  les  fonctions  elliptiques, 
deviennent 

^'^^      ^^"^^^^'  '^(^^^VxJ(^'  ^(^)==v/^yû)- 

On  en  déduit 
et  Ton  a 

{16)     â,io)=~-i  +  i^p''\     5,(0)  =  1  + 2  ^(- !)";>-',     5(o)=2^;>^   '   ^ 

Le  module  ^  et  le  module  complémentaire  k'  sont  exprimés  en  fonc- 
tion de  p  au  lieu  de  l'être  en  fonction  de  q.  Le  multiplicateur  g  est 
donné  par  la  formule 

Nous  déterminerons  plus  tard  la  constante  C.     /   3  *i,o. 


34. 
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CHAPITRE  IV. 


SUITE    DES    FONCTIONS    DOUBLEMENT    PERIODIQUES. 


Remarques  sur  les  réseaux. 

174.  Considérons  le  réseau  construit  sur  les  périodes  «,  w',  et  dont 
les  sommets  correspondent  aux  valeurs  z  =  moi  +  m'(ù',  m  et  m'  étant 
des  nombres  entiers  quelconques;  si  l'on  a 

0.  =  acù  -\-  bù)',     Q.'  —  a'  w  +  b'  w', 

a,  b,  a',  b'  étant  des  nombres  entiers  tels  que  le  déterminant  ab'  —  ba' 
soit  différent  de  zéro,  ce  qui  revient  à  supposer  que  les  points  ùj  Q!  ne 
sont  pas  en  ligne  droite  avec  l'origine,  il  est  évident  que  les  sommets 
du  réseau  construit  sur  les  périodes  ù,  Q!  coïncident  av£c  certains 
sommets  du  premier  réseau.  Le  rapport  de  l'aire  du  parallélogramme 
(ù,  O')  à  celle  du  parallélogramme  («,  w')  est  égal  au  déterminant 
±(ab'-ba'). 

On  peut  remplacer  le  système  des  deux  périodes  «,  w'  par  un  système 
équivalent  &)^,  w'j,  de  manière  que  les  deux  formules  précédentes  se 
réduisent  à  la  forme  simple 

car  si  l'on  pose 

w  =z  m W|  H-  « w', ,     w'  =:  /n'  Wi  +-  n'  w', , 
on  a 

Q.  =  [am  -\-  bm' )  m,  +  [an  +  bn' )  w', ,    0/  =^{a' m  -i -  b' m')Mi-+-  {a' n  -t-  b' n' )  w', . 

On  choisira  deux  nombres  entiers  n  et  n'  premiers  entre  eux,  satisfai- 
sant à  la  condition  an-i~  bn!  =  o,  puis  deux  nombres  entiers  m  et  m' 
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satisfaisant  à  la  condition  mn'  —  nm' =  =bi.  On  peut  même  supposer 
que  les  nombres  entiers  a,  et  6',  sont  positifs,  sans  quoi  on  changerait 
les  signes  des  périodes.  La  valeur  absolue  du  déterminant,  qui  est 
ici  aih\,  n'a  pas  changé. 

Soient  OACB  {fig.  69)  le  parallélogramme  («,,  «J,  ODFE  le  paral- 
lélogramme [Ùy  Q!)  ;  le  parallélogramme  ODHG,  dont  les  sommets  D  et  G 


sont  les  points  ^^aiWi,  z  =  b\(ù\,  est  l'assemblage  de  a, 6',  pa- 
rallélogrammes du  premier  réseau.  Il  y  a  donc,  dans  ce  parallélo- 
gramme, afb\  points  homologues  d'un  point  donné,  par  rapport  aux 
périodes  w<,  cù\;  mais  les  points  du  triangle  DHF  sont  respectivement 
homologues  de  ceux  du  triangle  OGE.  On  en  conclut  que,  dans  le 
parallélogramme  ODFE,  il  y  a  aussi  a^b\  points  homologues  d'un 
point  donné. 

175.  Considérons  maintenant  deux  réseaux  (w,  (V)'),  («,,  cù\)  et  sup- 
posons que,  parmi  les  sommets  de  ces  deux  réseaux,  plusieurs  coïn- 
cident; si  trois  non  en  ligne  droite  coïncident,  il  y  en  aura  une  infi- 
nité, qui  formeront  un  réseau,  dont  nous  désignerons  par  D,  ù'  un 
système  de  périodes  élémentaires.  On  aura  les  relations 


(0 


Q,  =  acù  -h  b(ù'  =  a,a),  -f-  6,&i',, 


h'(ù'  =  «',«,+  b\  6)', 


que  l'on  pourra  réduire  à  la  forme 


Q.'  =  a'M  -\-  b'(ù'  =r  a\  o,  -»-  b\  w', , 


en  transformant  chacun  des  systèmes  proposés  en  un  système  équivalent. 
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Les  déterminants  sont  alors  N  —  ab\  N,  =  a^  b\ .  Cherchons  les  carac- 
tères auxquels  on  reconnaîtra  que  le  réseau  (0,  O')  comprend  bien  tous 
les  sommets  communs  aux  deux  réseaux  proposés.  Il  faut  d'abord  que 
les  nombres  entiers  a  et  «,  soient  premiers  entre  eux;  car,  s'ils  avaient 

un  plus  grand  commun  diviseur  d,  les  sommets  du  réseau  l-r^  û'j»  qui 

est  formé  de  parallélogrammes  d  fois  plus  petits  que  ceux  du  réseau 
{Q,,  Q'),  seraient  communs  aux  deux  réseaux  proposés.  Cette  condition 
étant  remplie,  supposons  qu'il  y  ait,  dans  le  parallélogramme  {ù,  Ù'), 
un  ou  plusieurs  sommets  communs;  on  pourra  choisir  l'un  d'eux  H", 
de  manière  que  le  réseau  (Û,  ù")  comprenne  tous  les  sommets  communs, 
et  l'on  aura 

Q"  =  «"co  +  6"o)'  =  d\  w,  +  h\  (ù\ , 

û'  =  mi2  -f  nQ.":=  {ma-+-  na")  w  +  nb"u'=  {mat  ■+-  nd\  )  w,  -f-  nh'\  m\, 

l'aire  du  parallélogramme  (û,  Q')  étant  n  fois  celle  du  parallélo- 
gramme (0,  ù").  On  en  déduit 

ma  ■+■  na"  =  a',     mai  -+-  nd\  =  a', , 
nh"^h\  nb'\  =  b\. 

Les  deux  dernières  relations  montrent  que  n  doit  être  un  diviseur 
commun  de  h'  et  t'^;  elles  donnent  les  deux  nombres  entiers  b"  et  b\. 
Les  deux  premières  relations  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

m ( aa\  —  rt,  a" )  =  a'd\  —  a , a",     n  ( ad^  —  aia")=z  aa\  —  a, a'. 

Le  nombre  aa\  —  a^of  doit  être  divisible  par  n;  soit  h  le  quotient;  de 
l'équation  aa"  —  «4  «"=  ^,  dans  laquelle  a  et  a<  sont  premiers  entre 
eux,  on  déduira  des  valeurs  de  a"  et  a\  de  la  forme  a"=  hg,  a[  —  hg^y 
les  nombres  g  et  gi  satisfaisant  à  la  relation  ag^  —  atg  =  i;  l'autre 
équation  donnera  ensuite  m  =  a'g^  —  a\  g.  On  conclut  de  ce  qui  pré- 
cède que,  pour  que  le  réseau  {Q,  D')  soit  un  réseau  élémentaire  des 
sommets  communs  aux  deux  réseaux  proposés,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  les  deux  nombres  a  et  a,  soient  premiers  entre  eux,  et  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  trois  nombres  b',  b\ ,  aa\  —  UtU' 
soit  égal  à  l'unité. 
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176.  Lorsque  les  deux  réseaux  (w,  w'),  (w,,  cù\)  admettent  un  réseau 
de  sommets  communs  [Q,  û'),  on  peut  trouver  un  troisième  réseau  (e,  s'),  v-woia^vV»^  v"^-  W 
tel  que  les  sommets  des  deux  réseaux  proposés  appartiennent  à  ce 
troisième  réseau.  Nous  supposerons,  afin  de  simplifier,  que  les  deux 
systèmes  de  périodes  proposés  ont  été  préalablement  choisis  de  ma- 
nière à  réduire  les  relations  (i)  à  la  forme  (2).  Les  sommets  du  ré- 
seau (co,  6)')  appartenant  au  réseau  (s,  e'),  on  doit  avoir 

co=pe-\-qe',     (ù' =  p' z-h  q' z', 

p,  q,p',  q'  étant  des  nombres  entiers;  mais  on  peut  choisir  les  périodes 
£,  s',  de  manière  à  réduire  ces  relations  à  la  forme 

(3)  (d  =  pey     oi'=:  p'e  + q't'. 
A  cause  de  la  relation  aw  =  a,  co,,  on  aura  aussi 

( 4 )  w.  =  pi e,     &)',  z=p\z-\-  q\  e'. 

En  substituant  dans  les  relations  (2),  on  obtient  les  relations 
ap  =za,pi,     a'p^  b'p'  =  a\  /?,  -f-  b\  p\ ,     b' q' =  b\  q\ . 

De  la  première,  on  déduit  , 

p=aih,    px=  ah, 

h  étant  un  nombre  entier.  Appelons  â  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  nombres  b\  b\,  et  soient  b'=  âb",  b\  =  ^b\  ;  la  troisième  donne 

q'=b\k,    q\  =  b"k, 
k  étant  un  nombre  entier.  La  seconde  devient 

h"  n'  -  h"  »'  —  (««'.-«■«') /^ 

Les  deux  nombres  aa\  —  a,  a'  et  â  étant  premiers  entre  eux,  on  doit 

prendre  pour  h  un  multiple  de  ^.  Soit  h  =  c?A',  la  relation  précédente 

se  réduit  à 

b"p'  -b\p\  =  { aa\  -a,a')  h'  ; 

on  en  déduit  pour/?'  et  p^  des  valeurs  entières.  Les  déterminants  des 
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formules  (3)  et  (4)  sont 

pq'  z::^a,b\kh'=kh'îii, 
p,q\=:  ah'kh'  =k/i'^. 

Le  parallélogramme  (s,  e')  sera  le  plus  grand  possible,  si  Ton  fait 
h'—  i,k~- 1;  les  déterminants  sont  alors  respectivement  égaux  à  N, 
et  kN. 

177.  Théorème  XIV-  —  Deux /onctions  méromorphes  doublement  pé- 
riodiques, dont  les  réseaux  ont  un  réseau  de  sommets  communs,  sont 
liées  par  une  équation  algébrique. 

Soient  u  =f{z),  (^  —  F  (^)  deux  fonctions  de  z,  méromorphes  dans 
toute  l'étendue  du  plan,  doublement  périodiques,  d'ordres  n  el  /i,,  et 
ayant  pour  périodes,  la  première  &)  et  «',  la  seconde  w<  et  u\.  Nous 
supposons  que  les  réseaux  relatifs  à  ces  deux  fonctions  ont  un  réseau 
(fi,  û')  de  sommets  communs.  L'aire  du  parallélogramme  (Û,  Q,')  est 
égale  à  N  fois  celle  du  parallélogramme  («,  w'),  et  à  N,  fois  celle  du 
parallélogramme  (w,,  w'J.  A  une  valeur  de  u,  finie  ou  infinie,  corres- 
pondent n  points  z  dans  chaque  parallélogramme  (w,  w'),  et,  par  con- 
séquent, n'N  points  dans  le  parallélogramme  (0,  ù').  A  cette  valeur  de  u 
correspondent  donc,  dans  toute  l'étendue  du  plan,  /iN  séries  de  valeurs 
de  z  de  la  forme  z,t-h  mù  H-  m'Q.';  mais  aux  valeurs  de  z  d'une  même  l  ,^y     ^^ 

série  correspond  une  seule  valeur  de  v.  Ainsi,  à  chaque  valeur  de  m,  \,^'-'^  "^"^y^ 
finie  ou  infinie,   correspondent  nN  valeurs  de  ç».  '^  ,^ 

Si  l'on  figure  la  variable  u  par  le  mouvement  d'un  point  sur  la  sphère, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  fonction  v  àQ  u  n'a,  sur  toute  la  sphère,  pas 
d'autres  points  singuliers  que  des  pôles  ou  des  points  critiques  algé- 
briques. Lorsque  les  n  valeurs  de  2  qui,  dans  un  parallélogramme  (w,  w'), 
correspondent  à  une  valeur  m,  attribuée  à  u,  sont  racines  simples  de 
réquation/(;z)  —  m,  —  o,  chacune  d'elles  est  une  fonction  holomorphe 
de  u  dans  le  voisinage  du  point  u^  ;  si  aucune  des  /iN  valeurs  de  z  situées 
dans  le  parallélogramme  (û,  Qf)  ne  coïncide  avec  un  pôle  de  la  fonc- 
tion F(z),  les  nN  valeurs  de  v  seront  finies,  et  chacune  d'elles  sera 
une  fonction  holomorphe  de  z  et  par  conséquent  de  u  dans  le  voisi- 
nage du  point  u^.  Lorsque  l'une  de  ces  tiN  valeurs  de  -z,  que  nous 


»^ 


FONCTIONS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES.  273 

désignerons  par  z^,  coïncide  avec  un  pôle  de  la  fonction  F(z),  on  a, 
d'une  part, 

z  —  zu^{u  —  M,)  9  (a), 

<P(m)  étant  une  fonction  holomorphe  de  u  dans  le  voisinage  du  point  m, 
et  qui  ne  s'annule  pas  pour  u  =  w,  ;  d'autre  part,  puisque  le  point  z^ 
est  un  pôle  du  degré/?  de  la  fonction  F(z), 


[Z  —  Zk)'' 


(|/  (z)  étant  une  fonction  holomorphe  de  z  dans  le  voisinage  de  la  va- 
leur S/,  et  qui  ne  s'annule  pas  pour  z  —  z^.  On  en  déduit 


^^     %(«) 


{u  —  u,y 


X{u)  étant  une  fonction  holomorphe  de  u  dans  le  voisinage  du  point  m,, 
et  qui  ne  s'annule  pas  pour  m  =  m,.  Ce  point  m,  est  un  pôle  du  degré  p 
de  l'une  des  branches  de  la  fonction  v. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  /{z)  —  a,  =  o  ait  une  racine  Zf 
du  degré  p;  dans  le  voisinage  du  point  m,,  l'équation  admettra  p 
racines  peu  différentes  de  z,,  et  formant  un  système  circulaire  (n°  33). 
A  ces  p  valeurs  de  z  correspondent  p  valeurs  de  v  peu  différentes  de 
la  quantité  Vt  ==  F(2i),  et  formant  elles-mêmes  un  système  circulaire. 
Chacune  des  N  valeurs  2^  de  z,  homologues  de  z,  dans  le  parallélo- 
gramme [ù,  ù'),  donnera  de  même  un  groupe  de  p  valeurs  de  v,  peu 
différentes  de  la  quantité  ^a=  F  (z^),  et  formant  un  système  circulaire. 
Si  la  valeur  z^  coïncidait  avec  un  pôle  de  la  fonction  F  (2),  on  poserait 

V  =  --,  et  l'on  aurait  à  considérer  un  groupe  de  p  valeurs  très-petites 

deç^,  formant  aussi  un  système  circulaire.  Le  point  m,  est  donc  un  point 
critique  algébrique  pour  les  branches  de  la  fonction  v  qui  deviennent 
égales  en  ce  point. 

Les  mêmes  propriétés  subsistent  quand  la  variable  u  devient  infinie; 

il  suffit  de  poser  m  =  -^  et  de  donner  à  la  nouvelle  variable  u'  des  va- 
leurs très-petites.  Lesn  valeurs  de  z  qui,  dans  le  parallélogramme  (w,  w'), 

35 
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correspondent  à  la  valeur  u' =  o  sont  les  pôles  de  la  fonction /(^j  ; 
mais  rien  n'est  changé  dans  le  raisonnement  :  le  point  u' =^  o,  par 
rapport  à  la  fonction  v,  est,  ou  un  point  ordinaire,  ou  un  pôle,  ou  un 
point  critique  algébrique. 

Nous  venons  de  démontrer  que  v  est  une  fonction  de  u,  n'ayant,  sur 
toute  la  sphère,  aucun  point  singulier  autre  que  des  pôles  et  des  points 
critiques  algébriques;  elle  n'admet  d'ailleurs,  en  chaque  point,  qu'un 
nombre  limité  de  valeurs.  On  en  conclut,  d'après  le  théorème  du  n°  135, 
qu'elle  est  une  fonction  algébrique  de  u.  L'équation  algébrique  qui 
lie  les  deux  variables  u  et  v,  mise  sous  forme  entière,  est  en  général 
du  degré  /iN  par  rapport  à  v,  et  du  degré  n^^^  par  rapport  a  u. 

178.  Remarque.  —  11  peut  arriver  que  l'équation  entre  uQiv  s'abaisse 
à  des  degrés  sous-multiples  de  n^^^  et  de  /iN.  Nous  avons  vu  qu'à  une 
valeur  m,  de  u  correspondent  nN  valeurs  de  z,  abstraction  faite  des 
multiples  de  Q.  et  de  fil';  désignons-les  par  z,,  So,...;  les  «N  valeurs 
correspondantes  de  v,  que  nous  appellerons  ç'^,  ^a»---»  sont  des  fonctions 
holomorphes  de  u,  excepté  dans  le  voisinage  des  pôles  ou  des  points 
critiques.  La  différence  de  deux  valeurs  de  v  est  aussi  une  fonction  holo- 
morphe  d'^  w,  avec  les  mêmes  restrictions.  Supposons  que  les  k  va- 
leurs Vi^  <^,...,  Vk  restent  égales  entre  elles,  lorsque  la  variable  u  se 
meut  dans  une  petite  étendue;  chacune  des  fonctions  v^—  ^1,^3—  v^,..., 
^A—^<  étant  nulle  dans  cette  étendue,  sera  nulle  dans  tout  le  plan  (n°  11 4), 
et  par  conséquent  les  k  branches  ^<,  ^2»--->  ^a  de  la  fonction  v  coïn- 
cident pour  toutes  les  valeurs  de  u.  On  peut  faire  décrire  à  la  variable  u 
une  courbe  fermée,  telle  que  la  valeur  z^  se  change  en  une  quelconque 
zi(^i  des  valeurs  de  z  n'appartenant  pas  au  premier  groupe  z,,z2>-'-,^a; 
les  autres  valeurs  de  ce  premier  groupe  se  changeront  enz^+a,  z^+g, . . . ,  z^^. 
Les /c  branches  ç',,  ^a»---.  ^a  coïncident  toujours  pendant  ce  mouvement; 
on  en  conclut  que  les  k  branches  ^a+o  ^a+2>--»  ^2*  de  la  fonction  coïn- 
cident aussi.  Ainsi  les  /iN  valeurs  de  v  se  partagent  en  groupes  com- 
posés chacun  de  k  valeurs  égales  entre  elles,  ce  qui  exige  que  le 
nombre  k  soit  un  diviseur  de  /iN. 

Inversement,  supposons  qu'on  donne  à  la  variable  v  une  valeur  quel- 
conque, v^  par  exemple;  parmi  les  /îiN<  valeurs  correspondantes  de  z 
se  trouvent  les  k  valeurs  z^yZ^,...,  Zf,  considérées  précédemment  et 
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auxquelles  correspond  la  même  valeur  w,  de  u.  Aucune  des  autres  va- 
leurs de  z  ne  donne  la  même  valeur  de  u\  car,  si  à  la  valeur  Zk+^  corres- 
pondait aussi  la  valeur  m,  ,  à  cette  valeur  m,  correspondraient  plus  de  k  va- 
leurs de  z  donnant  la  même  valeur  ç^^  de  v.  Il  en  résulte  que  les  n^  N,  va- 
leurs de  u  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  v  se  partagent 
aussi  en  groupes  composés  chacun  de  ^valeurs  égales  entre  elles,  ce 
qui  exige  que  le  nombre  k  soit  un  diviseur  de  n^^^.  L'équation  s'abais-^ 

sera  donc  au  degré  -j-  par  rapport  a  Vy  et  au  degré  —j—  P^r  rapport  a  u. 

179.  Théorème  XV.  —  Lorsque  les  deux  /onctions  sont  paires, 
réquation  algébrique  à  laquelle  elles  satisfont  s'abaisse  à  des  degrés 
moitiés. 

Remarquons  d'abord  qu'une  fonction  doublement  périodique  paire 
est  d'ordre  pair;  car,  si  l'on  considère  le  parallélogramme  élémentaire 
dont  l'origine  est  le  centre,  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  une 
même  valeur  de  m,  étant  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires, 
seront  en  nombre  pair  dans  ce  parallélogramme.  Nous  avons  formé 
les  réseaux  avec  les  points  homologues  de  l'origine.  Concevons  main- 
tenant que  l'on  forme  les  réseaux  avec  les  points  homologues  du  point 

^0  = 5  alors  le  centre  du  premier  parallélogramme  [ù,  H') 

coïncidera  avec  l'origine.  A  une  valeur  de  u  correspondent  n  points  z 
dans  chaque  parallélogramme  (w,  &)')  et  par  conséquent  nN  dans  le 
parallélogramme  (û,  Û'),  qui  a  pour  centre  l'origine;  ces  points  étant 

deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  l'origine,  on  n'a  que  —  valeurs 
de  y.  De  même,  à  chaque  valeur  de  v  correspondent  — — '■  valeurs  de  u. 

Ainsi  l'équation  algébrique  est  du  degré  —  par  rapport  à  (^  et  du  de- 

.  n,  N, 
gre par  rapport  a  u. 

180.  Théorème  XVI.  —  Deux  fonctions  méromorphes  paires  et  dou- 
blement périodiques  du  second  ordre,  dont  les  réseaux  ont  un  réseau  de 
sommets  communs,  sont  liées  par  une  équation  algébrique  dont  chaque 
membre  ne  contient  que  l'une  des  variables  et  est  une  fraction  rationnelle 
de  cette  variable. 

35. 
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Les  deux  réseaux  (w,  w'),  (co<,  w'i  )  ayant  un  réseau  (ù,  û')  de  som- 
mets communs,  il  existe  plusieurs  réseaux  {s,  s.')  dont  les  sommets  des 
deux  réseaux  proposés  font  partie  (n**  176).  Considérons  le  plus  grand 
d'entre  eux;  les  aires  des  parallélogrammes  (w,  w'),  (w,,  w',  )  sont  égales 
respectivement  à  N,  fois  et  à  N  fois  celle  du  parallélogramme  (e,  s').  Dé- 
signons par  w  une  fonction  méromorphe  paire,  admettant  les  deux  pé- 
^riodes  ê  et  s',  et  du  second  ordre.  Les  réseaux  (w,  w'),  (s,  e'),  relatifs  aux 
fonctions  u  et  h^,  ont  pour  sommets  communs  précisément  ceux  du  ré- 
seau (w,  0)').  Il  résulte  du  théorème  précédent  que  l'équation  entre  (♦> 
et  u  est  du  premier  degré  en  w  et  du  degré  N<  en  u;  on  en  conclut 

que  w  est  une  fraction  rationnelle  en  u  du  degré  N,,  et  l'on  a  m^  =  —, 

U  et  Ui  étant  des  polynômes  entiers  en  u  du  degré  N<.  De  même,  w  est 

V 

une  fraction  rationnelle  en  v  du  degré  N  et  l'on  a  «^  =  ^)  V  et  V,  étant 

des  polynômes  entiers  en  v  du  degré  N.  L'équation  cherchée  est  donc 
de  la  forme   , 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  que  les  fonctions  u  et  v  du  second 
ordre  sont  paires.  Remarquons  que  toute  fonction  doublement  pé- 
riodique du  second  ordre  peut  être  rendue  paire  par  l'addition  d'une 
constante  à  la  variable.  Soient  a  et  p  les  deux  infinis  de  la  fonction 

u=f{z),  on  a 

/(a-i-(3-2)._./(z), 

et  par  suite  9»»>  ^'''  "^v 

En  désignant  par  a,  et  ]3,  les  deux  infinis  de  la  fonction  f'  —  F (2),  on 
a  de  même 

F  f  ^^1^  -  .U.  F  f  ^^ -^  . 


La  relation  entre  les  deux  fonctions  paires /(^-^  +  zUY  y'  ^  ^'  -1-  z) 
a   la   forme  indiquée   précédemment.    Si    l'on    remplace    ensuite    z 
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rï  -J-  fi 

parz — !-)  la  relation  aura  lieu  entre  les  deux  fonctions  /(^), 

F{z  -+-  h)y  la  lettre  h  désignant  la  constante    '  "^ — ^• 

181.  Théorème  XVII.  —  Une  fonction  âgublement  périodique  et  sa 
dérivée  sont  liées  par  une  équation  algébrique. 

La  fonction  u  --f{z)  et  sa  dérivée  v!  ==f'{z)  ont  les  mêmes  périodes 
6),  «',  et,  par  conséquent,  le  même  parallélogramme  élémentaire;  si  n 
est  Tordre  de  la  fonction  proposée,  nous  savons  (n°  1,51  )  que  Tordre  n! 
de  la  dérivée  peut  varier  de  n  +  i  à  an.  Les  deux  fonctions  u  et  v! 
sont  donc  liées  par  une  équation  algébrique 

(6)  Y[u\u)^o, 

dont  il  est  facile  de  déterminer  le  degré. 
La  fonction  inverse  est  représentée  par  l'intégrale  définie 

/*"  I 

dans  laquelle  u'  est  une  fonction  algébrique  de  u  donnée  par  l'équa- 
tion (6).  Cette  intégrale  a  éléétudiée  dans  le  Chapitre  IV  du  Livre  III; 
nous  avons  vu  qu'à  chaque  couple  de  valeurs  de  u  et  u'  correspond  une 
valeur  de  z  augmentée  de  multiples  des  périodes.  Ces  périodes  sont  les 
valeurs   de  l'intégrale  définie  relatives  aux  cycles,  c'est-à-dire  aux  ^v**^ 

courbes  fermées  qui  ramènent  le  même  couple  («,  m');  ici  les  périodes  \K  ^   ^ 

se  réduisent  à  deux.  Puisque  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  un  \*^.^^^*^iJ^^  'xf" 

même  couple  (w,  u')  diffèrent  entre  elles  de  multiples  des  périodes,  il     \^  «y^  ''^^I|J^^, '^ 

est  impossible  qu'en  deux  points  z  situés  dans  un  même  parallélo-    ..    ^ ||  iam-tT' 

gramme  élémentaire,  la  fonction  u  et  sa  dérivée  u  aient  respectivement      .   ^^^jj  ■Mfi^^'^^' 

les  mêmes  valeurs.  On  en  conclut  que  la  dérivée  u'  acquiert  n  valeurs 

différentes  aux  n  points  z  qui,  dans  un  parallélogramme  élémentaire, 

correspondent  à  une  valeur  donnée  de  m,  et  que,  de  même,  la  fonction  u 

acquiert  n'  valeurs  différentes  aux  n'  points  qui  correspondent  à  une 

valeur  donnée  de  u'.  L'équation  (6)  est  donc  du  degré  n  par  rapport 

à  u'  et  du  degré  n'  par  rapport  à  u. 
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La  dérivée  u'  ne  devenant  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  w,  le 
coefficient  de  m'"  est  constant  et  l'équation  (6)  se  met  sous  la  forme 

(8)  u'"+  U.  m'"-'  +  Uj ?<'«-*+ . . .  +  U„  =  o, 

U,,  U2,..-,  U„  désignant  4es  polynômes  entiers  en  m,  dont  les  degrés  ne 
peuvent  surpasser  n'.  La  somme  des  n  valeurs  de  -r-  ou  de  — >  qui  cor- 
respondent à  une  même  valeur  de  m,  étant  nulle  (n**  164),  le  polynôme 
U„_,  est  nul. 
Si  Ton  pose 

I  ,       dv  ,  v' 

V  dz  V* 

l'équation  (8)  devient 

(9)  v'"— (^'U,f'"-'+ (^*U,f '"-'  —  .  ..d=ç;'«U„—o; 

celte  relation  entre  la  fonction  doublement  périodique  v  et  sa  dérivée  / 
devant  avoir  pour  coefficients  des  polynômes  entiers  en  ç»,  il  est  néces- 
saire que  les  polynômes  U,,  Uj,...,  U„,  qui  entrent  dans  la  première 
équation,  soient  au  plus,  le  premier  du  second  degré,  le  second  du  qua- 
trième degré,...,  le  dernier  du  degré  2/1. 

Le  théorème  du  n°  158  est  un  cas  particulier  du  précédent. 

182.  Théorème  XVIIL  —  Étant  donnée  une  /onction  méromorphe 
doublement  périodique  u=/{z)^  de  l'ordre  n,  aux  périodes  élémen- 
taires û),  w',  toute  autre  fonction  méromorphe  qui  admet  ces  deux  périodes 
s'exprime  rationnellement  au  moyen  de  la  première  fonction  et  de  sa 
dérivée. 

Nous  avons  vu  que  la  fonction  u  et  sa  dérivée  u'  sont  liées  par  une 
équation  algébrique 

(6)  Y{ii\u)  =  o, 

du  degré  n  par  rapport  à  m,  et  que,  aux  n  points  ^,,  Zg, . . . ,  z„  qui, 
dans  un  même  parallélogramme  élémentaire  (o,  œ'),  correspondent  à 
une  valeur  donnée  de  m,  la  dérivée  u'  acquiert  zi  valeurs  différentes  u[  , 
u'^ u'^,  qui  sont  les  n  racines  de  l'équation  (6).  Nous  savons  aussi 
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qu'une  autre  fonction  méromorphe  v  de  s,  qui  admet  les  périodes  w,  w', 
est  liée  à  u  par  une  équation  algébrique,  qui  est,  en  général,  du  degré  n 
par  rapport  à  v.  Désignons  par  ^,,  V2,...,  Vn  les  valeurs  de  v  aux 
points  2,,  Za»--»  ^/lî  *^es  valeurs  correspondent  respectivement  aux 
racines  u\j  u'^,...,  u'„  de  l'équation  (6),  de  sorte  qu'à  tout  système 
de  valeurs  (w,  u')  correspond  une  valeur  déterminée  de  v  et  une  seule. 
Les  fonctions  vu\  i^u'^,...,  vu'"-*  jouissent  de  la  même  propriété;  à 
chaque  couple  (w,  u')  correspond  une  seule  valeur  de  chacune  de  ces 
fonctions.  Les  sommes 

f I  -h       f  1       -h  ..  .  -+-       V„       =  P„ 

VtU\     ■+-   v,u\   -f- . . .  +  v„u„   —  P„ 

(10)  {    </,«'«      +    fitt',»    -^...+    VnU'^    =P„ 


c,  a',»^' -h  f,  !<;"-*+  .  . .  +  v^u'J^-'  =  P»-„ 


n'ayant  qu'une  valeur  pour  chaque  valeur  de  m,  sont  des  fonctions 
méromorphes  de  u  sur  toute  la  sphère  :  elles  sont  donc  égales  à  des 
fractions  rationnelles  de  u  (n°  129);  nous  les  avons  représentées  par 
Po,  P, ,...,  P„_i.  Multiplions  les  deux  membres  des  équations  (10) 
respectivement  par  A„_<,  A„_2»---î  A,,i,  ajoutons  les  résultats,  puis 
égalons  à  zéro  les  coefficients  de  v^,  ♦'3,....  Vhi  ce  qui  donne  le 
système  des  n  —  i  équations 

!mV-»  -h  A,  a',"-*  -^  A, m',"-»  -+-...  +  A„_, m;  +  A^,  =  o, 
mV"»  -i-  A,i/V-*+  A,a',"-'-i- . .  .  -i-  A,_,«'3  +  A^,  =  o, 
•  •  •  •    » 
*«;"-*  + A,m;'-*+  A,e/:."-»-+-.  .  .  +  A._,w;  +  A,_,  =  o, 

l'équation  résultante  se  réduira  à 

V,  ( «'«-«  H-  A.  m',"-»  +  A, m',"-'  -f- . .  .  -h  A„_=  ^^  -h  A„_.  ) 


^'^^  (  =P„_,+ A,P^,4-.:.+A,P»_,4-A„_,P, +A^.. 

Les  équations  (i  i)  montrent  que  les  quantités  A,,  Aj,. . .,  A„_,  sont  les 
coefficients  de  l'équation  du  degré  n  —  i,  qui  admet  pour  racines  «3, 
M3,...,  ul\  on  obtiendra  cette  équation  en  divisant  par  u' —  u\  le 
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premier  membre  de  l'équation  (6),  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  u' \  les  coefficients  du  quotient,  qui  sont  des  poly- 
nômes entiers  en  u  et  m'j  ,  donneront  A< ,  Ao, . . . ,  kn-^ .  De  l'équation  ( 1 2) 
on  déduira  ensuite  l'expression  de  ç'<  par  une  fraction  rationnelle  en 
u  et  m'i  . 

Ce  théorème  comprend  celui  de  M.  Liouville  (n°  161)  comme  cas 
particulier.  La  démonstration  exige  que  les  périodes  &),  w'  forment 
bien  un  système  de  périodes  élémentaires  de  la  fonction  u\  mais  cette 
condition  n'est  pas  nécessaire  pour  la  fonction  v. 

183.  Théorjîme  XIX.  —  Lorsque  les  réseaux  de  deux  fonctions  méro- 
morphes  doublement  périodiques  u  et  v  ont  un  réseau  de  sommets  com- 
muns, dont  le  paj'allélo gramme  (û,  Q!)  contient  ^/ois  le  parallélogramme 
élémentaire  (w,  a>')  de  la  /onction  u,  la  fonction  v  est  racine  d'une  équa- 
tion algébrique  du  degré  N,  ayant  pour  coefficients  des  fonctions  ration- 
nelles de  u  et  de  sa  dérivée  u' . 

A  chaque  couple  (m,  u')  correspond  un  point  z  dans  le  parallélo- 
gramme (w,  w'),  par  conséquent  N  points  dans  le  parallélogramme 
(1^,0')  et,  par  suite,  N  valeurs  de  v.  Toute  fonction  symétrique  et 
entière  de  ces  N  valeurs  de  v  est  une  fonction  méromorphe  de  z, 
admettant  les  deux  périodes  w  et  w';  en  vertu  du  théorème  précédent, 
elle  s'exprime  rationnellement  au  moyen  de  u  et  de  u' ,  On  en  conclut 
que  V  est  racine  d'une  équation  du  degré  N,  ayant  pour  coefficients 
des  fonctions  rationnelles  de  u  et  u' .  De  cette  manière,  la  résolution 
de  l'équation  entre  u  et  v,  et  qui  est  du  degré  ziN  par  rapport  à  l'in- 
connue V  (n"  177),  est  ramenée  à  celle  de  deux  équations,  la  première 
du  degré  n  en  u\  la  seconde  du  degré  N  en  v. 

Dans  nos  premières  recherches  [Journal  de  l'École  Polytechnique, 
i856),  nous  avions  indiqué  seulement  la  relation  algébrique  qui  a 
lieu  entre  deux  fonctions  qui  admettent  les  mêmes  périodes.  La  con- 
sidération du  réseau  formé  par  les  sommets  communs  à  deux  réseaux 
proposés  nous  a  permis  d'établir  les  théorèmes  qui  composent  ce  Cha- 
pitre. La  relation  algébrique  qui  existe  entre  une  fonction  doublement 
périodique  et  sa  dérivée  a  été  remarquée  par  M.  Méray  vers  la  même 
époque. 
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CHAPITRE  V. 

DÉVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    EN    SOMMES. 

Méthode  générale  pour  le  développement  d'une  fonction  en  une  somme 
d'une  infinité  de  termes  rationnels. 

184.  Voici  la  méthode  queCauchy  a  déduite  des  propriétés  des  inté- 
grales définies.  Soit/(z)  une  fonction  méromorphe  dans  toute  l'étendue 
du  plan.  Considérons  d'abord  la  partie  du  plan  enveloppée  par  une  courbe 

Fig.  70. 


fermée  C  {Jig.  70),  et  à  l'intérieur  marquons  un  point  quelconque  t. 
La  fonction  ^-^.  admet  comme  pôles  ceux  de/(5;)  et  en  outre  le  point/. 
D'après  le  théorème  du  n**  120,  l'intégrale  définie 


dz 
t 


relative  à  la  courbe  C  est  égale  au  résidu  relatif  au  point  /  et  à  la  somme 
des  résidus  relatifs  aux  pôles  or  de  la  fonction  f[z)  situés  à  l'intérieur 
de  la  courbe  G.  Le  premier  résidu  étant  égal  \f{t)y  on  a 

36 
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Concevons  maintenant  que  la  courbe  C  s'étende  indéfiniment  dans 
tous  les  sens,  et  qu'elle  soit  choisie  de  telle  sorte  que  le  module  de  la 
fonction  f[z)  sur  cette  courbe  reste  moindre  qu'une  quantité  finie  M, 
si  c'est  possible.  Puisque 

z  —  t       z\        z)  z|_        z  J 

c  tendant  vers  zéro,  quand  z  augmente  indéfiniment,  on  a 


fiz)  ^  fiz)  ^  tf{z){i  +  z)  _ 

z 1'  z  2' 


î^^±^dz. 


II  est  aisé  de  voir  que  la  dernière  intégrale  tend  vers  zéro,  quand  la 
courbe  C  s'étend  à  l'infini;  car,  si  l'on  pose  z  =:  re\  il  vient 

dz  =--  e^'dr  +  iré'dO,     —  ~  g-'' f-  ie-^'  — , 

z'  r'  r 


J(C)  ^  J(C)  ^  Jo 


Si  l'on  désigne  par  £,  le  maximum  du  module  de  e  et  par  r,  le  minimum  der 

sur  la  courbe,  le  module  du  dernier  terme  est  moindre  que  — — - — —^ 

et,  par  conséquent,  ce  terme  tend  vers  zéro,  quand  r<  augmente  indéfini- 
ment. Supposons  que  la  courbe  C  soit  composée  d'un  nombre  fini  d'arcs 
tels  que  sur  chacun  d'eux  le  rayon  r  aille  en  augmentant  ou  en  dimi- 
nuant; la  partie  qui,  dans  la  première  intégrale  du  second  membre,  se 
rapporte  à  l'un  de  ces  arcs,  sur  lequel  r  croit  par  exemple  de  r'  à  r",  a 
un  module  moindre  que 


M(n-s.)£'    ~  =  M(i  +  s.)(^-;^)-, 
cette  intégrale  tend  donc  aussi  vers  zéro.  Ainsi  nous  pouvons  réduire 


DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  EN  SOMMES. 

l'intégrale  (2)  à  sa  première  partie 


283 


(3) 


Lorsque  la  fonction  f[z)  est  impaire,  si  l'on  choisit  la  courbe  C  de 
manière  qu'elle  ait  pour  centre  l'origine,  l'intégrale  (3),  ayant  ses 
termes  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires,  est  identiquement 
nulle.  Dans  ce  cas,  l'intégrale  (2)  tend  donc  vers  zéro,  quand  la  courbe 
s'étend  a  l'infini,  et  l'équation  (i)  se  réduit  à 


(4) 


/(O 


:-  lim 


Développement  de  -, —  et  de • 

'^^  sin-3  cosz 

185.  Les  pôles  de  la  fonction  -.-    sont  distribués  uniformément 

sur  Ox  [fig.  71).  Prenons  sur  cet  axe  des  longueurs  OA=OA'=rm';r-i-  - 

et  sur  l'axe  Oydes  longueurs  OB  =  OB'=j,;  parles  points  A  et  A'  me- 
nons des  parallèles  à  Oj  et  par  les  points  B  et  B'  des  parallèles  à  Oa?,  de 

fig-  7'- 

y 

H  B 


XXX — i:-x    X — ^ 


manière  à  former  le  rectangle  EFGH.  Les  pôles  situés  dans  ce  rectangle 
sont  représentés  par  la  formule  a  =  m;r,  m  variant  de  —  m'  à  +  m'. 

36. 
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Nous  intégrerons  suivant  le  contour  du  rectangle  et  nous  ferons  ensuite 
augmenter  indéfiniment  le  nombre  entier  m'  et  la  longueur  j,,  afin 
d'étendre  à  l'infini  le  contour  du  rectangle.  Sur  les  côtés  FG,  HE,  on  a 

z  =■-  ±.  im''K  -h  -)  H-yï,  et  par  suite 


*» 


i-{\e^  —  e    V 
le  module  de  -. —  est  plus  petit  que  l'unité.  Sur  les  côtés  GH,  EF,  on  a 


le  module  de  -: —  est  infiniment  petit.  On  peut  donc  réduire  l'inté- 
grale  (2)  à  sa  première  partie  (3).  D'autre  part,  la  fonction  - —  étant 

impaire,  cette  première  partie  est  identiquement  liulle.  Ainsi  l'intégrale 
définie  tend  vers  zéro. 
Le  résidu  relatif  à  l'un  des  pôles  a  =  rm:  est 

t  —  rm:  <-^  sinz       t 
L'équation  (4)  devient  donc 


m  71 


—. —  =  Iim 
sin  t 

ni=:  —  m' 


/n=;  +rn 


et,  en  remplaçant  t  par  5, 

5)  - —  =  Iim     >     — ~~'—. 

smz  ^    z  —  mn 

m-=i~7n' 

En  groupant  les  termes  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  m  égales 
et  de  signes  contraires,  on  obtient  la  formule  connue 

in—  a> 

/ex  »        ï  V    (—0'" 

(6) =--f-2Z     >    — ^^ '- 

sin  z       z  ^  z' —  in'-R' 
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Si  dans  l'équation  (5)  on  remplace  z  par  z  +  -»  il  vient 


tn=-m'+i 

(7)  ::ir,-^^  ^  '-"" 


C0S2  ^J  ,  >  71 

m^-m'  Z  —  (am  — ij- 


Nous  avons  ajouté  un  terme  infiniment  petit  à  la  droite  de  la  série, 
celui  qui  correspond  à  m  =  m'H-i,  afin  d'avoir  autant  de  termes 
d'un  côté  que  de  l'autre.  Le  groupement  des  termes  conduit  à  l'ex- 
pression 


(8) 


I     ^     V'    (— i)"'(2m  —  i) 

COSZ~"       Z^      .        ,  ,,  71» 


Développement  de  cotz  et  de  tangz. 

186.  Les  pôles  de  la  fonction  impaire  cotz  sont  les  mêmes  que  ceux 

de-A-;  on  intégrera  suivant  le  même  rectangle.  On  reconnaît  aisé- 

ment  que  sur  les  côtés  FG,  HE  le  module  de  cotz  est  plus  petit  que  i , 
et  que  sur  les  deux  autres  côtés  il  est  très-voisin  de  i.  On  peut  donc 
réduire  l'intégrale  à  sa  première  partie  qui  est  identiquement  nulle.  Le 
résidu  relatif  au  pôle  a  =  mu  étant 

y  coiz  =  -— —  j 

t  —  rmz  ^^  l  —  rm: 

l'équation  (4)  devient 

m  —  m' 

^    t  —  mu 


m  —  m' 

cet  t  =:  lim 

m  = — m 

OU 


(9)  colz=lim   \    "^ =  -.-\-iz\  - — ^-^— • 
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En  remplaçant  z  par  z  -\-  -  et  ajoutant  un  terme  infiniment  petit,  on 
en  déduit 


(lo)      langz  nr^  -  lim     \ 


1Z 


mr.^-m'  ^  — (am  — l)-       ,,         »t=i  (2/n  — l)*y  —  2' 

^  4- 

Développement  d'une  fonction  doublement  périodique  en  une  somme 
d'une  infinité  de  termes  simplement  périodiques. 

187.  Une  méthode  analogue  à  celle  de  Caucby  pour  le  développement 
en  sommes  de  termes  rationnels  nous  permettra  de  traiter  la  question. 
Considérons  d'abord  une  fonction  de  l'ordre  2ny  aux  périodes  aw,  w', 
satisfaisante  la  relationy(z  +  a))  =  — y(z),  et  ayant  n  infinis  ah  dans  le 
parallélogramme  ABDC  (fig-  72),  dont  le  sommet  A  est  un  point  arbi- 

Fig.  72. 


traire  Zq  et  les  deux  sommets  B  et  C  les  points  Zo  -^  «»  ^0  +  w'.  Formons 
le  parallélogramme  EFGH,  dont  les  sommets  E  et  H  sont  les  points 
Zq  —  m'co',  Zo  +  m'«',  et  les  sommets  F  et  G  les  points  Zo  +  w  —  m'w', 
Zo  +  w  H-m'w';  ce  parallélogramme  est  la  réunion  de  im'  parallélo- 
grammes égaux  au  premier.  Les  infinis  situés  dans  le  parallélopframme 
EFGH  sont  représentés  par  la  formule  a  —  a^  +  mtù' ,  m  variant  de  —  m 
à  m'—  I.  Marquons  un  point  quelconque  t  à  l'intérieur  du  grand  paral- 
lélogramme. La  fonction 

f{z) 


sin  -  [z  —  t) 

(ù 
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admet  la  période  w ;  ses  pôles  sont  le  point  t  et  les  points  a=  a,,^  m(ii'. 
D'après  le  théorème  de  Cauchy,  l'intégrale  définie 


'."Kl       I        .      TT 

/    sm  - 


(z-/) 

relative  au  contour  du  parallélogramme  EFGH,  est  égale  à  la  somme  des 
résidus  relatifs  aux  pôles  situés  dans  ce  parallélogramme.  Les  deux 
côtés  FG,  HE  donnent  des  résultats  égaux  et  de  signes  contraires;  sur 
les  côtés  EF  et  GH,  la  fonction  f[z)  ayant  une  valeur  finie,  et  le  module 
du  dénominateur  devenant  infiniment  grand  avec  m\  l'intégrale  définie 
a  une  valeur  très-petite.  Ainsi,  quand  m'  augmente  indéfiniment,  l'in- 
tégrale définie  tend  vers  zéro,  et  par  conséquent  la  somme  des  résidus 

est  nulle.  Le  résidu  relatif  au  point  /  étant— /(f),  on  a  l'équation 


(il)  fi^)  =  -  hm  ^    '  •'      ' 


'  '^sm  -  (/ 


-^) 


Si  la  fonction  proposée  n'a  que  des  infinis  simples,  l'équation  précé- 
dente devient 


/("=!  î  1^ 


Ai 


=-,  A=.  sin-  (/  —  «j—  mcù') 


(à 


A/t  désignant  le  résidu  de  /{z)  relatif  à  a^-  La  série  est  convergente 
dans  les  deux  sens.  Celte  égalité  est  démontrée  pour  tous  les  points  t 
situés  dans  la  partie  du  plan  comprise  entre  les  parallèles  indéfinies  EH, 
FG;  les  deux  membres  changeant  de  signe  quand  on  remplace  t  par 
/  -+-  w,  l'égalité  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  /.  Ainsi  l'on  a,  dans 
toute  l'étendue  du  plan, 


/||=  ao    h  ' 


^2) 


f^'^-lll  — 


A* 


=-»  yi=i  sin  -  (z  —  a^ —  mu) 


(ti 


Supposons  que  la  fonction  proposée  ait  dans  le  parallélogramme  ABDC 
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un  infini  multiple  a^  du  degré jo;  l'infini  a  =  a^-^  mu^'  sera  du  même 
degré.  Posons  z  —  a  +  2',  nous  aurons  a  chercher  le  résidu  de  la 
fonction 

^  /(a/,  +  z')  coséc  -{t  —  ce —  z'). 
Si  Ton  développe  en  série,  il  vient 

coséc  -  U  —  a—  z')  =z  coséc  -  [t  —oc) D, coséc  -  (/  —  a )  4- . . . 


(— ly-' ^-^ rlK  'coséc  -{t--a.)-\-.  .  ., 

1 .2. .  .(p  —  1)     '  w 


et  le  résidu  cherché  est 


A';  coséc  -{t-a)-^  D,coséc  -  (<-a)  4-...  +  {-i)/'-' ''^ Dp'  coséc  -  (/  -  a). 

ù)  1  û)  1  .2.  .  .(/?  —  l)      '  W 

On  obtient  ainsi  l'équation 

(i3)/'(z)==-    >    \     A';coséc-(z  — a^  — mw') ^D,coséc-(2  — a,,  — m&/) 

A^„ 


A  TT  n 

j/--' f r  Dr'  coséc  -  (z  -  «A—  m  co')   • 

I  .  2 . .  .  (/>  —  1  )  w  J 


188.  Considérons  maintenant  une  fonction  doublement  périodique 
quelconque/(z),  aux  périodes  &>,  w',  et  ayant  n  infinis  a^  dans  le  paral- 
lélogramme ABDC,  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  le  numéro  pré- 
cédent. La  fonction 


tang'^(z-0 
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admet  la  période  w.  L'intégrale  définie 


271  f     ' 


lang-(z-0 


Cl) 


relative  au  contour  du  parallélogramme  EFGH,  est  égale  à  la  somme 
des  résidus  de  la  fonction  pour  les  pôles  situés  dans  le  parallélo- 
gramme, c'est-à-dire  pour  le  point  t  et  les  points  a  =  «^  -h  ma>',  m  va- 
riant de  —  m'  à  m'—i.  Les  côtés  FG,  HE  donnent  des  résultats  égaux 
et  de  signes  contraires.  Si  l'on  désigne  par  z  un  point  de  la  droite  AB, 
les  points  homologues  de  GH  et  de  EF  seront  z  -t-m'o',  z  —  m'u',  et  le? 
parties  de  l'intégrale  relatives  a  ces  deux  côtés  seront 

—  r  M  \- — — '- — 1  dz. 

2^' Ab  iang-(3_/  — m'w')      lang -  (z  -  / -i- mV) 

.  L        *«*  w  J 

Lorsque  m' augmente  indéfiniment,  la  première  tangente  tend  vers  —  «, 
la  seconde  vers  i,  de  sorte  que  l'intégrale  définie  tend  vers  une  limite 
égale  à  l'intégrale  rectiligne 

suivant  la  droite  AB.  Le  résidu  de  la  fonction  relatif  au  point  t 
étant  ~  /{ij,  on  a  l'équation 


TZ' 

(i4)  /(')""  -TT  *^  ^  '""  Z  ^r  ^ '^ 

w  ^ 

Si  la  fonction  n'a  que  des  infinis  simples,  l'équation  précédente  de- 
vient 


*'  \i  —  ah  —  rnw  ; 

^7 


,=_„  yi=,  tang-  (/  — «A  — m&)') 
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Aa  désignant  le  résidu  de  f{z)  relatif  à  a^.  La  série  est  convergente 

hz=n 

dans  les  deux   sens,  à  cause  de  la  relation  \  A^  =  o  (n"  148); 
car  on  a 


\  Ayicot  -{t  —  oc^  —  mo)')  =  /  Aa    col  -(<  —  a^—  mw')  —  col-  (t  —  mw') 

h^=i  h  —  1 

*=«  A/iSin  — - 

(ù 


h=i  sin  -  (/  —  m&)')  sin  -  (/  —  a^—  mw') 


Les  deux  membres  de  l'équation  (i5)  admettant  la  période  «,  l'égalité 
est  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  t. 

Supposons  que  la  fonction /(z)  ait  dans  le  parallélogramme  ABDC 
un  infini  multiple  a^  du  degré  p;  l'infini  ce  =:  a^  -h  moi'  sera  du  même 
degré.  Posons  z  =  a  -\-  z\  nous  aurons 


l     f{z)  col  j  (/  -  2)  .-.  i/(aA-f-  2')  cot  ^  (/  -  «  -  z') 


Si  l'on  développe  en  série,  il  vient 


A''         A*  A  A 


cot  -  (/  —  a  —  2')  =  cot  -  (/  —  a) DfCOl  ~  {t  —  a)-h  ■ 

w  0}  l  (fi 


H-  (-,)/'- ^ ^  d;-'  cet  -  (/-  «)  +  . .  ., 

^  I  .2.  .  .(^  — l)        '  CO  ^  ' 


et  l'on  aura  le  résidu  cherché 


Atcot-(i-a)-^'D,col-U-a)-i-(-i;/'-' ^ Dp'cot-U  — a) 


DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  EN  SOMMES.  291 

On  obtient  ainsi  la  formule 


7n  =  » 

{i6)/(z)=:-— +  -   \    \     Afcol-(2  — aA— mw') '-D,coX-{z—u,—m(ù') 


m^z-  «    /i 


4-...4-( 


Développement  des  fonctions  elliptiques. 

189.  Considérons  les  rapports  des  quatre  fonctions  0  deux  à  deux; 
de  ces  douze  rapports,  huit  satisfont  à  la  relation/(z  -i-  w)  =  —/{z), 
les  quatre  autres  à  la  relation  /(z-i-fà)  =:f(^z).  Nous  développerons 
les  premiers  par  la  méthode  du  n"  18^."| 

Commençons  par  les  deux  fonctions  o-r-\^  Âri'  formons  un  paral- 
lélogramme EFGH  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour  sommets  les 
points   ±-  ±:  (2m'4- i)— -,  les  infinis  de  ces  deux  fonctions,  ou  les 

zéros  de  ô^  (z),  situés  dans  ce  parallélogramme,  sont  représentés  par  la 
formule  a  =  mw',  m  variantde  —m'a  -+-m';  touscesinfinissontsimples; 

d'après  les  formules  (la)  du  n°  75,  le  résidu  de  la  fonction —-4  relatif 

à  l'infini  ww'  est^,-^/,  celui  de  la  fonction  -^>^  est  (—  i)'"  «^^/  On  a 
donc 

e{z)      TT  0(o)  '"~'° 


1,  sin  -  (z  ~  moi') 


&) 


e,(z)    w  03(o)  V       (~'y 


e,{z)^'K  03(0)  Y   I 


sm  -  (  z  —  mcù 

Oi 


0)  «'  r.) 


En  remplaçant  s  par  l'une  des  quantités  z  +  -,  z  h ,  z  4- 


22  2 

37. 
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on  en  déduit 

0) 


^   '  '     'w  =  -oocos  -  (z  —  mw') 


(o.,) 


0^(_z]  _        ::    0(o)     Y     î! 

^.._.s.n-[^z--(2m-i)-J 

B,{z)  -ni  6,{o)    V  f-  0" 


^   '  '^  ';„^«sin  -    z  —  (2/n  — i) — 

0)  L  '   2  J 


,  =  _«  cos 


-  I  z  —(2m  ~  Il  — 


0.(z)_      Tri  6, {6}    V  "     (-'ï)" 


^  '^^  e,{z)   '     ûj  0;io)  Zi        TT 

^    '  mW_  «  COS  - 


-    z  —  [im  —  i)  — 
co  L  '  2  J 


6    /  2^ 

Pour  développer  la  fonction  j — •,  qui  admet  la  période  w,  nous  appli- 
querons la  méthode  du  n"  186,  en  conservant  le  parallélogramme 
précédent.  Nous  remarquons  qu'aux  points  homologues  des  côtés 
opposés EF,  GH,  la  différence  des  valeurs  de  z  étant  égale  à  (2/w'+  i)  œ', 
la  fonction/(z)  acquiert  des  valeurs  égales  et  désignes  contraires;  les 
valeurs  de  la  tangente  sur  ces  côtés  étant  à  peu  près  =p  «,  l'intégrale 
définie  relative  à  ces  deux  côtés  est  infiniment  petite;  ainsi  l'intégrale 
définie  relative  au  contour  du  parallélogramme  a  pour  limite  zéro,  et 
l'on  a  l'équation 

m  =--    -m' 

,,5,  |4fi^-|li^„„    V  (-■)"         . 


6|(Z  )         &)  Q'.  (ol  ^  TT  ,  ,. 
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On  en  déduit    ^  V^*^  v K"^  W  *  > 

Oj{2)  W     0,(0)  ^  0) 


/n  =  — 7n 


^^  '^  ^        mzT^^'lang-    z  — (9./n  — 1)  — 

m^  m' 

?.8  7-H,  = F'Vj»m     7      -I  "tang-    z—  2m-i   —    . 


m  =  —m' 


On  obtient  les  constantes  en  remarquant  que  X'(o)  •-■-  4=  -^t\  d'où 

,      .                    0(o)            I           0,(0)           I  0,(0)  I 

29)  -7m-T  = rr,      ^^TT-.  =  r=>  — 


0'.(o)       ^v/^        ^'(«^       g^l^'       ^'(<»)       ^V^ 
Ces  rapports  donnent  les  développements  des  fonctions  elliptiques 


(3o)  X(z)r:--^     y       


=T    sm 


-la  —  (im  —  1)  — 


(-1)' 


m  ~  m' 

(32)  v(z)  =  — lim    y 


-:^-(^ 


*  ;„  =  _m'tang- I  z  —  (2m  — I,  ^ 


Si  l'on  groupe  les  termes  deux  à  deux,  les  séries  (3o)  et  (3i)  de- 
viennent 

(33,  X(.)  =.  ^^ sin  ÎLÎ  y  . ^" '■+''""' , 

g<ofr  «  ^-r",  ,  -  î«— ■  cos  — ''-  +  ,■<— > 

(34)  ^(,)  ^  4JLVJ  eos  "-J  y"  _'-i)'-r-C  -  ^-■)      . 
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La  série  (82)  n'est  pas  convergente  dans  les  deux  sens;  si  de  v(o) 
on  retranche  y  (2),  on  obtient  une  série  jouissant  de  cette  propriété 


(35)    i  —  v{z)=. — sin —     > 


(-1)-"-' 


"  sin — sm—   z  — (2  m  — i) 


2C0 


L-(2m  — i)^J 


ou  plus  simplement 

(36)  r-v(z)=5!!sin'!I£  V 


I  +  <7" 
V         ^        y  I  —  (/' 


O  =,    I  —  2^""-'  COS 1-  ^'(2""-') 


Second  mode  de  développement. 


190.  Des  développements  des  rapports  des  fonctions  6,  on  peut  dé- 
duire immédiatement  ceux  des  rapports  des  fonctions  3^  deux  à  deux; 
il  suffit,  comme  nous  l'avons  remarqué  au  n"  171,  de  remplacer  w  et  w' 
par  —  w'  et  w,  q  par/>,  ô  et^a  par  ^j  et  9-,  ô,  et  ^3  par&,  et  ^3.  Ainsi  les 
équations  (26),  (20),  (19)  se  transforment  en  les  suivantes  : 


(37) 
(38) 


â,(z) 

w   3,  (0)            ^ 

m  =  -  m' 

TT        53(0)       y" 

-«'  y.(o)    Z 

7M  =  —  « 

TT        ^2  (0)       Y 

(-i)'»tang;^(z 

(-1)'» 

Hz)- 
^Az)  - 

â{z) 
^Az) 

COS  —,  (z  —  mw) 
I 

â{z)- 

-  C)'   ^',  (0)     z 

TT    ,                       . 
COS  —7  12  —  Vl(>i) 

:39) 


On  modifie  la  formule  (37)  en  y  faisant  z  =  o  et  retranchant  le  ré- 
sultat; ce  qui  donne 

,,    ,  5,(Z)  7r    5(0)     .     TZZ    V  (— O" 

^^    '  â{z)  co'  y,(0)^'"    «'      Zj  mTTW  TT   , 

^  m=-oocos — p- COS  —  (z  —  mo)) 

W  0) 


(4i) 
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Les  constafltes  ont  pour  valeurs 

^(o)  _       I  5,fo)  I  ^3(0)  I 


^'.(o)       igsjh      -^'..(oj       ig^if'       y,(o)       ig^kk- 
On  en  déduit  d'autres  expressions  des  fonctions  elliptiques 


(42)  X(2   = ;^sin-^    > 

m=.— 

(43)         <'W=~^-.I         '-"" 


ir<ji  k         w     Zj            m7r&)  tt  ,  , 

^  cos CCS— (z—m&)) 


°  :-«  ces  —  (z  —  mw 


fî^)       "^  =  ^1 


°     m=-«  COS  — 7  (z  —  mw) 


Développement  des  fonctions  -^et  -• 


191.  Les  méthodes  précédentes  peuvent  être  appliquées  au  dévelop- 
pement des  fonctions  â  et^-  La  fonction 


0.(2) 


sin  -(-z  —  f) 


admettant  la  période  w  et  devenant  infiniment  petite  sur  les  côtés  EF,  GH 
du  parallélogramme  employé  dans  les  deux  numéros  précédents,  l'inté- 
grale définie  a  pour  limite  zéro.  Pour  avoir  le  résidu  relatif  au  point 
a  =  ww',  on  posera  z  --  mco'n-  z',  d'où 


»     _/ 

imiiz'i 

0.(z)       ^ 

"  '  "       e,(.') 

e  résidu  cherché  est 

I 

(— l)"^"' 

'  ^  '  sm  -{mw'—  t) 
w 
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On  a  donc  l'équation 

»WZ=  00 


• 


^^^^  9.(z)    &)ô;(o)  Zi   .  ïï 


sin  -{z  -    m&/] 


Gt) 


Si  l'on  renoplace  z  par  z  -i-  -,  il  vient 


2 


(4^^  fl:T7i^;:;fl^^  T 


(~i)"'^" 


^  '  ^  ',«=-=0  CCS  -  (z  —  m&j  ) 


Pour  développer  la  fonction  ôt—;»  i'Ous  considérerons  un  parallélo- 
gramme EFGH  ayant  pour  sommets  les  points  ±:-±:  m' ta'.  La  fonction 


B{z) 


lang'^(2-/) 


admet  la  période  w,  et  a  pour  pôles  dans  le  parallélogramme,  outre  le 

point  t,  les  points  a  =  (2m  —  i)  — j  m  variant  de  —  [m'—  i)  à  m' .  Cette 

fonction  ayant  une  valeur  infiniment  petite  sur  les  côtés  EF,  GH,  parce 
que  Q  [z)  est  infiniment  grande,  l'intégrale  définie  a  encore  pour  limite 
zéro,  et  l'on  obtient  l'équation 


(47 


Q{z)  m6 

d'où  l'on  déduit 
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Si  l'on  groupe  les  termes  deux  à  deux,  ces  séries  deviennent 


7-7—  -—  -^,7-T     — h  4  sin  —    >    '-^ '—^     : 

'  ^  '      sin  —  ^  =  ,1  —  2fl*»cos i-q*'"  1 

L  0)  ^  w  ^     J 

^    '  '  ^  M  CCS  —  ;;rr,  I  -4-  2^""  CCS 1-  q*"  I 

1      _      27r_  V'  (  — i)"-'çV     »    /   [i  —  ^n»»-'] 


(49) 
(5o) 


IT,  I  —  2^*"-'  CCS h  </»(»-') 


I 


~     I  -f-  2^*"-'  ces ^  ^'(""-O 


Des  formules  (45),  (46),  (47)»  (48),  on  déduit,  par  la  transforma- 
tion habituelle, 


WI=  = 


^      5,  (z  )       wO;  (o)  Z<     .     t:  , 


/„  m=-«  sin  —:  (z  —  mw) 

'  0  '  « 


(-' 


_I_  _       — TT        ^     (- 


w=-«.  cos  —j(z  —  mw) 


(55)      -i--^i;^  y  (_,)«-.p(^^;    cot  ~\z~{nm-i)-\ 

'    5,(^)     w'5;(o)  Zj  ^     '    '^  «L  î»J 


'=*'    5;fr,-. 


Développement  des  fonctions  \}\ogQ  {z). 

192.  Les  quatre  fonctions  Dlog^(z)  sont  impaires  et  admettent  la 
période  w.  Nous  les  développerons  par  la  méthode  du  n<*  187.  Occu- 

38 
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pons-nous  d'abord  de  la  fonction  Dlog^(z).  Considérons  l'intégrale 
définie 

\og6iz) 


dz 


J'-'' 


relative  au  contour  du  parallélogramme  EFGH  (fig.  7*3),  qui  a  pour 
centre  l'origine  et  pour  sommets  les  points  ±  -  zhm'oi';  les  infinis  situés 


2 

Fig.  73. 


dans  ce  parallélogramme  sont  le  point  t  et  les  points  a  =  {2m -i-  i)  — » 
m  variant  de  —  m'  à  m'—  i.  Les  parties  de  l'intégrale  relatives  aux 
côtés  opposés  FG,  HE  sont  égales  et  de  signes  contraires.  Si  l'on  dé- 
signe par  z  un  point  quelconque  de  la  droite  A' A,  menée  par  l'origine 
dans  la  direction  w,  les  points  homologues  des  côtés  EF,  GH  sont 
z  —  m'co',  z  H-  m'w',  et  l'on  a 

Dlog0(2-m'w')=-^-^^'  +  Dlog0(0), 
w 

Dlog0(z-f  m'co')= ^î^  -hJ)\ose{z); 

rintégrale  sur  ces  deux  côtés  est  donc 

Ci 

-^.   r     J)\ose{z)lcoi-(z  —  t  —  m'(ù')  —  cot-{z  —  t-+m'(./)]dz 


-    /        m'\coi~  (z -- 1  —  m'M')  +  coi-(z  —  t +m'o^')\ 

^>  J    «      L     ^'>  '-->  J 


dz. 
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La  seconde  partie»  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 


f 


27r 
m'sin  —  (z  —  t) 

-    \       r-r^ dz, 

f        CCS h  ces- — (z  —  t) 

3 

tend  vers  zéro,  quand  m'  augmente  indéfiniment.  Les  deux  cotangentes 
tendant  respectivement  vers  -\-  i  et  —  «,  la  première  partie  se  réduit  à 
l'intégrale  rectiligne 


-  r  Dlog0( 


z)  dxy 


qui  est  nulle,  puisque  la  fonction  Dlog0(jz)  est  impaire.  L'intégrale 
définie  relative  au  contour  du  parallélogramme  tend  donc  vers  zéro,  et 
la  somme  des  résidus  est  nulle. 

Cr) 

TT 
2 

P î T—=iS\     Dlog0(2); 

lang-|^(2m-i-i)--/J      ^  ^ 


Le  résidu  relatif  au  point/  est  -  Dlogô  (/);   celui  relatif  au  point 

a  =  (2/714-  i)  —  est 


mais  d'après  le  lemme  du  n°  121,  le  résidu  de  la  fonction  Dlogô  (z) 
est  égal  au  degré  du  zéro  de  la  fonction  5  (2),  c'est-à-dire  à  l'unité. 
On  a  donc 


m=:ni  —i 


(5,)  DlogeW=;iim^  ■ , 

m=- m'  lang  -    z  —  (2 m  -M )  — 

et,  en  groupant  les  termes  deux  à  deux, 


4Tr   ,    27:2  V^  q 


(58)  Dlog0(2)  =  i^sin^^  y 


î/n— 1 


I  —  2^2"-' cos  ^^  -+-  ^'C"'-') 


38. 
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En  remplaçant  z  par  za — ?  on  en  déduit 


m^^m'—i 


(5çf)        J)\og6i{z)  = lim    \     lang-     z  — (2/n-M)—   5 


m:^ —  m' 


(60)  Dloge3(2)=--^sin— ^ 


W  (à      jLJ  ,«    ,  ^TtZ  ,,      ,, 

Si  dans  l'équation  (57)  on  remplace  z  par  z  h — ,  on  obtient  l'ex- 


pression 


[m -m' — I  —1 

'  +  '™S  .^""T ^  ' 
;„=-w'lang- (z  —  mw')  1 


que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

(61)  Dlog0,(z)^^lim    y 


TT  ' 


,M==-m'lang-  (z  —  mw') 


&) 


car  le  terme  ajouté  à  la  somme,  celui  qui  correspond  à  m  -~  m\  a  pour 
limite  t;  si  l'on  groupe  les  termes  deux  à  deux,  il  vient 


(62)    Dioga.(z)  = 


\-^s\n > ^ 1. 

&)  I  TZZ  W      ^  ,  ITZZ  I 

I  tang  —  ,„=.  1  —  2^»"cos i-  q^'^  1 

En  remplaçant  z  par  z  +  - ,  on  en  déduit  enfin 

tn  :=  m' 

(63)  D  loge,  (z)  =  - '^  lim    y    lang  -  (z  —  m&/), 

;n  =  —  m' 

(64)  Dlog0,(z)  ^  -  ?  Tlang^^  +4sin^^  S ^~ —  1 . 

I  /«Ti  I  -i  -  2  ^î^cos h  q""  I 

Des  formules  précédentes  on  déduirait  immédiatement  celles  qui  se 
rapportent  au  développement  des  quatre  fonctions  Dlog3^(2). 
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CHAPITRE  VI. 


DEVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    EN    PRODUITS. 


Propriétés  des  produits  d'un  nombre  infini  de  facteurs. 

193.  Théorème  I.  —   Pour  que  le  produit 

(n-  a,)(i-+-  a,)(n-a»)-  •  -, 

dans  lequel  a,,  a^,  a^,...  sont  des  quantités  réelles  et  positives,  soit  con- 
vergent, il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  série 

a,  +  a,  H-  à,  -f-    . . 
soit  convergente. 

Cette  condition  est  nécessaire;  car  le  produit  P„  des  n  premiers  fac- 
teurs du  produit  est  plus  grand  que  la  somme  S,,  des  n  premiers  termes 
de  la  série;  si  la  série  était  divergente,  la  somme  S„  augmenterait  à 
Tinfini  et  à  plus  forte  raison  le  produit  P«. 

Elle  est  suffisante;  car  on  a 

I  -+-  «1  <;  «"',     I  -i-  «1  <C  e"«, . . . , 
et  par  suite 

S  étant  la  limite  de  S„;  le  produit  P„  augmentant  avec  n  et  restant 
moindre  qu'une  quantité  déterminée  e*,  tend  vers  une  limite  P. 

194.  Théorème  II.  —  Soient  a,,  aj»---  l^s  modules  des  quantités 
imaginaires  w, ,  u^,...;  si  le  produit  des  facteurs  réels 

(i  -h«,)(n-aj)(i-{-a3)... 
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est  convergent,  le  produit  des  facteurs  imaginaires 

(l  H- M,)  (ï  H- M2)(l -f-  Ma).  .  . 

est  aussi  convergent. 

Nous  remarquons  d'abord  que  le  module  d'un  facteur  imaginaire 
I  4-  Un  est  moindre  que  le  facteur  réel  correspondant  i  H-  «„,  de  sorte 
que,  si  l'on  désigne  par  P„  le  produit  des  n  premiers  facteurs  du  pre- 
mier produit  et  par  Q„  le  produit  des  n  premiers  facteurs  du  second,  le 
module  de  Q„  est  plus  petit  que  P„  et,  par  conséquent,  plus  petit  que  P; 
ce  module  conserve  donc  une  valeur  finie. 

Démontrons  maintenant  que  le  produit  Q„  est  convergent.  On  a 


0.-^. 


-I  —  (l-i-  «„+,)(•+  Un+i).  .  .[l-\-Un+p)~l 


— =  Un+l  4-  Wrt+2  +  ...-(-  Un+p  -f   Un+i  W;h-ï  H- 
p 

-^  —  I  z=  (1  +  a„+,)(i  +  a„+,). .  .(i  -f-  an+p)  —  i 

*  n 

=  a„+i  4-  a„+î4-  - . .  H-  ttn+p  -+-  «n+i  fl„+2  -4- 


d'où  l'on  déduit 


Wii+j)  \         ■   *  n-f./) 


OU 


mod. Y\ <C 


Q„       ^       P„ 

mod.  (0„+,  -  Q„)<  mod.  Q„  x  -i±^=^"  <  P„+,-  P„  <  P  -  P„. 

On  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  la  différence  P  —  P«  soit 
moindre  qu'une  quantité  donnée  a;  alors  on  aura,  quel  que  soit/?, 

mod.  {Q„+p-~  Qn)<oc. 

Concevons  les  points  qui  dans  le  plan  représentent  les  quantités  Q„, 
Qit+if  Q«+2"--;  tous  ces  points  seront  compris  dans  le  cercle  décrit  du 
point  Qn  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  a.  On  déterminera  ensuite 
un  nombre  n'  plus  grand  que  /i,  tel  que  les  points  Q,/,  Q«'+,,-"  soient 
compris  dans  un  cercle  décrit  du  point  Q„'  comme  centre  avec  un 
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rayon  a'  plus  petit  que  a;  le  centre  du  second  cercle  étant  situé  à 
l'intérieur  du  premier,  et  le  rayon  plus  petit,  ce  second  cercle  sera 
situé  tout  entier  dans  le  premier,  ou  une  partie  en  dedans,  une  partie 
en  dehors;  dans  ce  dernier  cas,  on  ne  gardera  que  la  partie  commune 
aux  deux  cercles;  c'est  dans  cette  partie  commune  que  sont  situés  les 
points  Q„',  Q,,'+,,...,  En  continuant  de  cette  manière,  on  voit  que  les 
produits  tendent  vers  un  point  bien  déterminé  Q,  ce  qui  rend  la  con- 
vergence évidente. 

195.  Théorème  IïI.   —  Soient  a,,  aj»---  ^^^  modules  de  u,,  z/a,...; 
si  la  série 

rt.  -4-  rtî  -+-  «3  +  •  •  • 

est  convergente,  le  produit 

(i  -f-  n,z)  (l  -f-  M,2)(l  -h  UiZ).  . . 

est  convergent  f  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  variable  z. 
Désignons  par  r  le  module  de  z;  si  la  série 

a.  -t-  flî  -f-  «3  +  •  •  • 
est  convergente,  la  série 

air+  «jT-f-  «jT-t- . . . 

est  aussi  convergente,  quel  que  soit  le  module  r;  le  produit  des  fac- 
teurs réels 

(i  4-  «,  r)(n-a,r)(i-|-«jr). . . 

est  donc  convergent,  et  par  conséquent  le  produit  des  facteurs  imagi- 
naires 

(l  -M/,z)(l  4-  M,z)(l  4-  M.iZ).  .  .. 

196.  Théorème  IV.  —  Lorsque  la  série 

«1  4-  «j  +  «3  -f- .  .  . 

est  convergente,  le  produit 

(l)  {\  +  U^z){\+UtZ){\+  U^Z)... 

définit  une  fonction  holomorphe  de  z  dans  toute  l'étendue  du  plan. 
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Nous  savons  déjà  que  le  produit  est  convergent  pour  toutes  les  va- 
leurs de  z.  Considérons  maintenant  le  produit  des  n  facteurs  réels 

P„  —  (i  -H  «,r)(i-K  a,r).  .  .(i-i-  rt„r), 

et  concevons  ce  produit  effectué  et  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  r;  si  nous  appelons  5^"Ma  somme  des  n  quantités  a^, 
«2..--»  ««.  s'^^^  la  somme  des  produits  de  ces  n  quantités  deux  à  deux, 
/,"^  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  etc.,  nous  aurons 

P„"i  -+  5(,"^r+4"^r='-h.  .  .-t-  «^V^H-.  .  .4-5^"^. 

Un  terme  quelconque  s^^r^  étant  plus  petit  que  P„  ou  que  sa  limite  P, 
et  croissant  avec  n,  tend  vers  une  limite  finie  s^r^'^,  quand  n  augmente 
indéfiniment;  ainsi  la  somme  s^^^  des  produits  w  à  m  des  n  premiers 
termes  de  la  série  convergente 

«I  +  flj  -4-  «3  -4-  .  .  . 

tend  vers  une  limite  ^,„,  quand  n  augmente  indéfiniment;  mais  on  a 

P„  >  I  +  5^"^+  s^^"^r^  H- .    .  +  s^V"; 
si,  laissant  m  fixe,  on  fait  croîtrç^indéfiniment,  on  en  déduit 

P  >  I  +  5,  r  4-  5,r*  -4- .  . .  +  5„  r'". 

Puisque  la  somme  S,„  des  m  premiers  termes  de  la  série 

(2)  n- *,r  +  52r^-l- 53''-*- •  •  • 

est  moindre  que  la  quantité  finie  P,  on  en  conclut  que  cette  somme 
tend  vers  une  limite  S  inférieure  ou  égale  à  P,  quand  m  augmente  indé- 
finiment, et  par  conséquent  que  la  série  (2)  est  convergente. 
D'autre  part,  chacun  des  termes  du  produit 

P„  =  I  +  5("V  +  4"V=  + .  .  . -t- «(f )  r» 
étant  moindre  que  le  terme  correspondant  de  la  somme 

S„  =  I  +  s,  r  -I-  SjT^  -h  .  .  .  +  SnV", 
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la  somme  S„  est  plus  grande  que  P„  et  par  suite  sa  limite  S  est  su- 
périeure ou  égale  à  P;  cette  limite  S  est  donc  égale  à  P. 
Considérons  de  même  le  produit 

Q„  =  (H-  M,  Z)(l  +  U^Z).  .  .(l-r  M«2) 

des  n  facteurs  imaginaires;  concevons  ce  produit  effectué  et  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  z,  et  représentons-le  par 

Un  coefficient  quelconque  (7^;;^  est  une  somme  de  termes  imaginaires 
qui  ont  pour  modules  les  termes  correspondants  de  s^^'^;  quand  n  aug- 
mente indéfiniment,  la  somme  s["J  tendant  vers  une  limite  s^,  la  somme  q'^'' 
tend  elle-même  vers  une  limite  (7,„.  La  série 

(3)  I  -h  (7,Z-|-  (T,Z*+  O-jZ'-f  .  .  ., 

ayant  les  modules  de  ses  termes  moindres  que  les  termes  correspondants 
de  la  série  (2),  est  convergente.  La  somme  2„  des  n  premiers  termes  de 
cette  série  contient  tous  les  termes  de  Q„;  d'ailleurs  les  termes  de  la  dif- 
férence 2,,  —  Qn  ont  pour  modules  les  termes  correspondants  de  la  dif- 
férence S„—  P«;  il  en  résulte  que  le  module  de  2«—  Q„  est  moindre 
que  S„  —  P„,  et  par  conséquent  tend  vers  zéro,  quand  /i  augmente  indé- 
finiment; on  en  conclut  que  2„  tend  vers  une  limite  égale  à  Q.  Ainsi  la 
fonction  définie  parle  produit  (i)  est  développée  en  une  série  conver- 
gente (3),  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  des;  c'est  donc 
une  fonction  holomorphe  de  z  dans  toute  l'étendue  du  plan. 


Méthode  générale  pour  le  développement  d'une  fonction  en  un  produit 
d*une  infinité  de  facteurs  rationnels. 

197.  CAUchy  a  déduit  aussi  de  la  considération  des  intégrales  défi- 
nies une  méthode  pour  effectuer  ce  genre  de  développement;  nous 
allons  exposer  cette  méthode  en  lui  donnant  une  forme  plus  précise. 
Soit  f{z)  une  fonction  méromorphe  dans  la  partie  du  plan  enve- 
loppée par  la  courbe  C  {fig.  74)-  Désignons  par  «  et  a  les  zéros  et 

39 
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les  infinis  de  la  fonction  dans  cette  partie  du  plan,  par  n  eip  leurs  de- 
grés, et  supposons  que  la  courbe  C  ne  passe  par  aucun  de  ces  points. 

f  (z) 
Nous  savons  (n°121)  que  la  fonction Dlog/(z)  =''-^7—7  admet  comme 

pôles  simples  les  zéros  et  les  infinis  de  la  fonction /(^j.  Marquons 
dans  la  partie  du  plan  considérée  deux  points  /„  <^t  t,,  distincts  des 
points  a  et  oc;  unissons-les  par  une  ligne   b^bf   située  aussi  dans 

Fig.  7/^. 


cette  partie  du  plan  et  ne  passant  par  aucun  des  points  «  et  a;  à 
l'aide  de  cette  ligne  et  de  deux  cercles  infiniment  petits  ayant  pour 
centres  les  points  ?o  et  ?<,  nous  formerons  une  courbe  fermée  ou  un 

lacet  enveloppant  les  deux  points.  La  fonction  log  — ^-  éprouve  un 

accroissement  égal  à  -\-  ^ni,  quand  la  variable  z  tourne  autour  du 
point  tf  dans  le  sens  positif,  et  un  accroissement  égal  à  —  sttï, 
quand  la  variable  z  tourne  autour  du  point  t^,  aussi  dans  le  sens  po- 
sitif. Il  en  résulte  que,  si  l'on  astreint  la  variable  ^  à  ne  pas  franchir  la 

coupure  Zq^o  la  fonction  log ^  est  monotrope  dans  toute  l'étendue 

z        f  j 

du  plan;  c'est  donc  une  fonction  holomorphe  dans  la  partie  du  plan 
comprise  entre  le  lacet  (^o^)  et  la  courbe  C. 

A  l'aide  d'une  autre  coupure  gh^  on  peut  regarder  cette  aire  comme 
enveloppée  par  une  ligne  fermée,  composée  du  lacet  (tot^)  de  la  cou- 
pure gh  et  de  la  courbe  G.  La  fonction 

FU)  =  log^Dlog/(z) 
-S  —  II, 
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étant  méromorphe  dans  cette  partie  du  plan,  à  contour  simple,  l'inté- 
grale définie 

— .   fF{z)dz, 
17:1  J  ' 

relative  au  contour  de  l'aire,  est  égale  à  la  somme  des  résidus  relatifs 
aux  pôles  a  et  a  situés  dans  cette  aire.  La  transversale  gh,  étant  par- 
courue deux  fois  dans  des  sens  contraires,  avec  une  même  valeur  de  la 
fonction  F (2),  donne  un  résultat  nul.  Évaluons  la  partie  relative  au 
lacet  (^o^J;  nous  remarquons  d'abord  que  les  petits  cercles  donnent 
des  quantités  infiniment  petites;  car,  si  l'on  pose  z  z=  tf,  -hre^'j  on  a 

dz  =  ire^'dÔ, 

log{z  —  t,)  =logr-i-  ei, 

Iog{2  —  t,)dz  =  /e*'(rlogrH-  ir6)d9; 

mais  rlogr  tend  vers  zéro,  quand  le  rayon  r  du  petit  cercle  diminue 
indéfiniment.  L'intégrale  relative  au  lacet  se  réduit  donc  à  l'intégrale 
suivant  la  ligne  ^o^o  aller  et  retour  :  à  l'aller,  un  élément  de  l'inté- 
grale est 

— ■4',    ;  log rdzy 

7.1X1  J  {Z)         °  Z  —  tt 
z  —  '/ 

au  retour,  log ayant  éprouvé  un  accroissement  égal  à  —  27rï  par 

z  to 

le  mouvement  sur  le  petit  cercle  (/,  )  en  sens  négatif,  et  dz  ayant  changé 
de  signe,  on  obtient  l'élément  correspondant 


I     f'iz)/.      z-t,  A    . 

'TTf    f{z)    \      ^Z  —  U  / 


la  somme  des  deux  éléments  est 

£^rfz  =  Dlog/{z)rfz. 

Ainsi  la  partie  relative  au  lacet  (^o^i)  se  réduit  à  l'intégrale 

\\o%f(z)dz 


/■ 


suivant  la  ligne  tot^  décrite  de  /«  à  ^  ;  mais  cette  intégrale  est  égale  k 

39. 
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f{z) 
la  valeur  que  prend  la  fonclion  log'^^-  au  point  t^,  quand  la  variable  z 

décrit  la  ligne  tç^t^,  la  fonction  ayant  en  ^o  1^^  valeur  initiale  zéro;  nous 

désignerons  cette  valeur  de  la  fonclion  au  point  /,  par  log  4—'-:  •  D'après 

cela,  l'intégrale  définie  relative  au  contour  entier  de  l'aire  a  pour 
expression 

10g^C^J   +   ---r     r      Y{z)dz. 

Pour  avoir  les  résidus  relatifs  aux  points  a  et  a,  qui  sont  des  pôles 
simples  de  V[z),  il  faut  multiplier  les  quantités 

a  —  />        ,      a  —  /, 

respectivement  par  les  résidus  de  la  fonction  Dlog/(z),  c'est-à-dire 
par  n  et  —  p  (n*'  121).  On  obtient  ainsi  l'équation 

ou 

(4)        log^^^--ynlog?— j'-5;/>log'^-"=4'^  T{z)dz. 

On  en  déduit  la  formule 

T-T  / n—  t,\" 


(5)                            /(M._.llV«--^j    ^- 

^■"^  (C) 

11  \a  —  tj 

qui  a  été  trouvée  par  Cauchy. 

198.  Concevons  maintenant  que  la  courbe  C  s'étende  à  l'infini  dans 
tous  les  sens,  et  qu'elle  soit  choisie  de  telle  sorte  que  le  module  de  la 

f  (  z) 
fonction  yj-y  J'este  moindre  qu'une  quantité  finie  M  sur  cette  courbe, 

si  cela  est  possible.  Grâce  à  la  restriction  que  nous  avons  imposée  à  la 

variable  z  de  ne  pas  franchir  le  lacet  (z,,/,),  la  fonction  log -'• 

Z   tu 
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comme  nous  Tavons  dit,  reste  monotrope  dans  toute  l'étendue  du  plan; 
mais  on  peut  prendre,  en  un  point  choisi  à  volonté,  l'une  quelconque 
des  déterminations  du  logarithme;  une  fois  la  valeur  du  logarithme 
assignée  en  un  point,  tous  les  logarithmes  qui  entrent  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (4)  ont  des  valeurs  parfaitement  déterminées. 
Parmi  les  déterminations  du  logarithme,  nous  prendrons  celle  qui  se 
réduit  à  zéro,  quand  z  devient  infini.  On  a,  dans  ce  cas, 

z 
£  tendant  vers  zéro,  quand  z  augmente  indéfiniment.  On  en  déduit 

(6,  ---!-.  r  Fuwz=^'=  f  £<i)^+'4=-^  r  L 


z)  dz 


'(C)  ^TT'    J(C)  /(^)     ^          4îrï    J(C)  /(^) 

La  seconde  partie  tendant  vers  zéro  (n°184),  on  peut  réduire  l'inté- 
grale (6)  à  sa  première  partie 

Lorsque  la  fonction /(z)  est  impaire,  sa  dérivée /'(z)  est  paire; 
lorsque  la  fonction  est  paire,  sa  dérivée  est  impaire;  dans  ces  deux  cas, 

f'(z) 
le  quotient  yr-r  est  une  fonction  impaire.  Si  la  courbe  C  a  pour  centre 

l'origine,  l'intégrale  (7),  ayant  ses  éléments  égaux  deux  à  deux  et  de 
signes  contraires,  est  identiquement  nulle,  et  la  formule  (5)  se  réduit  à 

-^— —  lim    ; 7TT' 

ou,  en  remplaçant  ^^  et  t,  par  z^  et  z, 


(8)  ^j^^  =:  lim 


.  n(„^.)" 


/(z.)  fac-zy 
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Lorsque  la  fonctiony'(z)  n'est  ni  nulle  ni  infinie  à  l'origine,  on  peut 
faire  55,,  --  o,  et  la  formule  précédente  devient 


(9) 


-7. — T  =  lim ) ~ 


h") 


n 


Développement  de  cos2. 

199.  La  fonction  cos^  admet  les  racines  simples  a  =  {2m  -h  i)-» 

distribuées  uniformément  sur  l'axe  Oa?,  et  n'a  pas  de  pôles.  Portant  sur 
l'axe  Occ  [fig.  75)  des  longueurs  OA,  OA'  égales  à  m'ity  et  sur  l'axe  Oy 


Fig.  75. 


» 

1 

fl 

B 

< 

A' 

' 

0 

A 

X 

E 

B' 

1 

des  longueurs  OB,  OB'  égales  ày, ,  nous  formerons  le  rectangle  EFGH, 
suivant  lequel  nous  effectuerons  l'intégration.  Pour  avoir  tous  les  zéros 
compris  dans  ce  rectangle,  on  fera  varier  m  de  —  m'  à  m'—  i.  Le  mo- 

dule  de  y       =  —  tangz  étant  plus  petit  que  i  sur  les  côtés  FG,  HE, 

et  très-voisin  de  i  sur  les  côtés  EF,  GH,  on  peut  rédtiire  l'intégrale  (6) 
à  sa  première  partie  (7).  D'ailleurs,  la  fonction  proposée  cos2  étant 
paire,  cette  première  partie  est  identiquement  nulle.  On  a  donc,  d'après 
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la  formule  (9), 


171  =:  m  —  J 


(lo)  cosz  =  lim 


et,  en  groupant  les  facteurs  deux  à  deux, 

(II)  COSZ=:TTr»-? ^^-l^T 

Ai  L        (2/n  —  ij'îr'J 


m  =:  I 


Développement  de  sinz. 

200.  On  effectuera  d'une  manière  analogue  le  développement  de  la 

fonction  paire 5  qui  admet  les  racines  «~  miZy  à  l'exception  de 

a  =  o.  On  formera  le  rectangle  en  portant  sur  l'axe  Ox  des  lon- 
gueurs OA,   OA'  égales  à  m'n  +  -i  et  l'on  fera  varier  m  de   —m' 

à  4- m',  en  exceptant  7w  =  o.  Le  module  de  la  fonction  ^t».  ,  =  cots 

ayant  une  valeur  voisine  de  i  sur  le  contour  du  rectangle,  on  ré- 
duira l'intégrale  (6)  à  sa  première  partie  (7),  qui  est  identiquement 
nulle.  On  a  donc 

jn  =  ni' 

(,.)  ^-  =  1""  n  i--^j' 

ni^:z  —  m' 

(.3)  sin.=.n('-;^.)- 

Remarques.   —    Si   l'on  développe  ce  dernier  produit  suivant  les 
puissances  croissantes  de  z  (n°  196),  on  a 

sinz  =  z  —  StZ^  -]-  5j2*  —  SiZ''  -^ . . . , 
en  désignant  par  s,  la  somme  des  quantités  -7-7^  -^-^i  ^r^'      '  P^^  ^^ 
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la  somme  des  produits  de  ces  quantités  deux  à  deux,  etc.;  mais  cette 
série  doit  être  identique  à  la  série 


sinz  =  z r  -\- 


I .2.3       I .2.3.4.5 

En   égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  z,  on  obtient 
diverses  relations,  parmi  lesquelles  se  trouve  la  suivante  : 

TT^  I  J_  T 

6  ~  7»  "^^  2^  "^'  F  "•"  •  •  • 
La  formule  (11)  donne  lieu  à  des  relations  analogues;  ainsi  l'on  a 

8"  "~  7  "^  3'  "^  5^  "^  •  "  ■  ■ 


Développement  des  fonctions  0  en  produits. 
201.  Nous  avons  obtenu  (n°  192)  l'expression 

m  r=  «i  ' —  I 

Dlog03(^)  = iim      \      lans  -  \  z~(7.tn-'r  i)~ 


?n  =  —  III 


La  série  n'est  pas  convergente  dans  les  deux  sens;  mais  si  l'on  groupe 
les  termes  deux  à  deux,  on  obtient  une  série  convergente 

Dlog03(2)^-^2]  jl»ng^[^-(2'^~0^^J  H  lang^|^2-i-  (2m-i)^Jj. 


Supposons  qu'après  avoir  multiplié  les  deux  membres  par  dz,  on 
intègre,  en  faisant  marcher  la  variable  z  sur  une  courbe  allant  de 
l'origine  à  un  point  quelconque  z  du  plan,  et  ne  passant  par  aucune 
des  racines  de  la  fonction  63(2).  Comme  on  peut  prendre  m  assez 
grand  pour  que  le  module  de  la  somme  des  termes  de  la  série,  à  partir 
du  terme  de  rang  m,  soit  moindre  qu'une  quantité  donnée  sur  toute 
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la  courbe,  on  aura,  d'après  le  théorème  du  n°  81, 


-i:i^'=S- 


^[z-(:.m-i)^]cos^[z  +  (.m-i)^] 


cos*(2/n  — i)  — - 

2W 


m^x        I         cos'(2m  — i) —  I 


chacun  des  logarithmes  se  réduisant  a  zéro  pour  z  =  o.  On  en  déduit 

(i4)  03{-z)=0,(o) 


sin' —  I 

cosMam  —  i) I 

2wJ 


et,  en  remplaçant  z  par  ^  +  -» 


(l5)  0(2)=:03(O) 


ces'  —  I 

-  ,  \.À 

cos'  2/n  —  i) —  I 


L'équation  (63)  du  n"  192  donne  de  même 
DlogÔ,  {2)  =  — -|  lang^ -4-  \     lang  J^  (z  — ma)')  +  tang- (z-l-mw')    [•, 

en  intégrant  suivant  une  courbe  partant  de  l'origine  et  ne  passant  par 
aucune  des  racines  de  la  fonction  B^  [z),  on  a 

-  ,    ,  "1="        ces  -  (z  —  mw')  CCS  -  (z -f- mw') 

•Og  "Z-T-J  =  log  CCS 1-    >    log  -, , 

'  m  =  ,  cos'/n 


co 


û>  / 

4o 


TTO) 

cos'm  — 

(0 
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chaque  logarithme  s'annulant  pour  z  =  o.  On  en  déduit 


(i6) 


5,  (z  )  =  0j  (o)  ces  —  JJ  I    I  — 


sin^ 


TTZ 


CCS' m 


TTW 


et,  en  remplaçant  z  par  z  +  -» 


(17) 


0.(z)  =  0,{o)sin^  JX      I 


CCS- 


TTZ 


CCS' m 


TTM' 


202.  La  forme  de  ces  expressions  peut  être  modifiée  par  l'intro- 
duction de  la  quantité  q.  Elles  deviennent 


(18) 


2  TTZ 


ô^iz)=e,{o)Jl 


t=»  1  +  a^y'"-'  ces 1-  qH^"-i) 


(  I  ■+-  q^-'  y 


2t:z 


e  {z)=^e,io)Y[ 


'  =  *  I  —  2g""-'  ces h  g»(^-') 


{i-hq""-'y 


6,{z)=e,{o)cos—T\ 


27r3 

'"="  I  +  2^^  CCS h  q* 


6,{z)  =  6,(0)  sin  —  JJ 

W    XX 


(1  +  ^"")=' 

,„        *    2712 

I  —  2  g^"  CCS 1-  q* 


{i  +  q""y 


Les  deux  constantes  9^  (o),  ^2  (o)  ne  dépendent  que  de  la  quantité  y, 
et,  par  conséquent,  que  du  rapport  des  périodes  (n°  77).  On  les  ramène 

l'une  à  l'autre  en  faisant  z  =  —  dans  la  première  de  ces  équations, 
ce  qui  donne 
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Si  donc  on  pose 

in=« 

M  •  y(g)  =  g3(o)n(.  +  ^..-).- 

in=  I 

on  obtient  les  expressions  suivantes  des  quatre  fonctions  B  : 

771  =:i 

m=<*> 

9{z)  =  (f{q)  JJ  II— 2^2"-'cos-— +^'('"-'Mï 

7«  =:i 

771=:» 

0j(z)  =  2  J^g  (p(ç)COS JJ       I  +  2Ç*"C0S 1-  ^<'"  L 

771   =  I 

77t=:  »  , 

n[ 


(20) 


0,(z)=:2^g  9  (g)  sin  ~  Y\  I  '""  2^*" CCS y- q*"  • 


203.  Voici  comment  Jacobi  est  parvenu  à  exprimer  ç  (y)  par  un  pro- 
duit. La  comparaison  de  la  seconde  des  équations  précédentes  et  de  la 
seconde  des  équations  (8)  du  n*'  74  donne  l'égalité 


I-f-2 


î<- 


ij^ç"  ces 


amTTZ 


OJ 


9{q)= 


n[ 


I  —  2  q^-*  CCS 


^+^.(^-o1 


Le  second  membre  doit  être  indépendant  de  z;  si  l'on  y  fait  succes- 


sivement z  =  o  et  2  =  -T,  on  a 

4 


S'- 


14-2      >     (—  O^Ç"*'  1  H-  2 


£{-1^. 


(21) 


?(^) 


77J   =   00  77t  =:  00 

j2m— I  \J 


n^^  9 


JJ  [i  +  qn^-^)] 


4o. 
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on  obtient  le  second  numérateur  en  remarquant  que  les  termes  qui 
correspondent  à  des  valeurs  impaires  de  m  sont  nuls,  de  sorte  qu'il 
suffit  de  donner  à  m  des  valeurs  paires.  Remplaçons  q  par  ^*,  il  vient 

m  =  t 

d'où 

(p(^<)  11     i_f- ^2(2™-')  11  L  ^  J  L  ï  J 

m^^i  m  =1 

Cette  dernière  expression  peut  être  transformée;  le  facteur  i— ^*'" 
étant  de  la  forme  i  —  ^**2'"'  ou  i  —  q*i^'^-*\  suivant  que  m  est  pair  ou 
impair,  et  m'  variant  de  i  à  oc  ,  on  a 


d*où 


(22) 


TJ  ii  —  q*'^)=  JJ  (i  — ^'•='")[i—  ç«(""-')], 

m  =  t  m  =  i 

JJ[i  — «/»<""-'>]  (i—^'-*")         JJ  (i  —  q"") 

9(y^)  m  —  o=  m=« 

c^iq]  _  (fiq*) 


Ylii-q^-)        JI('-^'' 


Ainsi  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  ne  change  pas 
quand  on  y  remplace  q  par  q^.  En  remplaçant  plusieurs  fois  successi- 
vement q  par  ^*,  on  a 

9iq)         _  ?(?'") 

Tn=:<'>  m=  00 
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mais  quand  n  augmente  indéfiniment,  le  second  membre  se  réduit 
à  <f  (o),  c'est-à-dire  à  i.  On  a  donc 

(23)  ?(y)=n^»-^'")* 


Développement  des  fonctions  ^  en  produits. 

204.  Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  pour  exprimer  les 
fonctions  0  peuvent  être  appliquées  immédiatement  aux  fonctions  ^. 
Si  l'on  pose 

(24)  ?(/»)=  n^'-/'")' 

on  a 

3-3(z)=<p(/?)  JJ  fn-a/ï^-'cos^  -h/>»(»'— )1, 

m  :=I 
m=  » 

^(Z)=        2Î^p?(/>)C0S^  JJ    fl4-2p'-C0S^  -t-/î""j, 

wi  =  r 

5-,(z)=  -  2  v'p<p(p)sin  ^  n  ('  ~  ''^""  ^°^  ^  "^  Z'   J* 


(25 


Dans  les  applications  où  la  première  période  o  est  réelle,  la  seconde  w' 
imaginaire  et  de  la  forme  oi"i,  et  la  variable  z  réelle,  les  formules  (ao) 
renferment  des  sinus  et  cosinus  ordinaires,  les  formules  (26)  des  sinus 
et  cosinus  hyperboliques. 

Expressions  du  module  et  du  multiplicateur  en  produits. 

205.  Nous  avons  déterminé  le  module  k  et  le  module  complémen- 
taire k't  ainsi  que  le  multiplicateur  g^  par  des  sommes,  à  l'aide  de  q  ou 
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de/?  (n°*77,  159  et  173);  nous  pouvons  aussi  les  déterminer  par  des 
produits.  On  a  d'abord,  en  vertu  des  formules  (20)  et  (25), 

777  =  1 
777  =  te 

(26)  ^  6  (o)  =  9(^)]][(i-r'-')% 

777=1 
777=00  • 

^3(0)  =  9(/;)]][{i +  />""-')% 

77t  =  I 
777=  00 

(27)  I  Ho)=9ip)Yli^-p'^-% 

m  =  I 

777=00  J 

^  (0)=  2  ^^(p(;,)  ]][(!+ ;,=-)'.        :- 

777  =  I 

Les  formules 

(^^^  VA-- Mo) -^3(0)'      ^^         M^-5^H 

qui  définissent  les  modules  k  et  y^',  donnent 


777=00  777  =  < 

l2m    \  2 


q'"-'/         -Li  \n-;>' 


=9)       ^-^^ïn(7:^)'=n(: 


771=  < 


(30)       vp=n  fqr^H^^^n  u 


771  =:i 


H-Ç"'""-'/  '^    XX    yi+y^sm-t 


En  divisant  par  z  les  deux  membres  de  la  quatrième  des  équa- 
tions (20)  et  de  la  quatrième  des  équations  (25),  et  faisant  tendre  z 
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vers  zéro,  on  a 


Les  formules 


m=  « 

qui  définissent  le  multiplicateur  g^  deviennent 


m  =  00 


/>='")(H- /?'—') 


4- />"»)(  !—/>'"-') 


Ces  formules  peuvent  être  simplifiées.  On  remarque,  en  effet,  que  le 
facteur  i  —  q^'"^  est  de  la  forme  i  —  q^'"  —  [i  —  q^"')  (i  +  q"^'")  ou  de 
la  forme  i  —  q^^^"^-*^  =  [j  —  q^"^-*)  (i  +  q^'"-*),  suivant  que  m  est  pair 
ou  impair;  il  en  résulte 

(31)  y/^  =  n  ('  "^  y— r(i  -  ^-), 

m— .  I 
m=  ^ 


m  =  i 


Ces   dernières   formules,  comparées  aux  formules  (26)  et  (27), 
donnent 

(33)  Mo)  =  y^,    s.(o)  =  y/^,    «W^V/^' 

(34)     ^.(o)=v'g.  *.(o)=v/Ç^  -w=\/?^- 
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Nous  avons  vu  (n*'  173)  que  les  fonctions  Oi(z)  et  ^»{z)  satisfont 
à  la  relation 

Il  est  facile  maintenant  de  déterminer  la  constante  C;  on  a,  en  effet, 

^    ^  ^-e,(o}-\/ coi 

206.  Remarque.  —  La  méthode  de  Cauchy  permet  d'opérer  direc- 
tement la  décomposition  des  fonctions  elliptiques  en  produits  d'une 
infinité  de  facteurs  rationnels;  en  prenant  un  contour  d'intégration 
convenable  et  groupant  les  facteurs  d'une  certaine  façon,  on  arrive 
aux  fonctions  Ô,  ou  aux  fonctions  3-,  ou  à  d'autres  analogues. 

Nous  avons  besoin,  pour  cela,  de  connaître  le  développement  de  la 
fonction  cos(z  —  z^).  Si  l'on  forme  un  rectangle  égal  à  celui  qui  nous 
a  servi  pour  le  développement  de  cos^  (n**  199),  mais  ayant  son  centre 
au  point  z^,  on  verra,  comme  précédemment,  que  l'intégrale  relative 
au  contour  de  ce  rectangle  tend  vers  zéro.  Les  zéros  situés  dans  ce 

rectangle  sont  a  —  Zq  -h  {2m  ■+- 1)--,  m  variant  de  —  m'  à  m'  -  1,  et 
l'on  a 


(36)  cos(^-zo)^^.^ 

'  COSZo 


=  /»'  —  ! 

n  [■ — -^-.-1- 


Pour  développer  les  fonctions  elliptiques,  nous  emploierons  un  rec- 
tangle, ayant  pour  sommets  les  points  z=  ±.  (m'w—  ^  jdzfw'w'—  ^J, 

de  manière  que  le  contour  ne  passe  par  aucun  des  zéros  ou  des  infinis 

f  (z) 
de  ces  fonctions.  La  fonction  •^.;  /  conservant  une  valeur  finie  sur  ce 

contour  et  étant  impaire,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n*^  198, 
l'intégrale  définie  relative  à  ce  contour  tend  vers  zéro,  quand  on  aug- 
mente indéfiniment  les  deux  nombres  entiers  m'  et  n',  dont  dépendent 
les  dimensions  du  rectangle.  Les  zéros  et  les  infinis  des  trois  fonctions 
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elliptiques  sont  représentés  par  les  formules 

zéros  de  X(z),     a=  moi  h- nw', 
zéros  de  /ut  (z),     a  =  (aw-i-i) — h  »w', 

zérosdev{z),     a=:[7.m-\-\) — h(2n-M)— , 
infinis,  a  =  mo  -\-  (an  •+- 1)  — 

Pour  avoir  les  zéros  et  les  infinis  compris  dans  le  rectangle,  il  faudra 
faire  varier  m  de  —  m'  à  m'  —  t,  et  /*  de  —  n'  à  n'  —  i. 
Considérons  la  fonction  v(z).  La  formule  (9)  donne 


(37)  v(z)  =  lim 


I  moi  +  (2/1  -L- 1) —  I 


Quelle  que  soit  la  manière  dont  on  fasse  augmenter  m'  et  n'  à  l'infini, 
le  quotient  tend  vers  la  même  limite  v{z);  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
du  numérateur  et  du  dénominateur.  Supposons  que  l'on  fasse  aug- 
menter à  l'infini,  d'abord  m',  n'  restant  fixe,  puis  n'  \  le  numérateur 
s'écrira 


n=:n' — I   m=.m' — i 


n  n  r  - — ^^- — ^\ 


en  groupant  les  zéros  par  files  parallèles  à  la  direction  de  la  période  «. 
Quand  m'  augmente  à  l'infini,  n  restant  constant,  le  produit 


= »i' — I 

n  r ■!' 

,--_„'    I  (2/W  4-  l)  -  -f-  (2/H-1)—    I 


4' 
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d'après  la  formule  (36),  tend  vers  une  limite  égale  à 


cos 


-     Z  —  (2W  +  i)  — 
cos(2n  +  i)  — 

2M 


On  a  donc  le  produit 


="'-'  cos-Lz  —  (an +  i)  —         "="'  i +  2<7»"-'cos^^  4- cr*('"-'J 

TT  ^1  ^  J         TT  (Si 


11  ttm'  "11 


«=-„'  cos(2n-Mj — •  „=i  V        ï       / 

2&) 

qui  a  pour  limite  la  fonction  -fr-.  (ïi°202).  Dans  le  dénominateur 

K=n' — I   m-=m'—-i 


n  n  r r^-«T 


le  premier  produit 


i  =  m'— I 

(-_;„' j  mw +{2w  H-ij— j 


tend  vers  une  limite  égale  à 


sin 


—  sin(2/i  H-  i)  — 

20) 


et  le  second  produit 


n  =  n'-t  sin-     Z  —  (2n+  l)—  "="'  1—  2(7="-'  COS  — ^^^ — h  (7^{»«-') 

n^L  ^  J   _    T-f »  

.    ,  ,7r&)'  11  (i— o'"-)' 

«=-«'      —  sin(2/i  +  i) —  „=i  ^ 

^  2W 

vers  la  fonction  -qt-t'  On  exprime  ainsi  la  fonction  v  (^)  parle  quotient 


DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  EN  PRODUITS.  323 

de  deux  fonctions  holomorphes.  Si  l'on  avait  fait  augmenter  à  l'infini, 
d'abord  m',  puis  /i',  ce  qui  revient  à  grouper  les  facteurs  par  files 
parallèles  à  la  direction  de  la  période  w',  on  aurait  obtenu  les  deux 

fonctions  -i^t  -rr-r- 


53(0)    5(0) 
On  a  de  même 


(38)  [x{z)  =  nm 


I  (2/n  -t-  1)  -4-  «M   I 

I  mw  +  (2/1  -h  i) —  I 


Le  dénominateur  est  le  même  que  le  précédent.  Quant  au  numérateur, 

on  trouvera  ~-{  par  le  premier  mode,  tt^— f  par  le  second  mode. 

La  fonction  X  (2)  présente  une  difiiculté  particulière,  parce  qu'elle 
s'annule  pour  z  =  o.  Si  l'on  applique  la  formule  (9)  à  la  fonction 

J      >  qui  se  réduit  à  l'unité  pour  z  =  o,  on  a 


(39)  :^.  =  Iim 


•'■•^  L        mcù  -h  noi'j 

zr\o)  ~ 


I  moi  4-  [in  -+- 1)—  I 


en  exceptant  au  numérateur  la  combinaison  m—o,n—o.  Dans  le 
premier  mode,  le  numérateur  s'écrit 


n^n'—i    m=^m,' — i 


11        11    y         moi -\- Il  m' j 


Le  produit 


n=:  -n'     ni=  -  m' 


7n=^m — t 


n  (--) 


41. 
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.      TIZ 

sin  — 
tend  vers  une  limite  égale  à —  (n°  200),  le  produit 


:  m — 1 


il     \        moi  -\-  noi'  j  ' 

m  —  —  m' 

OÙ  n  est  diflerent  de  zéro,  vers  une  limite  égale  à 


sin-  (2  —  «&)') 
w 

TTO)' 

—  sin»  — 

Cù 


en  vertu  de  la  formule  (36).  Le  numérateur,  multiplié  par  z,  devient 
donc 


sin-(3  —  nw  )  "-"  i—q^"cos 


-  sin  —  Il  . j—  r=  -  sin  —  Il  -, 

cin  M  >  ï      ' 


c'est  la  fonction  J ,     •  Le  second  mode  donnerait  „) ,  ;> 

e,(o)  5,(o) 

On  pourrait  aussi,  à  l'aide  du  théorème  du  n°  184,  décomposer  les 
fonctions  elliptiques  en  des  sommes  de  termes  rationnels;  en  prenant 
un  contour  d'intégration  convenable  et  groupant  les  termes  d'une  cer- 
taine façon,  on  retrouverait  les  séries  que  nous  avons  obtenues  (n°  189) 
et  qui  sont  formées  de  termes  simplement  périodiques. 

C'est  en  décomposant  les  fonctions  elliptiques  en  facteurs,  mais  par 
une  méthode  toute  différente,  qu'Abel  et  Jacobi  ont  découvert  les  fonc- 
tions ô,  qui  jouant  aujourd'hui  un  rôle  si  important  dans  les  Mathéma- 
tiques. 
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LIVRE  V. 

FONCTIONS  DÉFINIES  PAR  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES.  V^  hSO^T-  W^' 


CHAPITRE  PREMIER. 

EXISTENCE    DE    LA    FONCTION    INTÉGRXlE. 

Les  cas  où  l'on  peut  intégrer  une  équation  différentielle  sont  extrê- 
mement rares,  et  doivent  être  regardés  comme  des  exceptions;  mais 
on  peut  considérer  une  équation  différentielle  comme  définissant  une 
fonction,  et  se  proposer  d'étudier  les  propriétés  de  cette  fonction  sur 
l'équation  différentielle  elle-même. 

Soit 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre;  u  sera  une  fonction  de  2, 
définie  par  la  condition  de  satisfaire  à  l'équation  différentielle  et  d'ad- 
mettre une  valeur  initiale  donnée  ««  pour  z  =  Zq.  Cauchy  a  démontré 
que,  si  le  coefficient  différentiel /(m,  2)  est  une  fonction  holomorphe 
pour  les  valeurs  de  m  et  de  z  voisines  de  «o  et  de  ^o»  la  fonction  inté- 
grale u  est  elle-même  holomorphe  pour  les  valeurs  de  z  voisines  de  z^. 
Nous  donnons  d'abord  une  démonstration  plus  simple  de  ce  théorème 
fondamental. 

207.  Lemme  I.  —  Soit/(ir)  une  fonction  holomorphe  de  la  variable 
imaginaire  x^  dans  le  cercle  décrit  du  point  Xq  comme  centre  avec  un 
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rayon  r,  et  continue  sur  la  circonférence  elle-même.  Appelons  M  le 
maximum  du  module  de  la  fonction /(a?)  dans  le  cercle  de  rayon  r. 
Si,  dans  la  formule  (n*'  87) 

on  remplace  chaque  élément  de  l'intégrale  définie  par  la  quantité  M.dO      \ 
plus  grande  que  son  module,  on  augmente  évidemment  le  module  de 
l'intégrale  définie,  qui  se  réduit  alors  à  27:M,  et  l'on  a 

M 

(0  mod./«(a;o)<i.2...n-. 

Lemme  II.  —  Soit /(a?,  j)  une  fonction  holomorphe  par  rapport  à 
chacune  des  variables  imaginaires  x,  y,  quand  ces  variables  restent 
comprises  respectivement  dans  des  cercles  de  rayons  r,  r',  décrits  des 
points  a?o,  fo  comme  centres,  et  continue  sur  les  circonférences  elles- 
mêmes.  Appelons  de  même  M  le  maximum  du  module  de  la  fonction 
dans  l'étendue  des  valeurs  considérées.  Si,  dans  la  formule  (n°  100) 

on  remplace  chaque  élément  de  l'intégrale  multiple  par  une  quantité 
MdQdO'  plus  grande  que  son  module,  on  augmente  le  module  de  l'in- 
tégrale, et  l'on  a 

M 

(2)  mod.D:;.+"/(^o,ro)<i.2...«.i.2...n' 


r"r 


tn! 


Lemme  111.  —  Il  est  facile  de  composer  une  fonction  dont  les 
dérivées  partielles  aient  en  ^o»  Jo  ^^s  valeurs  égales  aux  limites  assi- 
gnées pour  les  modules  des  dérivées  correspondantes  de  la  fonction 
proposée /(a?,  j). 

Considérons,  en  effet,  la  fonction 


(3)  <p(^,j)  — 


X  —  X{s  \  /        y      jo 
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qui  se  développe  en  une  série  convergente  tant  que  les  différences 
X  —  {Vq,  y  —yo  ont  des  modules  respectivement  moindres  que  r,  r'. 
Le  terme  général  de  la  série  est  de  la  forme 

Si  l'on  prend  une  cférivée  quelconque  D"^"""'  de  la  fonction  9(0?,  j),  et 
que  l'on  y  fasse  00  =  x^,  y  =  yo,  le  terme  écrit  plus  haut  donne 

,    M 
i.2.../i.i.2...n'-^,, 

et  les  résultats  fournis  par  les  autres  termes  s'évanouissent.  On  a  donc 

[D:^^'''<p(^,j)].  =  I.2.../l.I.2...n'-^:;^,. 

Ainsi,  en  00^^  y^,  les  dérivées  de  la  fonction  9  sont  des  limites  supé- 
rieures des  modules  des  dérivées  de  la  fonction/. 

208.  Théorème  I.  —  Une  équation  différentielle 

(4)  ^=/<^'"^ 

admet  une  intégrale  holomorphe^  tant  que  le  coefficient  différentiel  est 
lui-même  holomorphe  par  rapport  à  z  et  u. 

Nous  supposons  que  la  variable  z  part  du  point  z  r=  Zq,  la  fonction  u 
ayant  une  certaine  valeur  initiale  u  =  Uq.  Pour  simplifier,  représentons 
les  variables  par  z^-i-  z  et  Mc  -i-  u;  la  variable  z  partira  alors  de  ^  —  o, 
la  fonction  u  ayant  la  valeur  initiale  m  =  o.  Le  coefficient  différentiel 
reste  holomorphe  pour  toutes  les  valeurs  de  z  et  de  w  situées  dans  des 
cercles  décrits  des  points  z  =  o  et  m  =  o  pris  pour  origines  avec  des  rayons 
égaux  à  p  et  à  r,  et  continu  sur  les  circonférences  elles-mêmes.  Nous 
appellerons  M  le  maximum  du  module  de  la  fonction  /  dans  cette 
étendue. 

Si  l'équation  différentielle  admet  une  intégrale  jouissant  des  pro- 
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priétés  énoncées,  on  obtiendra  ses  dérivées  successives  au  moyen  des 
équations 

u'  ~f{z,u), 

^  u'"=Dlf-h2u'Dluf+n''mf-^-u"J)uf, 


que  Ton  déduit  de  la  première  par  la  différentiatiori  (n°  101). 

Imaginons  que,  dans  les  seconds  membres,  on  remplace  les  valeurs 
de  la  fonction  y*  et  de  ses  dérivées  partielles  pour  js  =  o  et  m  =  o  par 
leurs  modules;  la  première  donnera  le  module  de  u^;  en  portant  cette 
valeur  dans  la  seconde,  on  aura  une  limite  supérieure  du  module 
de  u";  en  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième,  on  aura  une  limite 
supérieure  du  module  de  Uq  ;  et  ainsi  de  suite. 

En  vertu  du  lemme  III,  les  dérivées  partielles  de  la  fonction /(z,  u) 
ont,  pour  z  =  o,  M  =  o,  des  valeurs  dont  les  modules  sont  moindres 
que  les  dérivées  correspondantes  de  la  fonction 


H)  H) 

pour  z  ^=  o,  u~  o.  Considérons  l'équation  différentielle 


(6)  -j-  =  <f{z,u 


"^        H)(-:) 

dans  laquelle  nous  donnons  à  la  fonction  v  la  valeur  initiale  v  =  o  pour 
z  =  o.  Si  cette  nouvelle  équation  admet  une  intégrale  holomorphe,  on 
obtiendra  ses  dérivées  successives  au  moyen  des  équations 

\   •  ••  • » 

analogues  aux  équations  (5).  Quand  on  y  fait  z  =  o,  etç'^o,  la  fonc- 
tion (p  et  ses  dérivées  partielles  prenant  toutes  des  valeurs  positives. 
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les  seconds  membres  sont  des  sommes  de  termes  positifs,  et  Ton  en 
déduit  successivement  pour  v'^,  vl,  v1,...  des  valeurs  positives.  Ainsi 
la  fonction  v  a  pour  z  =  o  toutes  ses  dérivées  réelles  et  positives. 

Comparons  maintenant  les  équations  (5)  et  (7).  On  voit  d'abord  que 
le  module  de  u'^  est  moindre  que  v'^.  Les  modules  des  termes  de  la  se- 
conde des  équations  (5)  étant  moindres  que  les  termes  correspondants 
de  la  seconde  des  équations  (7),  le  module  de  «o  est  moindre  que  ç^é', 
et  ainsi  de  suite.  On  conclut  de  là  que  les  modules  des  quantités  Mq, 
«0,  M^,...,  déduites  des  équations  (5),  sont  respectivement  moindres 
que  les  quantités  v\,  ç»",  v^^. . .,  déduites  des  équations  (7). 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  fonction  v  existe.  Mettons  l'équation 
différentielle  (6)  sous  la  forme 

'«'  (-7.)s  =  ^^ 

I 

P 

si  la  fonction  v  existe,  les  deux  membres  sont  respectivement  les  dé- 
rivées des  fonctions  de  z 


fr'      -Mpl»8(-^); 


nous  prendrons  le  logarithme  qui  s'annule  pour  2  =  o,  et  qui  reste  ho- 
lomorphe  dans  le  cercle  p.  Ces  deux  fonctions,  ayant  leurs  dérivées 
égales  et  même  valeur  pour  z  =  o,  doivent  être  égales  entre  elles;  on 
en  conclut  que  la  fonction  cherchée  v  satisfait  à  l'équation  finie 

(9).  (;_£-=_MplOg^I-^), 

et  que,  par  conséquent,  elle  est  représentée  par  la  formule 


(10)  ,  =  ,_,y/M-^^^l0g(i-^) 


dans  laquelle  le  radical  a  la  valeur  +  i  pour  js  =  o.  Les  deux  racines 
de  l'équation  (9)  deviennent  égales  lorsque  la  quantité  placée  sous  le 

4a 
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radical  est  nulle,  c'est-à-dire  lorsque 

log(i-^j=-^,     d'où     z  =  p{i-e~^0  =  p'; 

cette  valeur  z  =  p',  inférieure  à  p,  est  un  point  critique;  ainsi  la  for- 
mule (lo)  définit  une  fonction  holomorphe  de  z,  tant  que  cette  variable 
reste  comprise  dans  le  cercle  décrit  du  point  z  =  o  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  p'.  Cette  fonction  satisfait  à  l'équation  (9),  et,  par  con- 
séquent, à  l'équation  (8). 
La  fonction  v  se  développe  en  une  série 

(il)  =(/,    --t-/ 


1.2  "    1.2.3 


convergente  dans  le  cercle  p';  on  peut  en  calculer  les  coefficients  à 
l'aide  des  équations  (7);  comme  nous  l'avons  remarqué,  ils  sont  tous 
réels  et  positifs.  Si  l'on  attribue  à  z  une  valeur  ayant  un  module  p" 
inférieur  à  p',  le  module  de  v  sera  plus  petit  que  la  somme  des  mo- 
dules des  termes  de  la  série,  c'est-à-dire  que  la  valeur  de  ç'  pour  z  =  p"; 
cette  valeur  de  v,  réelle  et  positive,  augmente  avec  p";  mais,  pour  z  =  p', 
le  radical  étant  nul,  l'équation  (10)  donne  v  =  r.  On  en  conclut  que, 
dans  le  cercle  de  convergence  p',  le  module  de  la  fonction  v  reste  plus 
petit  que  r. 
Considérons  maintenant  la  série 


,     .  ,  z         „    z^  .,.     z' 

(12)  U  —  U,--V-lt^-—-  +  U, 


I  »    1.2  "    1.2.3 

dont  les  coefficients  sont  les  quantités  que  nous  avons  calculées  de 
proche  en  proche  à  l'aide  des  équations  (5).  Nous  avons  vu  que  les  mo- 
dules de  ces  coefficients  sont  moindres  que  les  coefficients  correspon- 
dants de  la  série  (11);  ainsi  la  série  (12)  est  aussi  convergente  dans  le 
cercle  p',  et  elle  définit  une  fonction  holomorphe  dans  ce  cercle.  Nous 
remarquons  que,  si  l'on  attribue  à  z  une  valeur  ayant  un  module  p"  in- 
férieur à  p',  le  module  de  u  est  plus  petit  que  la  somme  des  modules 
des  termes  de  la  série  (12),  et,  à  plus  forte  raison,  plus  petit  que  la 
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somme  des  termes  de  la  série  (i  i)  pour  z  =  p",  c'est-à-dire  que  la  va- 
leur de  i^  pour  z  =  p";  mais  cette  valeur  de  v  est  plus  petite  que  r;  on  en 
conclut  que,  dans  le  cercle  p',  la  fonction  holomorphe  u,  définie  par  la 
série  (12),  a  un  module  plus  petit  que  r. 

Il  reste  à  démontrer  que  cette  fonction  satisfait  bien  à  l'équation  dif- 
férentielle proposée  (4).  Si  l'on  y  remplace  u  par  sa  valeur  (12),  le 
premier  membre  devient 

du         .         .  z         „    2' 
(i3)  '^=u\-\-u\-  +  u':—+.... 

az  I  1.2 

Le  second  membre/(z,  u),  qui  est  une  fonction  holomorphe  des  deux 
variables  z  et  u,  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  deux  variables  dont  les 
modules  sont  respectivement  inférieurs  2i  p  et  à  r,  devient  une  fonction 
holomorphe  de  z,  dans  le  cercle  p'  (101).  Cette  fonction,  que  nous 
désignerons  par  F(z),  se  développe  en  une  série 

(i4)  F(z)  =  F(o)-f-F(o)^+F"(o)^+..., 

convergente  dans  le  cercle,  et  l'on  pourra  calculer  les  coefficients  de  la 
série  à  l'aide  des  équations 

l  F   [z)=f{z,u). 
F' (2)  =  Di /H- îm'DL /-f- «"D  V-+- ""D-/, 


dans  lesquelles  u'  u", . . .  désignent  les  dérivées  successives  de  la  fonc- 
tion u  définie  par  la  série  (12).  Pour  s  =  o,  ces  dérivées  de  u  se  ré- 
duisent aux  coefficients  mêmes  mJ,  ,  w^  »  •  •  •  ^^  ^*  série,  c'est-à-dire  aux 
quantités  déduites  des  équations  (5).  On  voit  alors  que,  pour  z  =  o, 
M  =z  o,  les  seconds  membres  des  équations  (i5)  sont  identiquement  les 
mêmes  que  ceux  des  équations  (5),  et  que  par  conséquent 

F(o)  =  «'.,     r{o)=u\,     F^H^C..    ; 

ainsi  les  deux  séries  (i3)  et  (i4)  sont  les  mêmes,  et  l'équation  différen- 
tielle est  vérifiée. 

a. 
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209.  Remarque.  —  Nous  avons  démontré  que  l'équation  différen- 
tielle --T-  —f{u,  z)  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  une  certaine 

étendue.  Il  n'existe  pas  d'autre  fonction  satisfaisant  à  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  et  devenant  égale  à  zéro  pour  z  =  o.  Soit  u  l'intégrale 
holomorphe,  et  supposons  qu'il  existe  une  seconde  intégrale,  que  nous 
représenterons  par  u -{- v,  la  fonction  v  s'évanouissant  pour  z  =  o; 
nous  aurons 

d*où 

Puisque  le  second  memhre  s'annule  p"t)ur  v  =  o,  quelle  que  soit  z,  il 
contient  une  puissance  de  v  en  facteur  (n°  115),  et  l'on  a 

en  supposant  que,  dans  le  quotient,  on  ait  remplacé  u  et  v  par  leurs 
valeurs  en  fonction  de  z.  L'intégration  le  long  d'une  courhe  quel- 
conque donne 


m  —  I  w 


[~:r,-^)=l\i^)dz. 


L'intégrale  définie  ayant  une  valeur  finie  et  v^  devant  être  nulle,  cette 
égalité  est  impossible.  Quand  m^=\,  l'équation  différentielle  devient 


-~=^[z)dz. 


d'où 

JT{a)dz 
,     o 


V  =  v^e 


Puisque  v^  =  o,  la  fonction  v  est  identiquement  nulle. 

Ainsi  l'équation  différentielle  proposée  n'admet  pas  d'intégrale  pre- 
nant la  valeur  zéro  pour  z  =  o,  autre  que  l'intégrale  holomorphe 
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210.  Théorème  II.  —  Un  système  d'équations  différentielles  simulta- 
nées admet  des  intégrales  holomorphes,  tant  que  les  coefficients  différentiels 
sont  eux-mêmes  holomorphes. 

Soient  les  équations  différeutielles  simultanées 


(16) 


nous  supposons  que  la  variable  z  parte  àt  z  —  Oy  les  fonctions  m,, 
Ma,...,  u„  ayant  les  valeurs  initiales  zéro.  Les  coefficients  différen- 
tiels/,,/2,.. .,/,  sont  des  fonctions  holomorphes  des  variables  z,  m,, 
Ma,--.»  w»,  tant  que  les  modules  de  ces  variables  restent  inférieurs  ou 
égaux  à  p,  r,,  To.-  •  - .  ''/t.  et,  pour  simplifier,  nous  remplacerons  chacun 
des  rayons  r,,  rg, . . . ,  r„  par  le  plus  petit  d'entre  eux  r.  Appelons  M  le 
maximum  du  module  des  fonctions/,,/,,  -  -  • ,/  dans  cette  étendue,  et 
posons 

(jp(z,  M,,a„..    ,«„) 


Tz' 

-=/.(^, 

Mi, 

M„.  . 

.,«„)> 

du-, 
dz 

•-=/.(2, 

M., 

M„  .  . 

.,««), 

du„ 

dz 

=  /.{-8. 

M., 

«»,  •  . 

-,«»); 

(-^-)(-7)(-7)--(-7) 

En  vertu  du  lemme  III,  les  dérivées  partielles  des  fonctions/,/,...,/, 
ont,  pour  z  ~  Oy  m,  —  o,  Ma  =  o, . . . ,  M„  =  o,  des  valeurs  dont  les 
modules  sont  respectivement  moindres  que  les  dérivées  correspon- 
dantes de  la  fonction  9. 

Si  l'on  compare  les  équations  différentielles  proposées  (16)  aux  équa- 
tions différentielles  simultanées 


(17) 


dVi 

dz 

=  <p(z. 

V^, 

f,,.. 

-,*'«), 

dv-, 

Tz 

=  <p(z, 

f., 

Vj,.. 

•.f«), 

dz 

=  9(z. 

Vx, 

fi,.. 

.,^»), 
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et  si  l'on  admet  que  les  fonctions  intégrales  existent  de  part  et  d'autre, 
on  verra,  comme  précédemment,  que  les  dérivées  {u[)o,  (Mj)o,..., 
(w'i)o,. . .,  déduites  des  premières  par  un  calcul  de  proche  en  proche, 
ont  des  modules  respectivement  moindres  que  les  quantités  réelles  et 
positives  ((^i)o»  (^î)o»---»  (KOof-.  déduites  des  secondes  par  un  calcul 
analogue.  Remarquons  que  les  quantités  ((^Do,  (t^î)o'-  •  •'  (^n)o  sont  égales 
entre  elles,  de  même  les  quantités  (K')o' (^Do»- •  •»  (<^n)o»  et  ainsi  de 
suite. 

Il  est  facile  d'intégrer  les  équations  (17).  Si  les  fonctions  v^  t'2»--»  <^« 
existent,  comme  elles  ont  leurs  dérivées  égales  et  même  valeur  pour 
2  =  6,  elles  sont  égales  entre  elles;  on  doit  donc  avoir 

et  chacune  des  équations  (17)  se  réduit  à 


ri8)                                    "^^  - 

M 

^'^'                                dz- 

'H)Hr 

on  la  mettra  sous  la  forme 

(19)                                     (»- 

rldz             z 

'               I 

P 

La  fonction  v  doit  donc  satisfaire  à  l'équation 

(-'       ^['  -(-:;y^']=--»'p"'8(-p-)' 

d'où  l'on  déduit 

Nous  prenons  le  logarithme  qui  s'annule  pour  2  =  0,  et  qui  est  holo- 
morphe  dans  le  cercle  p.  Les  n  -{-  i  racines  de  l'équation  (20)  de- 
viennent égales,  lorsque  la  quantité  placée  sous  le  radical  s'annule, 
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ce  qui  a  lieu  au  point  critique 

z  =  p\i  —  e'c^+OMfj  _ p'. 

Ainsi  la  formule  (21)  définit  une  fonction  holomorphe  de  z,  tant  que 
cette  variable  reste  comprise  dans  un  cercle  décrit  du  point  z=  o 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  p'.  Cette  fonction  satisfait  à  l'équa- 
tion (20)  et,  par  conséquent,  à  l'équation  (19);  n  fonctions  égales  a 
celle-là  satisfont  aux  équations  (17). 
La  fonction  v  se  développe  en  une  série 

convergente  dans  le  cercle  p',  et  dont  on  peut  calculer  les  coefficients  à 
l'aide  de  l'équation  (18)  de  proche  en  proche.  On  verra,  comme  précé- 
demment, que  le  module  de  cette  fonction  reste  plus  petit  que  r  dans 
le  cercle  p'. 

Considérons  maintenant  les  séries 

i  «.=(";)oY  +  ("''.)o-^-i-(«:).7y^  +  ---. 


dont  les  coefficients  sont  les  quantités  déduites  des  équations  (16)  par 
un  calcul  de  proche  en  proche.  Ces  coefficients  ayant  des  modules  res- 
pectivement moindres  que  les  coefficients  de  la  série  (22),  les  séries  (23) 
sont  convergentes  dans  le  cercle  p';  elles  définissent  des  fonctions  de  z 
holomorphes  dans  ce  cercle  et  ayant  leurs  modules  plus  petits  que  r. 
On  vérifiera  que  ces  fonctions  satisfont  bien  aux  équations  différen- 
tielles proposées  (16). 

Une  équation  différentielle  d'un  ordre  supérieur  au  premier  se  ra- 
mène à  un  système  d'équations  simultanées  du  premier  ordre. 
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Existence  des  fonctions  implicites. 

2il.  Thêobème  III.  —  Étant  donnée  une  équation  Y{z,  u)  =  o  dont 
le  premier  membre  est  une  Jonction  holomorphe  des  deux  variables  z  et  u 
dans  le  voisinage  des  valeurs  initiales,  si  la  dérivée  partielle  par  rapport 
à  u  n'est  pas  nulle  pour  les  valeurs  initiales  assignées ,  l'équation  est  vé- 
rifiée par  une  fonction  u  de  z  holomorphe  dans  une  certaine  étendue. 

Ce  ihéorëme,  que  nous  avons  démontré  directement  pour  les  équa- 
tions algébriques  (n°  31)  et  étendu  ensuite  aux  équations  transcen- 
dantes (n°  130),  peut  être  regardé  comme  une  conséquence  du  théo- 
rème I,  relatif  à  l'existence  de  l'intégrale  d'une  équation  différentielle. 

Si  l'équation  est  vérifiée  par  une  fonction  u  de  z,  admettant  la  va- 
leur Mo  pour  z  --  Zo  et  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  z^,  cette 
fonction  satisfera  à  l'équation  différentielle 


(^4) 

dz 

d'où  l'on  déduit 

(25) 

du           I).F 

dz  "       D„F"^*^ 

La  fonction  Y{z,u)  étant  holomorphe  par  rapport  à  ;s  et  à  m,  les 
deux  dérivées  partielles  D^F,  D„F  jouissent  de  la  même  propriété;  si, 
pour  2=-So  6t  u~Uq,  la  dérivée  partielle  D„F  n'est  pas  nulle,  le 
quotient  f[z,  u)  sera  lui-même  holomorphe  en  z  et  u.  La  question  est 
ainsi  ramenée  à  la  précédente  :  l'équation  différentielle  {iS)  admet 
une  intégrale  holomorphe  m  =  ^  [z),  ayant  la  valeur  initiale  M(,  pour 

z  =  Zf^. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  fonction  m  =  <p  (z)  satisfait  à  l'équation 

proposée;  car  l'expression  D^F  -+-  D„F  -r-  est  la  dérivée  de  la  fonction 

composée  ¥{z,u);  cette  dérivée  étant  nulle  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  comprises  dans  une  certaine  partie  du  plan,  la  fonction  F(^,  u) 
est  constante,  et  comme  elle  est  nulle  pour  z  =  o,  elle  est  nulle  dans 
toute  cette  partie  du  plan. 
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212.  Théorème  IV.  —  Étant  donné  un  système  d' équations  simul- 
tanées dont  les  premiers  membres  sont  des  fonctions  holomorphes  de  toutes 
les  variables,  dans  le  voisinage  des  valeurs  initiales,  si  le  déterminant  fonc- 
tionnel n  est  pas  nul  pour  les  valeurs  initiales ,  les  équations  sont  vérifiées 
par  un  système  de  fonctions  d'une  seule  variable^  hok)m,orphes  dans  une 
certaine  étendue. 

Considérons  un  système  d'équations  simultanées 


(26) 


F,  (Z,  U^,  M2,..  .,  M.)  =  0, 
F,(Z,  M„  M,,..  .,  M„)=:0, 
» 

F„(z,  «„  «„. . .,  M„)  =  o 


dont  les  premiers  membres  sont  des  fonctions  holomorphes  des  va- 
riables z,  M,,  «2, . . .,  Un  dans  une  certaine  étendue.  Si  des  fonctions  m,, 
U2,.  ..f  u„  de  z  vérifient  ces  équations,  elles  satisferont  aux  équations 
différentielles 


(27) 


DF. 
Dz 
ÔF, 


DF,  rfa,       ^F.  du, 
du,  dz        du,  dz 


àF,  dUi       DF,  dui 
dz        dUt  dz        <iU2  dz 


dF,  ^  dF^  rfw,  ^  DF,  rftt, 
dz        <iUi   dz        dui  dz 


dF.  du„ 
du„  dz 

dF,^„ 
(iu„   dz 

dw-  </z 


=  0, 


=  o. 


Lorsque  le  déterminant  fonctionnel 


dF. 

dF, 

^F, 

du, 

du. 

du. 

dF, 

dF, 

dF, 

du, 

dU} 

^Un 

^F. 

dF„ 

dF„ 

du, 

du, 

du„ 

n'est  pas  nul  pour  les  valeurs  initiales  assignées,  les  valeurs  des  dé- 

43 
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rivées,  déduites  de  ces  équations,  sont  des  fonctions  holomorphes 

du,      j, ,  . 

dut  _„  . 

(28)  ,-j^—J,[Z,U„U„...,U„), 


du„       „ 


et  la  question  est  encore  ramenée  à  celle  de  l'intégration. 

Cas  où  le  coefficient  différentiel  devient  infini. 

213.  Revenons  à  l'étude  d'une  équation  différentielle 

du      ^ 

La  variable  z  part  d*un  point  fixe  ^o»  la  fonction  u  ayant  une  valeur 
initiale  «„.  D'après  ce  que  nous  avons  démontré,  tant  que  le  coefficient 
différentiel  reste  holomorphe  par  rapport  à  2  et  à  m,  l'intégrale  u  est  elle-, 
même  une  fonction  holomorphe  de  z.  Supposons  maintenant  que,  la 
variable  z  arrivant  en  un  certain  point  2<,  la  fonction  u  prenne  une  va- 
leur M|,  telle  que  le  coefficient  différentiel /(z,  u)  devienne  infini,  de 

manière,  toutefois,  que  son  inverse  -— reste  holomorphe  dans  le 

voisinage  des  valeurs  z^  et  u^.  Dans  ce  cas,  la  fonction  intégrale  u  cesse 
d'être  monotrope,  et  acquiert  autour  du  point  z^  plusieurs  valeurs 
différentes  qui  se  permutent  circulairement. 

Théorème  V.  —  Lorsque  le  coefficient  différentiel  devient  infini,  si  Von 

désigne  par  n  V  ordre  de  la  première  dérivée  partielle  de  la  fonction  -y, 

par  rapport  à  u  qui  ne  s'annule  pas,  la  fonction   intégrale  acquiert 
n  -h  I  valeurs  différentes  formant  un  système  circulaire. 
Posons 

Z=Zi+  z' ,       Uz=iU,-ï-u', 
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d'où 

du'  y,  ,  ,. 

—  =/(«,+ M',  2.+ Z'). 

Si  l'on  regarde  z'  comme  une  fonction  de  u',  cette  fonction   devra 
satisfaire  à  l'équation  différentielle 

dz'  I 


du'       /(m,  +  a',z,  +  z') 
et  admettre  la  valeur  initiale  z'  =  o  pour  u'  =^  o.  La  fonction 


/(m,  +  m',z,+  z') 


étant  holomorphe,  est  développable  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  u'  et  de  z',  et  l'on  a 

dz' 
(29)  -j—,=au'  +  bz'-\-cu'z'-Jf-ez'^-\-...=:(f{u',z'). 

Le  second  membre  renferme  au  moins  un  terme  indépendant  de  z'-, 
car,  si  tous  les  termes  contenaient  z',  l'équation  admettrait  la  solution 
z'=  o  et  aucune  autre  (n°  209).  Soit  n  le  degré  du  premier  terme  indé- 
pendant de  z'\  les  «  —  I  premières  dérivées  partielles  de  9  par  rapport 
à  u'  s'annuleront  pour  a'=  o,  z'=o;  de  sorte  que  les  équations  suc- 
cessives 

d^z' ^(p         î)9   dz' 

'dîir^~W^^'dû'' 

dûr^~ïïiF^'^^  ïûjjz'  du'  ^  -dz"  \^)  ^  Hz'  dûT^' 


donneront 

(dz'\  (d'z'\  /d''z'\ 

Wj.=°'  i^j.=**'--'  [d^ir''' 

43. 
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mais  la  dérivée  suivante  l-r-j^]  ne  sera  pas  nulle.   L'intégrale  de 
l'équation  (29)  sera  de  la  forme 

(  3o  )  z'=  A  m'"+'  4-  B  «"'+'  H-  011'"+'  -f- 

Il  s'agit  maintenant  de  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  u'. 
Pour  cela,  posons 

z'=z"«+',     u'=vz"; 

l'équation  devient 

(3i)  I  — A (/«+'— B(/"+'2"—C(/»+»z"^— ..  .  =  0. 

Pour 2"=  o,  l'équation  se  réduit  à  l'équation  binôme  i  —  Ap"^'=o; 
on  adoptera,  pour  valeur  initiale  de  v,  l'une  quelconque  des  valeurs 

i>^z=  / 1  )"  +  '.  La  dérivée  partielle  du  premier  membre  de  l'équation  (3i) 

par  rapport  à  v  n'étant  pas  nulle  pour  z"  =  o  et  v  =  (^o>  cette  équation, 
en  vertu  du  théorème  III,  est  satisfaite  par  une  fonction  holomorphe  v 

de  z\ 

V  z=  v^-h  v,z"  -^  f ,  2*''  + ,  . .  ; 

d'où  l'on  déduit 

I  a  3 

(32)  M=a,+  foZ'"^  +  f,  2'"  +  '   -+-f,z'"  +  'H- 

Quand  la  variable  z  tourne  autour  du  point  z,,  la  fonction  u  acquiert 
n-\-  I  valeurs  différentes  formant  un  système  circulaire. 

La  valeur  de  Vo  est  l'une  des  racines  de  l'équation  binôme  i^'^'^'  =  ^] 
quelle  que  soit  celle  des  racines  que  l'on  prenne,  on  aura  toujours 

pour  M  les  mêmes  valeurs;  nous  avons  posé,  en  effet,  u'  =  vz" --  vz""^'; 
si  l'on  remplace  la  variable  z'  par  la  valeur  z'e'^'^'^\  qui  se  riapporte  au 

2nfKi  I 

même  point  du  plan,  la  formule  précédente  devient  u'=-ve"^'  z'"-*"; 
ceci  revient  à  remplacer  Vo  par  une  autre  racine  de  l'équation  binôme. 
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CHAPITRE  II. 

EXEMPLES  DE  FONCTIONS  DÉFINIES  PAR  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

Exemple  1. 
214.  Considérons  l'équation  différentielle 

(■)        .  3j  =  «. 

à  laquelle  nous  joignons  la  condition  initiale  m  =  i  pour  5  =  0.  La 
dérivée  étant  une  fonction  holomorphe  de  u  pour  toutes  les  valeurs 
finies  de  w,  il  existe  une  fonction  m  de  z  satisfaisant  à  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  et  à  la  condition  initiale  donnée,  et  cette  fonction 
est  holomorphe  tant  qu'elle  conserve  une  valeur  finie;  mais,  à  l'in- 
spection de  l'intégrale  définie 

{1)  z=  I     -du. 


on  voit  que  z  devient  infini  avec  m  :  on  en  conclut  que  u  conserve  une 
valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  z,  et,  par  conséquent,  que 
la  fonction  m,  définie  par  l'équation  différentielle,  est  holomorphe  pour 
toutes  les  valeurs  finies  de  z. 

La  fonction  inverse  z  de  m  est  donnée  par  l'intégrale  définie  (2);  le 

point  M  =  o  étant  pôle  de  la  fonction  -  »  cette  intégrale  définie  z  admet 

la  période  polaire  w  =  lui-,  il  en  résulte  qu'à  chaque  valeur  de  u  cor- 
A. /7S'   ^  respond  une  série  de  valeurs  de  z  de  la  forme  z  +  mtù.  On  en  conclut 
que  u  est  une  fonction  de  z  simplement  périodique. 

Cette  fonction,  étant  holomorphe  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  2, 
est  développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières 
de  Zt  et  convergente  dans  toute  l'étendue  du  plan.  On  obtiendra  les 


■'   ^ 
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coefficients  de  la  série  en  suivant  la  méthode  générale  indiquée  au 
n°  208.  De  l'équation  proposée  on  déduit,  par  des  différentiations  suc- 
cessives, 

d'^u du d*u du 

d^~d^""'^'     ^=^"'"^"' 

toutes  les  dérivées  se  réduisant  à  l'unité  pour  z  =  o,  on  a  la  série 

(3)  U  =  l-\ 1 1 3+    ■••5 

'  I         1 .2         1 .2. i 

ce  qui  fait  voir  que  la  fonction  intégrale  n'est  autre  que  e''. 


Exemple  II. 

215.  L'équation  différentielle 

/ / ,  du  ^ 

(4)  5ï  =  '  +  «' 

à  laquelle  on  joint  la  condition  initiale  u  =  o  pour  z  =  o,  définit  de 
même  une  fonction  u  de  z,  holomorphe  tant  qu'elle  reste  finie.  L'in- 
tégrale définie 


r"    I 


du 


montre  que,  quand  a  va  à  l'infini  par  un  chemin  quelconque,  z  tend 
vers  une  valeur  finie  correspondante  a,  en  décrivant  un  certain  che- 
min Oa.  Réciproquement,  quand  la  variable  z  décrit  ce  chemin  Oa, 
la  fonction  u  devient  infinie.  Examinons  ce  qui  se  passe  dans  le  voisi- 
nage de  ce  point  a,,  où  la  fonction  u  devient  infinie.  Posons,  pour  cela, 

5  =  aH-s',  u=  --'y  l'équation  différentielle  proposée  devient 

(6)  ^' =  -(■  +  «'■). 

et  il  faut  y  joindre  la  condition  initiale  m'  =  o  pour  z'  =  o.  Cette  der- 
nière équation  fait  voir  que  u'  est  une  fonction  holomorphe  de  z'  dans 
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le  voisinage  du  point  z'=  o;  il  en  résulte  que  le  point  z  =  a  est  un 
pôle  de  la  fonction  u.  On  conclut  de  là  que  la  fonction  m,  définie  par 
l'équation  différentielle  (4),  est  une  fonction  méromorphe  de  z  dans 
toute  l'étendue  du  plan. 

La  fonction  inverse  est  donnée  par  l'intégrale  définie  (5).  Si  la  va- 
riable u  décrit  deux  lignes  symétriques  par  rapport  à  l'origine,  z 
acquiert  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires;  il  en  résulte  que 

u  est  une  fonction  impaire  de  z.  La  fonction  — — ^  admet  les  deux 
pôles  u  =  dzi;  puisque 


I 


I 


I  -+-  w 


21  u  —  i       ai  u  +  i 


les  lacets  correspondants  {a)  et  {b),  décrits  dans  le  sens  positif,  donnent 
la  même  période  polaire  w  =  ±7r.  Il  en  résulte  qu'à  chaque  valeur  de 
u  correspond  une  série  de  valeurs  de  z  de  la  forme  z  +  mn.  On  en 
conclut  que  u  est  une  fonction  de  z  simplement  périodique. 

Il  est  facile  de  trouver  les  pôles  de  cette  fonction.  Remarquons 
d'abord  que,  dans  l'étude  de  l'intégrale  définie  (5),  le  point  m  =  oo  ou 
u'z=  o,  sur  la  sphère,  est  un  point  ordinaire.  L'intégrale  définie,  rela- 
tive au  contour  d'un  demi-cercle  l'ih  [fig^  76)  d'un  très-grand  rayon, 


est  égale  à  l'intégrale  relative  au  lacet  («),  c'est-à-dire  à  t:;  la  partie 
de  l'intégrale  relative  à  la  demi-circonférence  étant  infiniment  petite, 
et  les  parties  relatives  aux  deux  rayons  /'O,  0/  étant  égales,  si  l'on 
appelle  a  l'intégrale  relative  au  rayon  infini  0/,  on  a  2a  =  ;r,  d'où 

a  =  -•  Les  pôles  de  la  fonction  sont  donc  "^  -\-mr,. 
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216.  On  peut  exprimer  la  fonction  méromorphe  u  par  le  quotient  de 
deux  fonctions  holomorphes.  Si  l'on  pose,  en  effet,  u—  —i  l'équation 
différentielle  devient 


^^_.^)_,(^^^,)..o; 


/dw 
\dz 


cette  équation  sera  satisfaite  si  l'on  choisit  les  deux  fonctions  v  et  w 
de  manière  à  vérifier  les  deux  équations  simultanées 

,   ,  dv  dw 

auxquelles  on  joindra  les  conditions  initiales  (>  —  o,  w^  =  i  pour  z=:o. 
D'après  le  théorème  général  démontré  au  n°  210,  ces  deux  fonctions 
restent  holomorphes  tant  qu'elles  conservent  des  valeurs  finies;  elles 
sont  développables  en  des  séries  dont  on  obtiendra  les  coefficients  en 
différentiant  plusieurs  fois  successivement  les  équations  précédentes, 
ce  qui  donne 


d'v           dw 

di^  ~~      d^~~  "' 

d'w           dv 

dz'  -       dz  "      ""' 

d*v            dv 

d^w           dw 

dz'  ~      dz  ~^' 

d*v           dw 

dz*  ~~  dz  ~''* 

d*  w           dv 
dz*            dz 

Pour  z  -----  o,  ces  dérivées  se  réduisent  à 


dv 

di='' 

dw 

dz    =°' 

rf.V=°' 

dz' 

d'v 

dz^  -      '' 

dUv 

dz^  =°'. 

d*v 
dz*^""' 

' f 

d*w 
dz*='' 
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et  l'on  a  les  deux  séries 


z 


I        I .2.3        I .2.3.4-5 


z 

W  =   I 


1.2  1.2.3.4 

Ce  sont  précisément  celles  qui  définissent  sinz  et  cosz  (n°  55);  elles 
sont  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  z,  et  l'on  vérifie  aisément 
qu'elles  satisfont  aux  deux  équations  différentielles  simultanées.  On 
a  donc 

,0.  sin« 

(o)  u= —iansz. 

cosz  ° 


Exemple  III. 

217.  Soit  l'équation  différentielle 

(9)  ^  =  ^G{u-a)iu-b), 

dans  laquelle  le  polynôme  placé  sous  le  radical  est  du  second  degré, 
et  à  laquelle  on  joint  la  condition  initiale  u  =  o  pour  z  =  o,  le  radical 
ayant  une  valeur  initiale  déterminée.  La  dérivée  cesse  d'être  une  fonc- 
tion holomorplie  de  u,  lorsque  la  fonction  intégrale  u  arrive  dans  le 
voisinage  des  points  critiques  a  et  6  du  radical,  ou  lorsqu'elle  devient 
infinie.  Nous  savons  (n°  111)  que  l'intégrale  définie 


.du 

(10) 


c/o 


v/G(a— a)(a— 6) 


conserve  une  valeur  finie  sur  toute  la  sphère,  excepté  au  point  m  =  oo 
où  elle  devient  infinie.  Ainsi  la  fonction  u  ne  devient  infinie  pour 
aucune  valeur  finie  de  z;  il  suffit  donc  d'examiner  ce  qui  se  passe 
quand  la  variable  z  arrive  dans  le  voisinage  d'un  point  z,  où  la  fonc- 
tion u  acquiert  l'une  des  valeurs  a  ou  b.  Nous  poserons,  pour  cela, 

44 
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55  =  z,  4-  z',  M  =  a  4-  m'^  ;  Téquation  différentielle  devient  . 

et  il  faut  y  joindre  la  condition  initiale  m'=  o  pour  z'  ~  o.  La  dé- 

du' 
rivée  -r-j  étant  une  fonction  holomorphe  de  u'  pour  les  valeurs  de  u' 

voisines  de  zéro,  la  fonction  intégrale  u'  est  elle-même  fonction  holo- 
morphe de  z'  dans  le  voisinage  de  2'=  o.  On  en  conclut  que  la  fonc- 
tion u,  définie  par  l'équation  différentielle  (9),  est  une  fonction  holo- 
morphe de  z  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

Si  l'on  désigne  par  A  et  par  B  les  intégrales  définies  relatives  aux 
droites  Oa  et  Oè,  nous  avons  vu  (n°  113)  que  l'intégrale  définie  (10) 

admet  une  période  w  =^  2A  —  2B  —  -^5  et  qu'à  chaque  valeur  de  u 

correspondent  deux  séries  de  valeurs  de  z  de  la  forme  s  +  mw, 
A  —  ^-t-  mw.  On  en  conclut  que  u  est  une  fonction  de  z  simplement 
périodique. 

218.  On  peut  ramener  l'équation  différentielle  proposée  à  une  forme 
plus  simple.  Si  l'on  pose 


rt  -+-  6       a  —  h    ,  z' 

u—. ! u,    z  =  Zt-\ > 

22  v/-G 


a  -\-  b 


Zo  étant  l'une  des  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  m  = ?  l'équa- 
tion différentielle  devient 


du' 


avec  la  condition  initiale  u'  ~o  pour  z'  =  o.  Les  deux  points  critiques 
sont  m'  =  ±  I ,  et  l'on  a  y'G  =  t,  w  =  2^:. 

La  fonction  m',  étant  holomorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan,  est 
développable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  z\  et  convergente  dans  tout  le  plan.  De  l'équation 

dz' 


» 
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on  déduit,  par  la  différentiation, 

d^u'  _         ,       d'il'  du'       d*u' _    , 

d7^~~^'    'd^~^~dû''    "5?^-""'-"' 
pour  5'  =  o,  ces  dérivées  ont  les  valeurs 

du'  _         d-'u!  d^u!  _  d*u'  _ 

et  l'on  obtient  la  série 

z'  z'^  2'» 


1         1.2.3        1.2.3.4.5 
On  a  donc 
(la)  M'=sin2'. 

Exemple  IV. 
219.  Soit  l'équation  différentielle 

(i3)  '^  =  ^/FÏ^)  =  >/G{u-a)lu-b)iu-c){u-d), 

dans  laquelle  le  polynôme  placé  sous  le  radical  est  du  quatrième  degré, 
et  à  laquelle  on  joint  la  condition  initiale  u=  o  pour  2  =  o,  le  radical 
ayant  une  valeur  déterminée.  La  dérivée  cesse  d'être  une  fonction  holo- 
morphe  de  m,  lorsque  la  fonction  intégrale  u  arrive  dans  le  voisinage 
de  l'un  des  points  critiques  a,  b,  c,  d  du  radical,  ou  lorsqu'elle  devient 
infinie.  Les  deux  circonstances  se  présentent  ici;  car  nous  savons 
(n^  113)  que,  lorsque  le  polynôme  placé  sous  le  radical  est  d'un  degré 
supérieur  à  deux,  l'intégrale  définie 

t  i\  .du 


f 


V/F{M) 


conserve  une  valeur  finie  sur  toute  la  sphère.  On  verra,  comme  dans 

44- 
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l'exemple  précédent,  que,  lorsque  la  variable  z  arrive  dans  le  voisinage 
de  l'un  des  points  où  u  acquiert  l'une  des  valeurs  a,  è,  c,  </,  la  fonction  u 
reste  une  fonction  holomorphe  de  z.  Pourvoir  ce  qui  se  passe  lorsque 
la  variable  z  arrive  dans  le  voisinage  de  l'un  des  points  a  où  m  devient 

infinie,   nous  poserons  z  =  a.-^-z\  u=^—\  l'équation   différentielle 

devient 

{i5)  ^=:-v^G(i-aw')(i-6M')(i-6-a'){i~</w'); 

il  faut  y  joindre  la  condition  initiale  m'  =  o  pour  z'  =  o.  La  fonction  u' 
étant  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  z'  =  o,  qui  est  un  zéro 
simple  de  cette  fonction,  le  point  2  =  a  est  un  pôle  simple  de  la  fonc- 
tion u.  On  conclut  de  là  que  la  fonction  u,  définie  par  l'équation  dif- 
férentielle (i3),  est  une  fonction  méromorphe  de  z  dans  toute  l'étendue 
du  plan. 

L'intégrale  définie  (i4)  a  deux  périodes  w  =  2A— 2B,  co'=:2A  — 2C, 
A,  B,  G  étant  les  intégrales  suivant  les  droites  Oa,  Ob,  Oc,  avec  la 
valeur  initiale  du  radical  (n"  113);  à  chaque  valeur  de  u  correspondent 
deux  valeurs  de  z,  savoir  z  et  2A—  z,  augmentées  de  multiples  quel- 
conques des  périodes.  Ainsi  u  est  une  fonction  de  z  doublement  pé- 
riodique et  du  second  ordre. 

Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

(16)  ^  =  ^G(a-a)(a-6)(«-c), 

dans  laquelle  le  polynôme  placé  sous  le  radical  est  du  troisième  degré; 
la  fonction  intégrale  jouit  des  mêmes  propriétés  ;  elle  est  méromorphe 
dans  toute  l'étendue  du  plan,  doublement  périodique  et  du  second 
ordre;  seulement,  au  lieu  de  deux  infinis  simples,  elle  admet  un  infini 
double.  En  effet,  si  a  est  un  point  où  u  devient  infinie  et  si  l'on  pose 

z  =  a.  +  z\  w  =  —  )  l'équation  différentielle  devient 

-—  =—  v/Gm'(i  —  au'  )  [i  —  bu'  ){i  -^  çu'  ); 

HZ 
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si  Ton  pose  ensuite  u'  =  u"-,  elle  se  réduit  à 

^  =  -  -  \l(i{i-au'")[i-bu"^)  ( I  -  cu"^ ), 

ilZ  2 

avec  la  condition  initiale  m"=o  pour  z'=o.  La  fonction  u"  étant 
holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  z'  —  o,  qui  est  un  zéro  simple 
de  cette  fonction,  le  point  z  =  a  est  un  infini  double  de  la  fonction  u. 
Il  est  facile  de  réduire  les  équations  différentielles  (i3)  et  (i6)  à  la 
forme  particulière  qui  convient  aux  fonctions  elliptiques.  Nous  remar- 
quons d'abord  que,  si  l'on  pose  u  =  d  ^ — 7?  l'équation  (i3)  se  ramène 

à  la  forme  (16);  si  l'on  pose  u~  c-\ — 7^  j  celle-ci  devient 


du! 
dz 


=  — -VG[i  —  (a-c)  a"  j  [i  —  (  6  —  c)  m'»]; 


en  faisant  ensuite  u'  =  >  on  arrive  à  l'équation 

\ja  —  c 


^j=~^>/(i(«-c')y/(,_«'^^)(i_i_^«''^). 


qui  a  la  forme  de  l'équation  différentielle 


du 


(17)  __  =  g,v/(,_^.-)(,_Ar'«»). 

à  laquelle  satisfait  la  fonction  elliptique  X  [z)  (n®  159). ^| 

220.  Nous  avons  vu  (n°  113)  que,  lorsque  le  degré  du  polynôme  F(m) 
surpasse  quatre,  le  nombre  des  cycles  et,  par  conséquent,  le  nombre 
des  périodes  sont  en  général  plus  grands  que  deux;  on  reconnaît  que, 
dans  ce  cas,  la  fonction  intégrale  n'est  plus  monotrope,  et  qu'elle 
acquiert  plusieurs  valeurs  autour  de  cbacun  des  points  a  où  elle  de- 
vient infinie.   Supposons  d'abord   que  le  polynôme  soit  d'un  degré 

pair  2/i;  si  l'on  pose  2  =  a  H-  z',  w  =  —>  l'équation  devient 


du'  _  —  y'G ( I  —  au' )[i  —  bu'). 
dz'  ~~  "T 


/'«— 1 
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En  vertu  du  théorème  du  n°  213,  la  fonction  u'  et,  par  conséquent,  la 
branche  correspondante  de  la  fonction  u  acquièrent  n  —  i  valeurs  dif- 
férentes autour  du  point  5  =  a,  qui  est  un  point  critique  algébrique 
pour  cette  branche  de  la  fonction.  Supposons  maintenant  que  le  poly- 
nôme soit  d'un  degré  impair  2w  —  i;  on  a  l'équation  transformée 


que  l'on  réduit  à 


du: 

-\/Gu'ii'~au'){î—bu')... 

dz'  - 

u'"-' 

du" 

~  \  s/G  (i~au")(i- bu'')... 

dz' 


en  posant  u'  ~u"^;  la  fonction  u"  et,  par  conséquent,  la  branche 
correspondante  de  la  fonction  u  acquièrent  2/1—3  valeurs  différentes 
autour  du  point  z  =  a,  qui  est  un  point  critique  algébrique  par  rap- 
port à  cette  branche  de  la  fonction. 
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La  fonction  X. 

221.  Nous  avons  défini  la  fonction  X  (z)  à  l'aide  de  la  fonction  0,  et 
nous  avons  démontré  (n°  159)  que  cette  fonction  satisfait  à  une  équa- 
tion différentielle  de  la  forme 

(I)  ^=gsj{x-u^)[i-k^i^). 

On  peut,  au  contraire,  définir  la  fonction  X  par  l'équation  différentielle, 

à  laquelle  on  joint  les  conditions  initiales  m  =  o,  -t-  =  g,  pour  5  =  0. 

Cette  équation  rentre  dans  celle  que  nous  avons  étudiée  au  n°219. 
Nous  avons  vu  que  la  fonction  intégrale  est  méromorphe  pour  toutes 
les  valeurs  finies  de  z,  qu'elle  est  doublement  périodique  et  du  second 
ordre.  Représentons  par  ùm  le  radical.  Quand  u  se  meut  dans  deux 
directions  opposées,  à  partir  de  l'origine  m  =  o,  l'intégrale  définie 

du 

z  " 


-X 


gi\u 


acquiert  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires;  réciproquement, 
à  des  valeurs  de  z  égales  et  de  signes  contraires  correspondent  des 
valeurs  de  u  égales  et  de  signes  contraires;  u  est  donc  une  fonction 
impaire  de  z,  et  Ton  a 

(2)  X(-z)  =  -X(z). 

Les  racines  du  polynôme  placé  sous  le  radical  sont  ±1,  ±^5  aux 
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deux  premières  correspondent  les  deux  points  critiques  a  et  c  [fig.  77), 
aux  deux  autres  les  deux  points  critiques  h  et  d\  un  rayon  vecteur, 

Fig.  77. 


tournant  autour  de  l'origine  dans  le  sens  positif,  les  rencontre  dans 
l'ordre  a,  h,  c,  d.  Nous  prendrons  comme  première  période 
20)  =  2 A  —  2C  =  4A;  d'où 


(3) 


o)_  r'    du 

2~Jo     ê^' 


l'intégrale  rectiligne  relative  à  la  droite  Oa  étant  évaluée  avec  la  valeur 
initiale  Aa  ~  -h  i  du  radical.  On  en  déduit 


'4)  Kf) 


Nous  prendrons  comme  seconde  période,  soit  co'-=2B—  2A,  soit 
0)'  =  2  A  —  2B,  de  manière  que,  dans  le  rapport  — >  le  coefficient  de  i 
soit  positif.  On  a  ainsi 

2       2 


(5)  '±^^L=r^ 


On  en  déduit,  dans  les  deux  cas, 


(6)  ..,      .       ,-/, 

Puisqu'à  chaque  valeur  de  u  correspondent  seulement  deux  valeurs 
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de  Zy  savoir  z  et  ik  —  Zy  c'est-à-dire  s  et  w  —  s,  augmentées  de 
multiples  quelconques  des  périodes  2w,  «',  le  parallélogramme  con- 
struit sur  ces  périodes  est  bien  un  parallélogramme  élémentaire.  On  a 
les  relations 

222.  Les  deux  zéros  de  la  fonction  sont  r  =  o  et  ^  =  w.  Pour  trouver 
les  infinis,  faisons  décrire  à  la  variable  u  un  contour  formé  d'un 
rayon  0/,  d'une  demi-circonférence  d'un  très-grand  rayon  et  du  rayon 
opposé  /'O,  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  rayon  0/  passe 
entre  les  points  h  et  c,  et  que  le  demi -cercle  comprenne  les  deux 
points  a  et  h.  Ce  contour,  parcouru  avec  la  valeur  initiale  Am  =  +  i, 
ramène  la  même  racine  et  constitue,  par  conséquent,  un  cycle;  la 
partie  de  l'intégrale  définie  relative  à  la  demi-circonférence  est  infini- 
ment petite;  les  parties  relatives  aux  droites  0/  et  /'O  sont  égales;  en 
désignant  par  a  l'une  d'elles,  on  a  donc 

2a=:2A  —  2B;      d'où     a-^qp  — • 

Si  le  rayon  0/  passait  entre  les  points  a  et  6,  le  demi-cercle  compre- 
nant les  deux  points  critiques  h  et  c,  on  aurait 

6)' 

2a  =  2B— 26=^28  + 2A;      d'où      arrroidl— • 

2 


Les  infinis  sont  donc  les  quantités  —  et  — h  «,  augmentées  de  multiples 
quelconques  des  périodes  200,  «'. 

w'  I 

Si  l'on  pose  s  =  — hz',  u  =^-7»  l'équation  différentielle  devient 
^=±^v/(i-a")(.-A-'a-), 
avec  la  condition  initiale  m'  =  o  pour  z'  =  o.  On  a  donc 

U'=±>(2'), 


et,  par  suite. 


Xl^  +  z'     =±:       ' 


/fX(2') 

45 
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En  faisant  2' =  -5  on  reconnaît  qu'il  faut  prendre  le  signe  -1- ;  on 


2 

obtient  ainsi  la  relation 


(8)  ^(.-.'^) 


kl[z) 


La  fonction  'k(z),  définie  par  l'équation  différentielle  (1),  dépend 
des  deux  constantes  k  et  g,  c'est-à-dire  du  module  et  du  multiplicateur. 
Les  formules  (2)  et  (3)  donnent  les  périodes  2w,  w'  par  des  intégrales 
définies.  Nous  avons  choisi  ces  deux  périodes  de  manière  que,  dans  le 

rapport  —■>  le  coefficient  de  i  soit  positif.  Nous  pouvons  donc,  avec  les 

deux  constantes  w  et  w',  composer  une  fonction  G  (^)  à  l'aide  d'une  série 
convergente,  et,  au  moyen  des  fonctions  Q  qui  s'en  déduisent  (n''74), 
former  une  fonction  méromorphe  doublement  périodique 


(^:) 


Ces  deux  fonctions  méromorphes,  doublement  périodiques,  aux  mêmes 
périodes,  ayant  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis,  sont  dans  un 
rapport  constant  (n°  152);  comme  elles  sont  toutes  deux  égales  à 

l'unité  pour  2  ^  -»  elles  sont  égales  entre  elles.  On  en  conclut  que  la 

fonction  définie  par  l'équation  différentielle  est  la  même  que  la  fonc- 
tion définie  par  les  fonctions  Q. 

La  fonction  p,. 

223.   Dans  cet  ordre  d'idées,  nous  définirons  la  fonction   /ul  par 
l'équation 

(.9).  .  ,a(z)  =  s/'i-T'(Tj, 

à  laquelle  on  joint  la  condition  |j.(o)  —  i. 

Cette  fonction  pourrait  cesser  d'être  monotrope  dans  le  voisinage  des 


^  SPA  ,  ^ 
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points  OÙ  la  fonction  \{z)  devient  égale  à  ±  i  ou  infinie.  Considérons 
l'un  des  premiers  points,  par  exemple  le  point  --;  posons  z  =  -  -h  z' ; 

la  fonction  X  I- +  zM    est  paire,  puisque  1  i-  —  z'\  =1  i~  -^  z 

son  développement  ne  contiendra  donc  que  des  puissances  paires  de  z', 
et  l'on  aura 

'(ù\    z 


Cî-') 


14- X" 

2  /    1.2 


i/i-ll'^-h  z'\=z'ia-hbz''-h.    .), 
l/i  +  X  (- -t-  z']  =  v/2 -i-a'z'»-i-..., 
(lo)  ij,(^^z'\  =  z'(\-hBz"--^...). 


On  en  conclut  que  la  fonction  fx(z)  reste  holomorphe  dans  le  voisinage 

du  point  z  =  -' 

^  2 

Considérons  maintenant  l'un  des  seconds  points,  par  exemple  le 
point  —  ;  posons  z= \- z  ;  nous  aurons 


'■■'        ^(t-')-\/--^'(t-^')  = 


isl\-l'l^{z') 


La  fonction  |x(s)  reste  aussi  méromorphe  dans  le  voisinage  de  ce  point. 
On  conclut  de  là  que  la  fonction  /x(z)  est  méromorphe  dans  toute  l'é- 
tendue du  plan. 

Si  la  variable  z,  partant  de  l'origine,  décrit  deux  lignes  opposées,  la 
fonction  p.  (z)  :=  y'i  —  X-  {z)  prend  des  valeurs  égales  aux  points  symé- 
triques par  rapport  à  l'origine;  ainsi  la  fonction  est  paire,  et  l'on  a 

(12)  y.{-Z}  =  (x{z). 

De  la  relation  (10),  on  déduit 

45. 
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pour  les  valeurs  de  z'  inférieures  à  un  certain  module;  et  cette  rela- 

tion  est  eénérale;  car  si  la  fonction  — ; est  constante  dans  une 

certaine  étendue,  elle  est  constante  dans  toute  l'étendue  du  plan.  On 
en  conclut  la  relation 

(i3)  ii{z  +(ù)  =  -  ii{z). 

De  la  relation  (  1 1  ),  on  déduit  de  même 

d'où  l'on  conclut 

(i4)  ^(z-i-w')  =  -p(z). 

Ainsi  la  fonction  /x(z)  admet  les  deux  périodes  2w,  w  h-  «'.  Ses  infinis 

sont  ceux  de  À (2);  ses  zéros  les  valeurs  2  =  — h  mw  +  m'w',  pour 

lesquelles  X(z)  =  ihi.  Le  parallélogramme  (2co,  coh-w'),  ne  conte- 
nant que  deux  infinis,  est  bien  un  parallélogramme  élémentaire. 

La  fonction  /i(2),  définie  par  l'équation  (9),  est  la  même  que  la 
fonction  définie  parla  formule  (n°76) 

.    .        Ô{o)  Q,{z) 

puisque  ces  deux  fonctions  méromorphes,  doublement  périodiques, 
aux  mêmes  périodes,  ont  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis,  et  sont 
égales  à  l'unité  pour  z  =  o. 

La  fonction  v . 
224.  Nous  définirons  de  même  la  fonction  v[z)  par  l'équation 


(i5)  v{z)  =  sj^-  k^V{z], 

à  laquelle  on  joint  la  condition  initiale  v  (o)  =  r , 
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Cette  fonction  pourrait  cesser  d'être  monotrope  dans  le  voisinage 
des  points  où  la  fonction  X(z)  devient  égale  â  ±  t^  on  infinie.  Consi- 
dérons l'un  des  premiers  points,  par  exemple  le  point  5  posons 


2    —     - 


-  +-  z';  la  fonction  X  r- — —  4- z' )  étant  paire,  son  dévelop- 
pement en  série  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  z',  et  l'on  a 


^^'-■)=i-^"(^)^ 


+  ..., 


y^  i  -  nl^^  -^  z'\  =z'{a+  b 


2" -h...). 


(16)  vh^^^  h  z'\=z'{A^  Bz'^ +  ...). 

On  en  conclut  que  la  fonction  v  (z)  reste  holomorphe  dans  le  voisinage 

du  point • 

Considérons  maintenant  l'un  des  seconds  points,  par  exemple  le 
point —  ;  posons  z  =—  + z',  on  a 


ce  qui  fait  voir  que  la  fonction  v(z)  reste  méromorphe  dans  le  voi- 
sinage de  ce  point.  Ainsi  la  fonction  v(z)  est  méromorphe  dans  toute 
l'étendue  du  plan. 

On  verra,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n**  223,  que  la 
fonction  est  paire.  De  la  relation  (16)  on  déduit 

et,  par  suite, 

(18)  v(2  4- W  4- &/)  —  — v(z). 
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De  la  relation  (17),  on  déduit  de  même 

et,  par  suite, 

(19)  v{z  -\-oi')  =  —  v{z). 

Des  deux  relations  précédentes,  on  conclut 

(20)  v(2  4-  w)  =  v(z). 

Ainsi  la  fonction  v{z)  admet  les  deux  périodes  as  aw'.  Ses  infinis  sont 
ceux  de  X(z),  ses  zéros  les  valeurs  z  =  -^ h  mo)  -+-  m'w',  pour 

lesquelles  l{z)  —  rhj-  Le  parallélogramme  construit  sur  les  pé- 
riodes w,  2&j',  ne  contenant  que  deux  zéros  et  deux  infinis,  est  bien 
un  parallélogramme  élémentaire. 

La  fonction  v{z),  définie  par  l'équation  (i5),  est  la  même" que  la 
fonction  définie  par  la  formule  (n*'  76) 

puisque  ces  deux  fonctions  méromorphes,  doublement  périodiques, 
aux  mêmes  périodes,  ont  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis,  et  sont 
égales  à  l'unité  pour  z  —  o. 


Relations  entre  les  fonctions  elliptiques. 

225.  Nous  pouvons  retrouver  directement  les  relations  que  nous 
avons  obtenues  (n^TT)  entre  les  fonctions  elliptiques  à  l'aide  de  leurs 
expressions  au  moyen  des  fonctions  Q. 

1°  Nous  remarquons  d'abord  que  les  deux  fonctions  X  (2  -h  ^  )j  ^^-j 

ayant  les  mêmes  périodes  2w,  w',  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis, 
et  étant  toutes  deux  égales  à  l'unité  pour  2  =  0,  sont  égales  entre 
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elles;  on  a  donc 


(21) 


h'^ 


v(z) 


2°  Les  deux  fonctions  y  {  z  -] —  ]> ^  avant  les  mêmes  périodes  w, 

20)',  les  mêmeszéroset  les  mêmesintinis,  sont  dans  un  rapport  constant; 
si  l'on  désigne  par  k'  celle  des  valeurs  du  radical  \/i  —  k-  qui  est  égale 

a  V  (  -  jî  on  a 

/        t.)\        // 
(2?.)  V    z-f-  -     ---  — 

\  2.)  V{Z) 

3"  Les  deux  fonctions  ij.  iz  +  -)'  -7—'  ayant  les  mêmes  périodes  2 «, 
(ù  -I-  (ù\  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  infinis,  sont  aussi  dans  un  rap- 
port constant,  et  l'on  obtient  la  valeur  de  ce  rapport  en  faisants  =  -; 


&) 
2 
on  a  ainsi 


4°  La  transformation  de  l'équation  différentielle  (n"  222)  nous  a 
donné  la  relation 

5°  Nous  avons  trouvé  ensuite  (formules  11  et  17) 

^V  2/  kl[z)  \  1)         k{Z) 

il  faut  prendre  le  même  signe  dans  les  seconds  membres;  car  Tune  de 

ces  relations  se  déduit  de  l'autre  en  remplaçant  z  par  z  -^ Ce  signe 

commun  dépend  du  cboix  de  la  seconde  période;  si  l'on  changeait  le 
signe  de  w',  les  signes  des  seconds  membres  changeraient;  car  on  a 
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Si  l'on  choisit,  comme  nous  l'avons  supposé,  la  seconde  période  de 

m' 
manière  que  dans  le  rapport  —  le  coefficient  de  i  soit  positif,  la  con- 
sidération des  fonctions  B  nous  montre  que  les  seconds  membres  sont 
affectés  du  signe  — .  On  a  donc 

-      v[z+  -\^-l^^    ' 


Des  formules  précédentes,  on  déduit 


l[z  A *  —  ' 


kl^izf 


>5)  /  H-[z-^ 


2 

OU  +  »'\        -  ik' 


V    z  -f 


■2  }  ffjJ-iZ)' 

w4-w'\       ik'liz) 


\      \  2      J         H-{z) 

226.  Remarque.  —  D'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  deux  nu- 
méros précédents,  les  fonctions  y^i  =f  X  (z),  y^i  q=  k\  (z)  restent  mono- 
tropes  dans  le  voisinage  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles  X  {z)  devient 

égale  à  ±  I  ou  à  ±  T  ;  mais  elles  cessent  de  l'être  quand  X  [z)  devient 

infinie.  Toutefois  les  produits  ou  les  quotients  de  ces  fonctions  deux  à 
deux  sont  méromorphes  pour  toutes  les  valeurs  de  z.  Parmi  ces  com- 
binaisons, nous  avons  étudié  spécialement  celles  que  nous  avons  ap- 
pelées |JL  et  v;  nous  ne  dirons  que  quelques  mots  des  autres. 
Remarquons  d'abord  que  les  fonctions 


4 

v' 


1-/(2)  V I  —  /■'  \J.[z) 


I  +  X{z)  I  +  \  n-X(2) 


v'i- 

x-^ 

I  + 

X        ~ 

N/i- 

hn:^ 

IH- 

kl 

kl{z}      s/i  —  k'):'  v(z) 


i  +  hl{z)  i-hkl  H-/rX(z) 

s'expriment  rationnellement  à  l'aide  des  trois  fonctions  elliptiques  or- 
dinaires; elles  admettent  les  deux  périodes  2 w,  200';  comme  elles  n'ont 
que  deux  zéros  dans  le  parallélogramme  (2w,  20'),  ces  deux  périodes 
forment  bien  un  système  élémentaire. 
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Considérons  maintenant  la  fonction 


^(^^^V^r 


-kl{z) 


dont  les  zéros  sont — h  m(ù  -+-  m'w',  et  les  infinis -h  ww-hm'«'. 

D'après  l'une  des  équations  du  n**  223,  on  a 

et  par  suite 

9(z-+-w)  =  —  <p( —  z). 

D'après  l'une  des  équations  du  n°  224,  on  a  aussi 
et  par  suite 

9(2  -4-  w  4-  &)')  =  —  <p( — z). 

On  en  déduit 

9(z  +  w  4- w')  =  <p(z -^  0)),     ou     (p(z  4- w')  =  (p(2). 

Mais  d'autre  part 

<p{«  4-  2û))=±  (p(z); 

il  faut  prendre  le  signe  —  ;  car,  si  l'on  prenait  le  signe  4-,  la  fonction 
admettrait  les  périodes  2co,  w',  et  n'aurait  qu'un  zéro  et  un  infini  dans 
chaque  parallélogramme,  ce  qui  est  impossible.  De  la  relation 

<p  (2   4-  2&))  r-  —  9(2); 

on  déduit 

la  fonction  admet  les  deux  périodes  4^,  w';  le  parallélogramme  con- 
struit sur  ces  périodes  ne  renfermant  que  deux  zéros  et  deux  infinis  est 
bien  un  parallélogramme  élémentaire. 
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Réduction  du  multiplicateur  à  l'unité. 

227.  La  fonction  elliptique  X  [z)  définie  par  l'équation  difTérentielle 

du 
dz 


(0  ^:=^v'(l-«^)('-^^"'), 


à  laquelle  on  joint  les  conditions  initiales  m  —  o,  ^-  =  i  pour  z  ~  o, 

dépend  des  deux  constantes  g  et  X-,  qui  sont  le  multiplicateur  et  le  mo- 
dule. Nous  représenterons  la  fonction  par  le  symbole  l(z,  g,k),  en 
indiquant  ainsi  les  deux  constantes  ^  et  ^  dont  elle  dépend. 

Lorsque  le  multiplicateur  est  égal  à  l'unité,  l'équation  différentielle 
devient 

(26)  ^  =  v/(T^-^)('-A-'«'); 

la  fonction  X(z,  i,^)  qu'elle  définit  sera  représentée  simplement  par 
le  symbole  X  (z,  k),  en  sous-entendant  le  multiplicateur  i .  On  peut  tou- 
jours ramener  la  fonction  elliptique  X(2,  g,  k)  à  celte  fonction  ellip- 
tique particulière;  car,  l'équation  (i)  se  mettant  sous  la  forme 

(27)  ^^  =  v^(i-«')(.-A-^«^), 

on  a 

'^{z,  gj()  =  'k{gz,k). 

Si  l'on  appelle  2w,  «'  un  couple  de  périodes  de  la  fonction  parti- 
culière X(z,  k) ,  la  fonction  ^{z,  g,  k)  ou  "^{gz,  k)  admettra  les  pé- 
riodes — ^>  —  •  On  en  conclut  que  le  rapport  des  périodes  est  indépen- 

dani  du  multiplicateur;  c'est  ce  qui  résulte  d'ailleurs  des  formules  (3) 
et  (5)  du  n°221. 
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Cas  oà  le  module  est  réel,  positif  et  inférieur  à  l'unité. 

228.  Nous  supposerons  aussi   que  le  mulliplicateur  g  est  égal  à 
l'unité.  La  première  période 


2W" 


est  réelle  et  positive.  Faisons  décrire  à  u  successivement  les  deux  lacets 
(a)  et  (c)  ;  u  croissant  de  o  à  i ,  z  croît  de  o  h  — -,  u  décroissant  de  i  à  o, 
après  avoir  décrit  un  petit  cercle  autour  du  point  critique  a,  z  croît 
de  -  à  w;  u  variant  ensuite  de  o  à  —  i,  et  le  signe  du  radical  ayant 

changé,  z  croît  de  w  à  — ;  u  croissant  de  —  i  »à  o,  après  avoir  décrit  un 

petit  cercle  autour  du  point  critique  c,  z  croît  de  —  à  aw,  et  ainsi  de 

suite  indéfiniment.  On  en  conclut,  réciproquement,  que  la  fonction 
u  =  'k[z)  est  réelle  et  comprise  entre  —  i  et  -i-  i  pour  toutes  les  valeurs 

réelles  de  z;  elle  se  comporte  comme  un  sinus;  z  croissant  de  o  à  -» 
u  croît  de  o  à  I  ;  z  croissant  de  -  à  co,  u  décroît  de  f  à  o;  z  croissant 

de  w  à  2w,  u  devient  négative  et  varie  de  o  à  —  i  et  de  —  i  à  o;  puis 
elle  reprend  les  mêmes  valeurs  périodiquement. 

Il  en  est  de  même  de  la  fonction  /x  (z)  —  y^i  —  A^  (z j.  Quand  z  croît 
deoà-?ju,(z)  décroît  de  i  à  o;   z  croissant  de-à«,  la  relation 

^la"^")  ""^(a""")  ^^^^  ^^^^  ^"^  l^{^)  devient  négative  et  dé- 
croît de  o  à  —  I  ;  z  croissant  de  w  à  2w,  la  relation  p,(w  +  z)  =  —  ix(z) 
montre  que  fx  (z)  croît  de  —  i  à  o  et  de  o  à  -h  i  ;  puis  elle  reprend  les 
mêmes  valeurs  périodiquement;  elle  se  comporte  comme  un  cosinus. 
Quant  à  la  fonction  v  (z)  =  s/ 1  —  k^X^  (z),  la  quantité  placée  sous 
le  radical  ne  s'annulant  pas,  elle  reste  non-seulement  réelle,  mais  en- 
core positive,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  z.  Lorsque  z  croît 
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de  cf  à  -  el  de  -  à  w ,  v  (z )  décroît  de  i  à  k'=  \/i  —  k"^,  pour  croître 
ensuite  de  X:'  à  i  ;  puis  la  fonction  reprend  périodiquement  les  mêmes 
valeurs.  Ici  le  module  complémentaire  k'=  v  l-\  est  positif. 


229.  Occupons-nous  maintenant  de  la  seconde  période.  Dans  la  forma- 
tion du  lacet  (è),  nous  éviterons  le  point  critique  a  à  l'aide  d'un  demi- 
cercle  très-petit  a' ma"  {fig.  78),  de  telle  sorte  que  les  lacets  [a),  (6), 

Fig.  78. 

m 

© — © ?— ^(ly^^^ 

n 

(c),  (û?j  se  succèdent  dans  le  sens  positif.  Nous  prendrons  comme 
seconde  période  w'=  2B  —  aA;  dans  la  différence,  la  partie  relative 
à  la  droite  Oa'  disparaît  ;  il  ne  reste  que  la  partie  relative  à  la  droite  a"b' 
parcourue  deux  fois,  et  l'on  a 

r''  du  r~^  du 

CO    =^  2    /        —  :rr—    =   2    f  • 

Sur  ab  la  quantité  v  reste  réelle  et  positive,  mais  |ul  devient  imaginaire 
et  égale  à  dz  i\lu^  —  i.  Pour  choisir  le  signe,  nous  poserons 


a  =  i-t-re*',     d'où     ^— sj{i  —  u){i-\- u)r=  r"^  e  *     y^a-l-re''. 
Quand  le  point  u  décrit  le  demi-cercle  a' ma",  $  varie  de  tt  à  o;  |jl  devant 

0— IC. 

être  positive  en  a'  pour  6  =  n/i\  faut  prendre  Texponentielle  e  '     :  en  a" 

pour  6  =  0,  la  valeur  de  p,  sera  —  ir^sj  2  -4-  r,  et,  par  suite,  sur  a"b' 
on  aura  —  i\l û^  —  i. 
La  valeur  de  la  seconde  période  est  donc 


(28)  co'=2«  /  ; 
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c'est  une  quantité  de  la  forme  o)"i,  w"  étant  positive.  De  cette  manière, 
dans  le  rapport—  —  —  i,  le  coefficient  de  i  est  positif,  ce  qui  doit  être 

7:t-)'  i  ru" 

pour  la  formation  de  la  fonction  0.  La  quantité  q  —  e"'  —  e  "  ,  qui 
entre  dans  les  séries,  est  réelle,  positive  et  inférieure  à  l'unité,  comme 
le  module.  Si  l'on  avait  formé  le  lacet  [h)  avec  l'autre  demi-circonfé- 
rence a'na",  on  aurait  trouvé  pour  2B  —  2A  une  quantité  égale  à  la 
précédente  et  de  signe  contraire;  il  faudrait  prendre  pour  seconde  pé- 
riode ci)'=  2A  —  2B. 

230.  Dans  le  cas  actuel,  Legendre  posait  u  =  simp,  d'où 

(29)  2—1         ^        rrrr    =r    1         -7^  > 

en  désignant  par  A9  le  radical  \/i  —  k^  sin'ip,  et  il  regardait  l'angle  cp 
comme  V amplitude  de  la  valeur  z  de  l'intégrale  définie.  Jacobi,  qui, 
avec  Abel,  a  le  premier  considéré  la  fonction  directe  m,  a  été  conduit, 
d'après  cela,  à  représenter  cette  fonction  par  le  symbole  sinam^;,  c'est- 
à-dire  sinip  ou  sinus  amplitude  z;  il  représentait  la  fonction  \l[z)  par 
cosamjz,  et  la  fonction  v[z)  par  Aamz. 

231.  Nous  avons  vu  comment,  lorsque  le  module  k  est  réel,  positif 
et  plus  petit  que  i,  il  faut  choisir  les  périodes.  Il  est  facile  d'en  déduire 
une  règle  générale.  Considérons  un  cycle  C  comprenant  les  deux  points 

Fig-  79- 


critiques  a  et  6  [fig.  79);  si  l'on  prend  comme  première  période  2w 
le  double  de  l'intégrale  relative  au  lacet  (a),  on  pourra  prendre  comme 
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seconde  période  w'  l'intégrale  relative  au  cycle  C  parcouru  dans  le  sens 
négatif.  En  effet,  les  deux  intégrales  w  et  w'  sont  des  fonctions  conti- 
nues de  k,  tant  que  le  point  h,  qui  correspond  à  j  »  reste  à  l'intérieur  de 

m' 
la  courbe  C;  le  rapport —  =:;  r+ «  variant  d'une  manière  continue 

avec  k  et  restant  imaginaire,  le  coefficient  s,  qui  ne  s'annule  pas,  con- 
serve le  même  signe;  or,  lorsque  le  point  h  vient  en  h^  sur  l'axe  Qx 
au  delà  du  pointa,  si  l'on  forme  le  lacet  [ho]  avec  le  demi-cercle  a' ma", 
le  cycle  C,  décrit  dans  le  sens  négatif,  peut  être  remplacé  par  la  suite 
des  lacets  (b)  +  (a).  L'intégrale  correspondante  est  w'=  2B  —  :2A,  et 

nous  avons  vu  que  le  rapport  —  a  son  coefficient*  positif;  d'après  cela, 

quelle  que  soit  la  valeur  du  module^,  le  coefficient  s  sera  positif;  mais 
le  cycle  négatif  C  équivaut  à  la  suite  des  lacets  (b)  H-  (a)  ou  (a)  -f-  [b), 

suivant  que  l'argument  de  -  est  compris  entre  o  inclusivement  et  r, 

exclusivement,  ou  entre  ;:  inclusivement  et  21:  exclusivement  :  la  se- 
conde période  est  donc  2B  —  2A  dans  le  premier  cas,  2A  —  2B  dans 
le  second  cas. 

Périodes  elliptiques. 

232.  Connaissant  le  module  k  et  le  multiplicateur  g,  nous  avons 
déterminé  par  des  intégrales  définies  (n°  221)  deux  périodes  élé- 
mentaires 2«,  w'  de  la  fonction  '>^{z),  telles  que  l'on  ait  X( -J  =  r, 
^/w — ^\  r=i,  et  que,  dans  le  rapport  —5  le  coefficient  de  i  soit 
positif  (n°  231).  Nous  avons  appelé  module  complémentaire  k'  (n"77) 
celle  des  valeurs  du  radical  ±\j  \  —  X;^  qui  est  égale  à  v  (  -  )  •  Un  système 

de  périodes  2w,,  (ù\,  équivalent  au  point  de  vue  de  la  division  du  plan 
par  un  réseau  (n"  144),  est  représenté  par  les  formules 

dans  lesquelles  a,  b,  a',  b'  désignent  des  nombres  entiers  satisfaisant 
à  la  condition  ab'  —  ba' =.  ±.  i.  Parmi  ces  svstèmes,  considérons  ceux 
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qui  jouissent  des  propriétés  précédentes,  c'est-à-dire  qui  soient  tels, 
que  l'on  ait  X  (  — )  —  i,  x(  "'"*""' j  =j,   v  f  —  |  =  k',  et  que,  dans  le 

rapport  —  ,le  coefficient  de  i  soit  positif.  Pour  que  l'on  ait  X(  — j  =  i, 
il  faut  que  lesdeux  nombres  entiers  a  et  è  soient  de  la  forme  a  =  4«i  +  i. 
b  ~  ^b^,  Pour  que  l'on  ait  >.  (  "'  ~^  ^'^' )  =  x'  il  f^ut  que  les  deux  nom- 
bres a'  et  b'  soient  de  la  forme  a'  =  aa'^ ,  b'  =  2b\  +  i .  Pour  que  l'on 
ait  V  (  ^]  =^',  il  faut,  en  outre,  que  bt^ab^.  Enfin,  pour  que  dans 

le  rapport  —   le  coefficient  de  i  soit  positif,  il  est  nécessaire  que  le 

déterminant  ab'  —  ba'  soit  égal  à  +  i;  d'où  l'on  déduit  b\^=  2b\.  Les 
formules  précédentes  deviennent  ainsi 

(3o)  w,  =  (4fli  +  0" -H  4^2w',     (>i\=  ^a\(ù  -h  {^b\-h  i)(ù', 

avec  la  condition  (4«i  +  i)  (4^2+ 0  "~  ^^^'i  ^2  = '•  Nous  donnerons 
aux  périodes  sw,,  w'^,  définies  de  cette  manière,  le  nom  de  périodes 
elliptiques.  En  vertu  des  raisonnements  des  n*'*  223  et  224,  il  est  clair 
que  la  fonction  iJ.{z)  admet  les  périodes  élémentaires  2w<,  Wi  4-  co'^,  et 
la  fonction  v(z)  les  périodes  élémentaires  w,,  2(x)\;  ce  que  l'on  peut 
d'ailleurs  vérifier  directement. 

Les  relations  établies  entre  les  fonctions  elliptiques  (n°  225)  sub- 
sistent sans  modifications,  quand  on  y  remplace  &>  et  w'  par  w,  et  w'^; 
car  on  a 

''•{^+y)='^{'-^'^)'  ''(^+^)=f(^+T)'  ''{'+t)-=''{'-^'i;} 

Remarquons  aussi  que,  dans  les  deux  groupes  de  fonctions  ô,  formées 
avec  w  et  w',  ou  avec  w,  et  w'j,  les  fonctions  homologues  ont  les  mêmes 
zéros  (n*'  170). 

Au  lieu  de  déterminer  les  périodes  2  w,  w'  par  des  intégrales  définies, 
comme  nous  l'avons  dit,  on  peut  se  servir  des  formules  du  n°205.  On 
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conçoit  que,  au  moyen  de  l'équation  (29),  dans  laquelle  on  regarde  q 
comme  l'inconnue,  on  puisse  calculer  cette  inconnue  et,  par  consé- 

quent,  trouver  le  rapport  — ;  l'équation  (3i)  donnera  ensuite  w,  et  l'on 

connaîtra  w  et  w'.  L'équation  (29),  dont  on  élève  les  deux  membres 
au  carré,  admet  une  infinité  de  solutions;  car  à  des  valeurs  données 
de  ^  et  de  ^  correspondent  une  infinité  de  couples  de  périodes  ellip- 
tiques :  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  q  satisfont  à  cette  équa- 
tion. 

Modules  égaux  et  de  signes  contraires. 

233.  Le  module  k  n'entrant  qu'au  carré  dans  l'équation  différen- 
tielle, si  l'on  remplace  k  par  —  k,  l'équation  différentielle  reste  la 
même,  et,  par  conséquent,  la  fonction  X  définie  par  cette  équation  ne 
change  pas;  il  en  est  de  même  des  fonctions  /ui  et  v;  mais  les  périodes 
elliptiques  changent.  Il  est  évident  d'abord  que  la  première  période 
2w  =  4A  conserve  la  même  valeur;  quant  à  la  seconde  période,  en 
appliquant  la  règle  établie  au  n"  231,  on  obtient,  d'une  part, 

6.' =--±(28  — 2  A), 

d'autre  part, 

(,)',  =qp( — 2B  —  2A)  =±  2c.i -j- w'; 
en  vertu  des  formules  (3o),  on  peut  prendre,  dans  tous  les  cas, 

w',  =r  2C0  +  0)'. 

Plus  généralement,  si  l'on  désigne  par  2w,  w'  l'un  quelconque  des 
systèmes  de  périodes  elliptiques  relatives  aux  constantes  g  et  k^  les 
périodes  équivalentes  aw,  =  aw,  w'^  =  2w  4-  w'  forment  un  système 
de  périodes  elliptiques  relatives  aux  constantes  g  %i  —  k\  car  on  a 

et,  en  outre,  le  déterminant  est  égal  à  -t-  1 . 

La  formule  [a)  du  n''  73  montre  que,  quand  on  remplace  w  et  w' 
par  w  et  2  6.)  4-  w',  la  fonction  &{z)  reste  la  même;  les  formules  (5) 


\ 
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du  n**  74  font  voir  ensuite  que  les  fonctions  ^3(2),  Q{z)  ne  changent 
pas,  et  que  les  deux  autres  6i{z),  6t{z)  deviennent  iô^iz),  iÔ,{z). 
Dans  les  formules  (18)  du  n°76,  on  remplacera  y^^  par  i\jk. 

Modules  réciproques. 
234.  Si,  dans  l'équation  différentielle 

(0  ^=é'\/(i-«'){i-A-'«'), 

qui,  avec  la  condition  initiale  u  =  o,  définit  la  fonction  elliptique 
X(z,  g,  ^),  on  remplace  u  par  j^  on  obtient  l'équation 


'^■)  ^=gV"-""K'"ir."")' 

avec  la  condition  initiale  u'  =  o  pour  z  --  o;  mais  cette  dernière  équa- 
tion définit  la  fonction  elliptique  X  (  z,  gk,  r  )  •  On  a  donc  la  relation 

(32)  X(z,g/r,  ^j  =/fX(z,  g:,  A-), 
d'où  l'on  déduit 

(33)  ix(^z,gk,'A=^v{z,g,k),     v\^z,gk,  ^\=[x{z,g,k). 

En  vertu  de  la  relation  (32),  les  deux  fonctions  X(z,^, ^),  /(z,  gk,  ^) 

admettent  les  mêmes  périodes.  Si  aw,  w'  sont  des  périodes  elliptiques 
de  la  première,  les  périodes  équivalentes  2w,  ==  aw  —  2w',  w'j  =  w' 
formeront  un  couple  de  périodes  elliptiques  de  la  seconde;  car  on  a 

et,  en  outre,  le  déterminant  est  égal  à  i.  Le  module  complémentaire 

47. 
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de  la  nouvelle  fonction  sera 

En  réduisant  les  multiplicateurs  à  l'unité,  on  mettra  les  relations 
précédentes  sous  la  forme  plus  simple 

(34)    i(^,i)=/fi(|,A),     f,(.,^)=»(i,*-),     v(«,|)  =  f.  (?,*•). 

Elles  ramènent  le  cas  où  le  module  k  est  réel,  positif  et  plus  grand 
que  I  à  celui  où  il  est  plus  petit  que  i. 

On  peut  opérer  cette  transformation  par  le  changement  des  périodes. 
Considérons  les  fonctions  0  et  ^  formées  avec  les  deux  constantes 
oi,z=  (X)  —  co',  w'j  ^  w',  mises  à  la  place  de  &>  et  &>';.  comme  on  a 


'<CU|  t 


p^  =e    ""i  =  pe"'  =  —  p, 

nous  désignerons  les  fonctions  anciennes  par  Q{z,p),  ^[z,p),  et  les 
nouvelles  par  0  {z,  — /?),  ^{z,  —  p)-  La  constante  œ'  ne  changeant 
pas,  les  formules  (6)  du  n°  171  donnent  immédiatemetit 

(35)  ^Az,-p)^^,(z,—p)_B-(j,  -  p)  _Ô-dz,  —P)_^ 

%{z,p)  ^i{z,p)         sJlB-{z,p)       s/J^,{z,p) 

\Ji  étant  égale  à  e* .  Des  relations  (i3)  du  n°  172,  en  tenant  compte  de 
la  valeur  du  coefficient  C  (n°  205),  on  déduit  ensuite 

(36)  03(^,-p)^e.(^.-/^)^  e(z,-p)^  edz,-p)      j 


0)  —  &)       —  — ,; r, 


Les  formules  (i5)  et  (17)  du  n°  173  déterminent  le  nouveau  inodule 
et  le  nouveau  multiplicateur 


sfk.  =  -}=:,      n/F;  =  ^,     g.  =  gk; 


sjk 

à  l'aide  des  formules  (i4)  de  ce  même  numéro,  on  retrouve  les  re- 
lations (32)et  (33). 
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Modules  complémentaires. 

235.  Nous  avons  vu  (n°  J59)  que  la  fonction  y  (s  -i-  "  ~^  ^'  j  satis. 
fait  à  réquation  différentielle 


h  laquelle  on  joint  la  condition  initiale  v  =  o  pour  js  =  o,  le  radical 
ayant  la  valeur  initiale  +  i  ;  mais  cette  équation  définit  la  fonction 

Xfz,  igk',  jp\y  qui,  d'après  la  relation  (20),  est  égale  à^'X(3,  ig,  k!)\ 

on  a  donc 

d'où  l'on  déduit 

(38)  ^  ^^,,i„,^^^^^^^^. 

Si  2w,  w'  désignent  des  périodes  elliptiques  de  la  fonction  X(2,  g,  k), 
la  fonction  X(z,  i^,  ^')  admettra  les  périodes  élémentaires  w,  2w';  les 
périodes  équivalentes  aw,  =  —  2w',  cù\  =  «  formeront  un  couple  de 
périodes  elliptiques  de  cette  nouvelle  fonction;  car  on  a 

et  d'ailleurs  le  déterminant  est  égal  à  -h  i.  En  réduisant  les  multipli- 

47. 
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cateurs  à  l'unité,  on  écrira  les  relations  précédentes  sous  la  forme 

,„    ,       ^,.       ,,        .Hz,  If')  ,.       ,.  I  ..      ,.        vizji') 

(39)      >.(,.,  A-)=:.—--^,     ^(,,,A.):=___^,     v(.z,A-).---^^-^. 

Elles  permettent  de  trouver  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques,  lorsque 
le  module  k  est  réel,  positif  et  inférieur  à  l'unité,  et  que  la  variable  est 
imaginaire  et  de  la  forme  j^i,  y  étant  réelle.  Les  fonctions  {J-iyi),  v  {yi) 
sont  réelles  et  plus  grandes  que  i,  la  fonction  'k(yi)  est  imaginaire  et 
de  la  forme  Yi,  Y  étant  réelle  et  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles.  Les  fonctions  X(ji),  fJi.(ji)  sont  analogues  au  sinus  et  au 
cosinus  hyperboliques. 

236.  Si  2w,  w'  sont  des  périodes  elliptiques  de  la  fonction  X(^,  ^), 
la  fonction  \(z,  i,  k')  ou  'k(iz,  k'),  admettant  les  périodes  elliptiques 

—  2co',  w,    la    fonction   l{z,k')   admettra   les   périodes    elliptiques 

—  2w'ï,  (ài.  Désignons  par  0  {z,  k),  ^{z,  k)  les  fonctions  composées 
avec  les  deux  constantes  w,  w'  relatives  au  module  k,  et  par  6  {z,  k'), 
^(z,  k')  les  fonctions  composées  de  la  même  manière  avec  les  deux 
constantes  w,  =  —  w'i,  w'^  =  œt,  relatives  au  module  complémentaire  k'. 
Comme  on  a  </<  =  /?,  ^,  —  y,  la  comparaison  des  formules  (8)  du  n°  74 
et  (6)  du  n*'  171  donne  immédiatement  les  relations 

6,{izjf)=-^,{z,  k'  ),  5-3  (  iz,  Je  ) ..:  Q,  (  z,  k'  ) 

,  Q  {iz,k)^-^,[zj('),  ^,{iz,k)t.:e(z,k') 

^^°^  ^  e,{iz,k)'-B-  {z,k'),  ^  iiz,k)z^e,{z,k') 

Q,{iz,k)^-^^,{z,  k'),  ^,{iz,k)=-e,{z,k'}. 

Le  nouveau  module  et  le  nouveau  multiplicateur  sont  déterminés  par 
les  formules 

y//r,  =  y/A  ' ,     ^k\  =  ^k,    g-,  =  igy 

et  l'on  retrouve  ainsi  les  relations  (Sg). 

Lorsque  le  module  k  est  réel,  positif  et  plus  petit  que  i,  si  l'on 
adopte  les  périodes  elliptiques  de  la  fonction  X  {z,  k),  telles  que  w  soit 
réelle  et  positive,  et  w'  de  la  forme  w"ï,  oy"  étant  réelle  et  positive,  les 
nouvelles  constantes  w,  =  —  w't,  w\=:  wi,  relatives  au  module  com- 
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plémentaire  k' ,  jouissent  des  mêmes  propriétés.  Quand  z  est  réelle, 
toutes  les  fonctions  0  et  S-  sont  réelles,  excepté  3^,,  qui  est  imaginaire 
et  de  la  forme  Ai,  A  étant  réelle;  quand  z  est  imaginaire  et  de  la 
forme  jt,  y  étant  réelle,  elles  sont  encore  réelles,  excepté  Ô,,  qui  est 
imaginaire  et  de  la  forme  Ai.  Dans  ces  deux  cas,  les  formules  (8)  du 
n°  74  et  (6)  du  n°  171  renferment,  soit  des  sinus  et  des  cosinus  ordi- 
naires, soit  des  sinus  et  des  cosinus  hyperboliques. 


Autre  transformation. 


237.  Nous  avons  vu  (n®  159)  que  la  fonction  \i.\z  -\-  '-]  satisfait  à 
l'équation  différentielle 


(40  5^  =  -ff^V^'~^^K'^^^')' 

à  laquelle  on  joint  la  condition  /ul  —  o;  mais  cette  équation  définit  l;i 
fonction  elliptique  X  (s,  —  gk\  \p\\  on  a  donc 

d'où  l'on  déduit 

1X2,  gk',  77       =  /<•    -7 ^^— T-  > 

Si  2(0,  w'  sont  des  périodes  elliptiques  de  la  fonction  \(z,g,k),  la 
fonction  X(z,^^',p  J  admettra  les  deux  périodes  élémentaires  2  w,  —  2w, 
0»',  =  fo  4-  to',  qui  seront  aussi  périodes  elliptiques  de  cette  dernière 


♦ 


37 i  LIVRE  V.  -  CHAPITRE  II[. 

fonction;  car  on  a 

Le  nouveau  moçlule  complémentaire  est 


**='(v^^''f)  =  f' 


En  réduisant  les  multipliçîitevirs  à  l'unité,  on  mettra  les  relations  pré- 
cédentes sous  la  forme 


(43)  i,.(,,^*)-.':(M 


''(^'f)=7t— \' 


Elles  ramènent  le  cas  où  le  carré  du  module  est  réel  et  négatif  à  celui 
où  il  est  réel  et  positif. 

On  peut  aussi  opérer  cette  transformation  par  le  changement  des  pé- 
riodes. Considérons  les  fonctions  6  ei^  formées  avec  les  deux  constantes 
&)<  =  w,  co'j,  —  00  -f-  «',  mises  à  la  place  de  w  et  w';  comme  on  a 

^,  =  e  "•  =  ge*'  =  ~  q, 

nous  désignerons  les  fonctions  anciennes  par  Ô{z,  q),  ^(z,  q),  et  les 
nouvelles  par  6  {z,  —  q),  3-  (^,  ~  q).  La  constante  w  ne  changeant  pas, 
les  formules  (8)  du  n**  74  donnent  immédiatement 

(44)  Oijz,  —q)_6{z,—g)  _  e,{z,—q)^  0^{z,—q)_ 

0A2,q)  &.»{z,q]    ~    sl'iUz,q)"  \l'iB,[z,q)~''- 
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Des  relations  (i3)  du  u°  172,  on  déduit  ensuite 


Le  nouveau  module  et  le  nouveau  multiplicateur  sont  déterminés  par 
les  formules  (17)  du  n°  76  et  (24)  du  n°  159, 

et  Ton  retrouvé  aiusi  les  relations  (43).  Cette  dël'tîifere  trbhsformaiîotl 
pourrait  d'ailleurs  être  effectuée  ail  moyen  des  deUit  précédentes. 
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CHAPITRE  lY. 

INTÉGRATION    PAR    LES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 


238.  Les  exemples  d'équations  différentielles  que  nous  avons  con- 
sidérées jusqu'à  présent  appartiennent  tous  à  une  même  catégorie 
d'équations  différentielles,  celles  qui  ne  contiennent  pas  la  variable  z 

et  qui  sont  algébriques  entre  la  fonction  u  et  sa  dérivée  -t--  Désignons 
par  U  la  dérivée  y  >  et  soit 

(i)  F(a,U)=ro 

l'équation  proposée,  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier 
en  u  et  U,  du  degré  m  par  rapport  à  U  et  irréductible.  On  donne  pour 
z  =  ^0  1^  valeur  initiale  u^  de  la  fonction  u  et  la  valeur  Uo  de  la  déri- 
vée, Uo  étant  une  racine  simple  de  l'équation  F(mo>  U)  =  o  et  différente 
de  zéro.  En  vertu  du  théorème  général  sur  l'intégration  (n'^  208),  tant 
que  la  fonction  algébrique  U  de  m  reste  fonction  holomorphe  de  m,  la 
fonction  intégrale  u  reste  elle-même  fonction  holomorphe  de  z',  mais 
cette  fonction  intégrale  cesse,  en  général,  d'être  holomorphe  par  rap- 
port à  Zj  lorsqu'elle  arrive  dans  le  voisinage  d'une  valeur  u,  pour  la- 
quelle la  fonction  algébrique  U  devient  infinie  ou  acquiert  des  valeurs 
multiples. 

La  fonction  inverse  est  donnée  par  l'intégrale  définie 

r"  I 

(a)  z  —  Zo—  1     T\du  , 

^  étant  une  fonction  algébrique  de  u;  elle  est  de  l'espèce  de  celles  que 
nous  avons  étudiées  dans  le  Chapitre  IV  du  Livre  IIL  Nous  avons  vu 
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qu'à  chaque  valeur  de  m,  finie  ou  infinie,  correspondent  m  valeurs  de  ^, 
augmentées  de  multiples  quelconques  de  certaines  périodes.  Lorsqu'il 
n'y  a  pas  de  période,  ou  lorsque  toutes  les  périodes  sont  nulles,  2  et  m 
sont  liées  par  une  équation  algébrique  du  degré  m  par  rapport  à  z,  et 
par  rapport  à  d  d'un  degré  que  l'on  sait  déterminer  (n"  136);  mais, 
quand  il  y  a  des  périodes,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  ordinairement,  si  la 
fonction  intégrale  u  cesse  d'être  monotrope,  lorsqu'elle  arrive  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  w,  qui  est  un  pôle  ou  un  point  critique  de  la 
fonction  algébrique  U,  comme  à  cette  valeur  de  u  correspondent  une 
infinité  de  valeurs  de  z,  il  y  aura,  dans  le  plan  sur  lequel  est  figurée  la 
variable  z,  une  infinité  de  points  critiques  pour  la  fonction  m,  et  il 
pourra  arriver  qu'elle  acquière  une  infinité  de  valeurs  différentes. 

239.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que,  dans  toute  l'étendue  du  plan, 
c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  z,  la  fonction  intégrale  u 
n'admet  que  des  points  singuliers  algébriques,  savoir  :  des  pôles  ou  des 
points  critiques  algébriques.  Supposons,  en  efl^et,  que,  z  allant  de  z» 
à  z^  par  un  certain  chemin,  u  aille  de  Mq  a  une  valeur  finie  «<,  qui  soit 
un  point  critique  de  la  branche  correspondante  de  la  fonction  algé- 
brique rr-,  si  l'on  pose  z  =  z,  +  z',  m  =  m,  +  m',  cette  branche  de  la 

foncrtion  algébrique  se  développera  en  une  série  convergente  de  la 
forme  (n°  96) 

I  -  - 

(3)  ^=zb,-^h,u'P  ^b,u'P  +  ...; 

l'intégration  donne 

(4)  z'  =  u'{b,  A--^b,u~P  -^  —£— b,u'i -^  .  .  .]  : 
on  en  déduit 

(5)  u' =  z'\a^  + a, z'P -\- a:,z''p  ■+...)  . 

Ainsi  la  fonction  u  acquiert  p  valeurs  différentes,  qui  se  permutent 
circulairement,  quand  la  variable  z  tourne  autour  du  point  z,,  et,  par 
conséquent,  ce  point  est  un  point  critique  algébrique  de  la  fonction  u. 

48 
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Lorsque  la  branche  correspondante  de  la  fonction  algébrique  j^  de- 
vient infinie,  son  développement  est  de  la  forme 

I  zi/  1  1  \ 

(6)  ^  =  u'p  \b,-i-b,u'p -i-b^u'p -h...). 

Puisque  la  variable  z  conserve  une  valeur  finie  s,,  la  racine  infinie  ^ 

est  d'un  degré  -  i 
par  l'intégration, 


est  d'un  degré  -  plus  petit  que  un.  Posons/?'  =p  —  q;  on  en  déduit, 


(7) 

z' 

= 

p' 
u'P 

(E-b 

-+■ 

P' 

P 

-6. 

I 

I 
u'P 

-1 

p' 

p 

+  2 

et, 

par 

suite, 

h.u'P  H- 


(8)  u'  =  z'p\a,-\-ayZ'P' -^-a^z'P' -\-..  .) . 

Le  point  z^  est  encore  un  point  critique  algébrique  de  la  fonction  m,  à 
moins  que  l'on  ait/7'=  i;  dans  ce  cas,  ce  serait  un  point  ordinaire. 
Supposons  maintenant  que,  la  variable  z  allant  de  ^o  à  z<,  la  fonc- 
tion u  devienne  infinie;  on  posera 

M  =  -?     V=r -7-=— t^'U; 
V  dz 

l'équation  proposée  (i)  se  change  en  une  équation  algébrique  entre  v 
et  V,  du  degré  m  par  rapport  à  V,  et  l'intégrale  définie  devient 


(9)  z'  =  z-z,—J     i 


dç. 

o       ^ 

Le  raisonnement  précédent  s'applique  à  la  fonction  v;  on  en  conclut 
que  le  point  Zf  est  un  point  ordinaire  ou  un  point  critique  algébrique 
de  cette  fonction,  et,  par  conséquent,  un  pôle  ou  un  point  critique 
algébrique  de  la  fonction  u. 

240.  Nous  nous  occuperons  spécialement,  dans  ce  qui  suit,  du  cas 
où  la  fonction  intégrale  u  est  monotrope.  Cherchons  d'abord  à  quels 
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caractères  on  reconnaîtra,  sur  l'équation  différentielle,  que  la  fonction 
intégrale  jouit  de  cette  propriété.  La  fonction  n'ayant  alors,  dans  toute 
l'étendue  du  plan,  pas  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles,  sera 
méromorphe;  mais  nous  savons  (n**  86)  que  la  dérivée  d'une  fonction 
niéromorphe  ne  devient  infinie  que  lorsque  la  fonction  est  elle-même 
infinie;  il  en  résulte  que,  si  l'on  ordonne  l'équation  proposée  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  la  dérivée,  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  doit  être  constant;  l'équation  sera  donc  de  la  forme 

les  coefficients/,  (m), /a (m),.  . .  étant  des  polynômes  entiers  en  u.  Si 
l'on  pose  w  =  ->  cette  équation  devient 

<■■)  er-  ^'z.  (^)  er-  "•/-  (o  (Êr— -/-  (^) =-' 

la  fonction  v  étant  méromorphe  comme  la  fonction  u,  l'équation  trans- 
formée doit  aussi  avoir  ses  coefficients  entiers;  il  en  résulte  que  les 
polynômes/,  (m), /a (w), ..., /„(w)  doivent  être,  au  plus,  le  premier 
du  second  degré,  le  second  du  quatrième  degré, . . . ,  le  dernier  du 
degré  am. 

Supposons  que,  la  variable  z  allant  de  z^  à  z,  par  un  chemin  conve- 
nable, la  fonction  u  acquière  une  valeur  m,,  pour  laquelle  la  fonction 
algébrique  U  devient  égale  à  une  racine  multiple  différente  de  zéro;  la 

fonction  ^»  conservant  une  valeur  finie,  est  représentée  par  la  série  (3), 

et  la  fonction  u'  par  la  série  (5);  pour  que  la  fonction  u  reste  mono- 
trope  dans  le  voisinage  du  point  z^,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  l'on 
ait  jD  =  1,  et,  par  conséquent,  que  la  fonction  algébrique  U  reste  mo- 
notrope  par  rapport  à  w,  il  faut,  pour  cela,  que  les  systèmes  circulaires 
qui  composent  la  racine  multiple  soient  formés  chacun  d'une  seule 
racine.  On  verra,  en  suivant  la  méthode  que  nous  avons  indiquée  pour 
l'élude  des  fonctions  algébriques  (n*^*  34  et  35),  si  cette  condition  est 
remplie. 

48. 
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241.  Supposons  maintenant  que,  la  variables  allantdezo  àz,,  la  fonc- 
tion u  acquière  une  valeur  m<,  pour  laquelle  la  fonction  algébrique  U 
devient  nulle;  la  variable  z  restant  finie,  cette  racine  U  est  d'un  degré 
inférieur  à  l'unité,  et,  .par  conséquent,  elle  appartient  à  un  système 

circulaire  de  p  racines;  la  fonction  ^^^i  qui  devient  infinie,  est  repré- 
sentée par  la  série  (6),  et  la  fonction  u'  par  la  série  (8);  pour  que  la 
fonction  intégrale  u  reste  monotrope  dans  le  voisinage  du  point  z,,  il 
est  nécessaire  et  il  suffit  que  p'  =  i,  c'est-à-dire  que  la  racine  nulle  U 

soit  du  degré  i 

Il  est  aisé  de  reconnaître,  a  priori,  que  cette  condition  est  nécessaire; 
car,  si  la  fonction  u  est  monotrope  dans  le  voisinage  du  point  z,,  elle 
se  développe  en  une  série  de  la  forme 

(12)  u'  =  a,z'i'-i-  (iiZ'i'-^'  -j-.  .  .; 

sa  dérivée 

(i3)  [}  =  paoz'P-'-h{p-hi)aiZ'f -^.  .  . 

s'annulant  pour  z'  =  o,  le  nombre  entier/?  est  plus  grand  que  un.  De 
la  série  (12),  on  déduit 

(i4)  •  z'  —  bou'l'-hbiU'P  -h.  .  ., 

et,  en  portant  dans  la  série  (i3), 

(15)  U  =  m'  />  U«  +  A,a'PH-A,a>4-.    .); 

la  racine  infiniment  petite  U  appartient  donc  à  un  système  circulaire 

de/?  racines,  et  elle  est  du  degré  !----• 

Il  reste  à  examiner  ce  qui  se  passe  lorsque  la  fonction  u  devient 
infinie  pour  une  valeur  finie  z<  de  z.  Nous  nous  servirons,  pour  cela, 
de  l'équation  transformée  (i  i).  Si,  pour  v  =  o,  les  racines  différentes 
de  zéro  sont  monotropes  par  rapport  à  ç^,  et  si  cbacune  des  racines 
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égales  à  zéro  et  d'un  degré  plus  petit  que  l'unité  est  du  degré  i > 

p  étant  le  nombre  des  racines  du  système  circulaire  auquel  elle  appar- 
tient, on  en  conclura,  comme  précédemment,  que  v  est  une  fonction 
monotrope  de  z  dans  le  voisinage  du  point  z^.  On  arrive  ainsi  au  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  I.  —  Pour  quune  équation  différentielle  algébrique  et  irré- 
ductible, entre  u  et  -r-i 
dz 

©"-/■<«)(sr-/.(")(a""'--^-<«)=<'. 

he  contenant  pas  la  variable  z,  admette  une  intégrale  monotrope,  il  est 
nécessaire  et  il  suffit  :  i  °  que  les  coefficients  y,  (  m ) ,  y*2  (  m ) , . . . , y^  (  w )  soient 
des  polynômes  entiers  et,  au  plus,  le  premier  du  second  degré,  le  second 
du  quatrième  degré,... ,  le  dernier  du  degré  2m;  a°  que  chaque  racine  de 
l'équation,  tant  qu'elle  ne  devient  pas  nulle,  reste  holomorphe  par  rapport 
à  m;  3°  que  chaque  racine  nulle  et  d'un  degré  plus  petit  que  l'unité  soit  du 

degré  i •>  p  étant  le  nombre  des  racines  du  système  circulaire  auquel 

elle  appartient;  4°  enfin  que  l'équation  différentielle,  que  l'on  déduit  de 

la  proposée  en  posant  u  =  -■>  présente  pour  v  =  o  les  mêmes  caractères. 


242.  La  considération  de  l'intégrale  définie  (2)  nous  apprend  que 
u  est  une  fonction  algébrique  de  z,  ou  une  fonction  périodique.  Il 
résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  143  qu'une  fonction  monotrope 
ne  peut  admettre  plus  de  deux  périodes  distinctes;  le  nombre  des 
périodes  sera  donc  zéro,  un  ou  deux.  La  fonction  intégrale  est,  dans 
le  premier  cas,  une  fonction  rationnelle;  dans  le  second  cas,  une  fonc- 
tion simplement  périodique;  dans  le  troisième  cas,  une  fonction  dou- 
blement périodique.  Dans  le  Chapitre  IV  du  Livre  III,  nous  avons  indiqué 
une  méthode  pour  la  réduction  du  nombre  des  cycles;  ceci  nous  donne 
une  limite  supérieure  du  nombre  des  périodes;  mais  on  ne  peut  pas  en 
conclure  d'une  manière  certaine  le  nombre  des  périodes  distinctes.  Il 
peut  arriver,  par  exemple,  que  l'intégrale  définie  relative  à  l'un  de  ces 
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cycles  soit  nulle,  et  alors  la  période  correspondante  est  nulle.  Il  importe 
donc  de  trouver  des  caractères  auxquels  on  pourra  reconnaître,  sur 
l'équation  diflerentielle  elle-même,  à  laquelle  des  trois  classes  appar- 
tient la  fonction  intégrale.  Pour  voir  si  la  fonction  intégrale  est  mono- 
trope,  nous  n'avons  pas  eu  à  nous  occuper  des  racines  nulles  d'un  degré 
égal  ou  supérieur  à  l'unité;  c'est  la  considération  de  ces  racines  qui 
nous  permettra  de  distinguer  l'espèce  de  la  fonction  intégrale. 

Examinons  d'abord  le  cas  où  l'équalion  (lo),  pour  toutes  les  valeurs 
de  u  qui  annulent/^  (m),  et  l'équation  (ii)  pour  v  =  o,  n'admettent 
aucune  racine  nulle  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  un.  Dans  ce  cas, 
l'intégrale  définie  (2)  conserve  une  valeur  finie  (n**  111).  Imaginons 
que  l'on  représente  la  variation  de  u  par  le  mouvement  d'un  point  sur 
une  sphère,  et  celle  de  z  par  celui  d'un  point  sur  un  plan;  après  avoir 
marqué  sur  la  sphère  les  points  critiques  de  la  fonction  algébrique  U 
et  formé  un  système  de  lacets  fondamentaux  ayant  pour  origine  le  point 
initial  Uq,  concevons  que  la  variable  u  parte  du  point  Wq,  U  ayant  une 
valeur  déterminée  Uo,  et  aille  en  un  point  quelconque  de  la  sphère  par 
un  arc  de  grand  cercle,  précédé  des  combinaisons  des  lacets  fondamen- 
taux qui  font  acquérir  à  U  les  m  valeurs  qu'elle  peut  avoir  au  point  Wq- 
Afin  de  distinguer  ces  chemins,  nous  regarderons  chaque  point  de  la 
sphère  comme  l'assemblage  de  m  points  caractérisés  par  les  m  valeurs 
de  U;  à  chaque  point  [u,  U)  de  la  sphère  correspond  un  point  z  du 
plan,  et  à  la  sphère  entière  une  portion  finie  du  plan.  Prenons  un 
point  M'  en  dehors  de  cette  partie  du  plan;  dans  l'intégration  directe, 
quand  la  variable  z  arrive  en  M'  par  un  chemin  quelconque,  la  fonction 
monotrope  u  acquiert  en  ce  point  une  valeur  déterminée  u^,  et  sa  dé- 
rivée U  une  valeur  aussi  déterminée  U<.  Soit  M  le  point  situé  dans  la 
partie  finie  du  plan  et  qui  correspond  au  point  (m,,  U,)  de  la  sphère; 
quand  la  variable  z  décrit  dans  le  plan  une  ligne  quelconque  allant  du 
point  M  au  point  M',  par  exemple  la  droite  MM',  la  variable  u  décrit  sur 
la  sphère  un  cycle  fournissant  la  période  MM';  si  l'on  ajoute  cette  pé- 
riode à  chacune  des  valeurs  de  z  obtenues  précédemment,  la  portion 
finie  du  plan  se  reproduira  à  côté  une  première  fois,  puis  une  seconde 
fois,  et  ainsi  de  suite;  mais  cette  opération  ne  donne  pas  tout  le  plan. 
Prenons  un  pOint  M"  en  dehors,  et  soit  M  le  point  homologue  situé 
dans  la  partie  finie  du  plan;  nous  obtiendrons  de  la  même  manière 
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une  seconde  période  i\IM".  On  conclut  de  là  que  la  fonction  m  de  s 
est  doublement  périodique;  l'ordre  de  la  fonction  doublement  pério- 
dique est  marqué  par  le  degré  m  de  l'équation  proposée  (lo)  par  rap- 

port  à  ^(n°  181). 

243.  Supposons  maintenant  que,  pour  une  valeur  finie  u^  de  m, 
l'équation  (lo)  admette  une  racine  nulle  U,  d'un  degré  égal  ou  supé- 
rieur à  l'unité;  toutes  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  au  point 
(m<,  U,)  de  la  sphère  seront  infinies.  Il  est  impossible,  d'après  cela,  que 
la  fonction  monotrope  u  soit  doublement  périodique;  car,  si  cela  était, 
il  y  aurait  dans  chacun  des  parallélogrammes  du  réseau  construit  avec 
les  périodes  un  point  z^  correspondant  au  point  (m,,  U,)  de  la  sphère 
(n°  181).  On  arrive  à  la  même  conclusion  lorsque  l'équation  (i  i)  admet 
pour  (>  =  o  une  racine  nulle  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  un.  Ainsi, 
dans  ce  cas,  la  fonction  intégrale  est  rationnelle  ou  simplement  pério- 
dique. 

Voici  comment  on  peut  distinguer  ces  deux  cas.  Lorsque  pour 
une  valeur  finie  w,  de  u  l'équation  (lo)  admet  une  racine  nulle  d'un 

degré  i  +  —  supérieur  a  I  unité,  et  appartenant  a  un  système  circu- 
laire de  p  racines,  la  branche  correspondante  de  la  fonction  -çx  devient 
infinie,  et  est  représentée  par  la  série 

y— a'      p    \b, -\- b^u'P -h  biU'P -^  .  .  .  )  ; 

on  en  déduit,  par  l'intégration, 

_p 

-bai'     1"  —  ...  +  Vlog"'-<-C-!-p6/+,M''' 


n  p'  P'~^ 


Remarquons  d'abord  que  le  coefficient  h^  est  nécessairement   nul; 
car,  si  l'on  pose  m'  =  m"'',  z  —  —,->  l'équation  précédente  devient 

u"p'=  z'p'  (-tb,-  -^E-—  6. u"-   . .  +  pb^u"p'  logM"-i-  C«Vh-  . .  V 
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et,  en  faisant  u"  —  vz\ 


P 


VP  =— A6„ JL^b^vz'—. .    +pbpfVP'z'p'{\ogz'  -{-  logf)  +  CvP'z'p'-]-.  .  .; 


p       p 

si  l'on  pose  ensuite  v^^=  (—  ^^  ^o)^'  ^  =  ^o  +  ^''  on  arrive  à  une  équa- 
tion de  la  forme 

(i6)  Zo  +  Z,c'+Z2f"  +  .    .=  o, 

où  Zo,  Z,,  Za,.. .  désignent  des  séries  convergentes  ordonnées  suivant 
les  puissances  entières  et  croissantes  de  z',  et  dont  les  p'  premières 
renferment  en  outre  chacune  un  terme  tel  que  Az'^^log^',  qui  s'annule 
pour  z'  =  o.  Concevons  que  la  variable  z'  soit  comprise  dans  un  cercle 
décrit  du  point  z' =  o  comme  centre  avec  un  rayon  très-petit  p,  cercle 
dans  lequel  on  a  pratiqué  une  coupure  suivant  un  rayon;  une  valeur  du 
logarithme  étant  adoptée  en  un  point,  la  fonction  z''''  logz'  aura  une 
valeur  déterminée  et  très-petite  en  chaque  point.  Nous  pouvons  ré- 
péter ici  le  raisonnement  du  n°  28  ;  la  première  série  Zo  s'annulant 
pour  z'  =  o,  et  la  seconde  Z,  contenant  un  terme  p'v^~^  indépendant 
de  z',  on  en  conclut  que  l'équation  (i6)  admet  une  racine  très-petite  v'. 
Si  l'on  adoptait  une  autre  détermination  du  logarithme,  les  coefficients 
de  l'équation  ayant  d'autres  valeurs,  l'équation  admettrait  une  autre  ra- 
cine très-petite,  et  ainsi  de  suite.  Il  en  résulte  qu'à  chaque  valeur  de  z' 
correspondraient  une  infinité  de  valeurs  de  ç\  ce  qui  est  impossible, 
puisque  la  fonction  intégrale  u  est  monotrope. 

Le  coefficient  6^/ étant  nul,  l'équation  (i6)  définit  une  fonction  t»' 
monotrope  par  rapport  à  z';  puisque  la  fonction  u  est  monotrope  par 
rapport  à  ^,  on  a  en  outre  p'z=i.  La  fonction  u,  différant  très-peu 
d'une  quantité  constante  m,  pour  toutes  les  valeurs  de  z'  inférieures  à 
un  certain  module  et,  par  conséquent,  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
supérieures  à  un  certain  module,  est  rationnelle;  car,  pour  ^  =  oo  ,  les 
fonctions  périodiques  sont  indéterminées.  On  arrive  à  la  même  con- 
clusion lorsque,  pour  ç^  =  o,  l'équation  (u)  admet  une  racine  nulle 
d'un  degré  supérieur  à  l'unité. 

244.  Il  est  aisé  de  voir,  a  priori,  que  ces  conditions  sont  nécessaires. 


INTÉGRATION  PAR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  385 

pour  que  la  fonction  intégrale  soit  rationnelle.  Considérons  d'abord 
une  fraction  rationnelle  dont  le  numérateur  soit  d'un  degré  égal  ou 
inférieur  à  celui  du  dénominateur.  Quand  z  augmente  indéfiniment, 

u  tend  vers  une  valeur  finie  m,  ;  si  l'on  pose  z  -—  —•>  u  =  Uf  -\-  ii',  la 

fonction  m',  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  z'  _  o,  se  déve- 
loppe en  une  série  entière 

{17)  u'  =  a»z'P-h  a^z'P^'-i-  .  .., 

et  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z'  inférieures  à  un  certain 
module.  On  en  déduit 

1  '  1' 

(18)  z'=zb, u'P  -i-  6, u'P  -h  b,  u'P  -+-..., 

les  nouveaux  coeiTicients  étant  liés  aux  premiers  par  les  relations 

(19)  a,6^  =  i,     atbl  -\-  pa,bt  =  o, 

En  diff"érentiant  la  série  (  17),  on  a 

U  =  -  z"  ^  -=  - pa, z'P^^  -{p~hi)a,  z'p^- . .   ; 

si  l'on  remplace  z'  par  sa  valeur  donnée  par  la  série  (18),  il  vient 

(20)  U^u'p    \k,-h  A.u'P -hAiU'P-^,..), 

et  par  suite 

(21)  -=zu'     P    \B,-\-B,u'P'i-B,u'P  +.    .). 

A  cause  des  relations  (19),  le  coefficient  du  second  ternie  dans  la 
série  (20),  et  par  suite  celui  du  terme  en  —  dans  la  série  (21),  sont  nuls. 
La  racine  infiniment  petite  U  appartient  donc  à  un  système  circulaire  de 
p  racines,  et  elle  est  du  degré  i  -h  -;  en  outre,  dans  le  développement 

de  Yj»  le  terme  en  —  manque. 

49 
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Lorsque  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle  est  d'un  degré  plus 
élevé  que  le  dénominateur,  u  devient  infinie  avec  z-,  mais  v  s'annule, 
et  la  racine  infiniment  petite  V  jouit  des  mêmes  propriétés. 

Il  est  impossible  que  l'équation  proposée,  lorsqu'elle  est  irréductible, 
et  sa  transformée  pour  v  —  o,  présentent  deux  racines  nulles  d'un 
degré  plus  grand  que  un  ;  car,  lorsqu'il  y  a  une  racine  de  cette  sorte,  la 
fonction  u  est  rationnelle,  et,  par  conséquent,  diffère  très-peu  d'une 
quantité  déterminée  pour  les  valeurs  très-grandes  de  z. 

245.  Supposons  maintenant  que,  pour  m=  w,,  l'équation  proposée 
admette  une  racine  du  degré  un  et  appartenant  à  un  système  circulaire 
de/?  racines.  Si  l'on  pose  u=^u^-\--  u' ,  la  branche  correspondante  de  la 

fonction  yj  sera  représentée  par 

(22)  ^=:^u'-'\K~^b,u''f'-^b^uP~\-    ..), 

d'où 

2  =  ^0  logM'  +  C  H-  pb,  u'P  -+- ^  bi  u'T> -\- 

L'intégrale  définie  a  ici  la  période  polaire  m  ---  iph^^ni-,  on  en  conclut 
que  la  fonction  u  est  simplement  périodique. 

En  posant  m'  —  u"p,  t  —  e"  ,  on  déduit-de  l'équation  précédente 

(23)  /==-- m"(«o+«.  m"+«5m"'H-.  . .);    • 

le  point  u=^  Ui  est  donc  un  point  critique  algébrique,  ou  un  point  or- 
dinaire SI  p=  1,  de  la  fonction  /  de  m. 

Supposons  que,  pourw^Wa,  l'équation  admette  une  autre  racine 
du  degré  un;  si  l'on  pose  u  =  u^-^-  u',  la  branche  correspondante  de  la 

fonction  -^  sera  représentée  par  une  série  de  la  forme  (22);  on  en  dé- 
duit pour  z  une  expression  de  la  forme  (23);  si  la  période  polaire  est 
égale  à  la  précédente  et  de  signe  contraire,  il  en  résulte  pour  t  une 
expression  telle  que 

(24)  ^=w"(a:-i-a>"-ha;a"=  +  ...j; 
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le  point  u^=u^  est  un  point  critique  algébrique  ou  un  point  ordinaire 

(le  la  fonction  —,  et,  par  conséquent,  un  point  critique  algébrique  ou   . 

un  pôle  de  la  fonction  t.  Ainsi  la  fonction  f  de  m  n'a,  sur  toute  la 
sphère,  que  des  points  singuliers  algébriques;  d'ailleurs,  à  une  valeur 
de  u  correspond  un  nombre  fini  de  valeurs  de  t\  on  en  conclut, 
d'après  le  théorème  du  n°  135,  que  les  deux  quantités  /  et  m  sont  liées 
par  une  équation  algébrique.  Puisqu'à  chaque  valeur  de  t  ne  correspond 
qu'une  valeur  de  m,  cette  équation  est  du  premier  degré  par  rapport 
à  M,  et,  par  conséquent,  u  est  égale  à  une  fraction  rationnelle  de  t. 
Remarquons  actuellement  qu'une  fraction  rationnelle  de  t  prend  des 

valeurs  déterminées  u^  et  «a  pour  z  =  o  et  /  =  oo  ;  en  posant  m  =  t^,  +  u\ 

dz 
ou  M  =  W2  4- w',  on  obtient  pour -t- des  expressions  de  la  forme  (22). 

Il  en  résulte  que,  si  l'équation  proposée,  Ou  sa  transformée  pour  (^  =  o» 
admet  une  racine  nulle  du  degré  un,  elles  en  admettent  une  autre,  et 
ces  deux  racines  fournissent,  dans  l'intégrale  définie ,  des  périodes 
égales  et  de  signes  contraires.  Il  peut  arriver  que  ces  deux  racines 
nulles  correspondent  à  une  même  valeur  de  u. 

De  ce  qui  précède,  on  conclut  : 

Théorème  II.  —  Les  conditions  qui  rendent  la  fonction  intégrale 
monotrope  étant  remplies  :  1°  la  /onction  intégrale  est  doublement  pério- 
dique, lorsque  l'équation  proposée  pour  aucune  valeur  finie  de  u,  ou  la 
transformée  pour  p  =  o,  n  admet  de  racine  nulle  d'un  degré  égal  ou  su- 
périeur à  l'unité;  2"  elle  est  rationnelle,  lorsque  l'équation  proposée  pour 
une  valeur  finie  de  m,  ou  la  transformée  pour  v=  o,  admet  une  racine 
nulle  d'un  degré  plus  grand  que  un;  3"  elle  est  simplement  périodique, 
lorsque  l'équation  proposée  pour  une  valeur  finie  de  u,  ou  la  transformée 
pour  V  =  o,  admet  une  racine  nulle  du  degré  un. 

Quand  on  a  reconnu  la  nature  de  la  fonction  intégrale,  on  peut  se 
proposer  de  la  déterminer  au  moyen  des  éléments  connus.  Si  elle  est 
rationnelle,  elle  sera  égale  au  quotient  de  deux  polynômes  entiers.  Si 
elle  est  simplement  périodique,  elle  sera  égale  à  une  fraction  ration- 

nelle  de  l'exponentielle  t  =  e  "  .  Enfin,  si  elle  est  doublement  pério- 
dique, on  l'exprimera  rationnellement  à  l'aide  de  la  fonction  elliptique 
X(z),  aux  mêmes  périodes,  et  de  sa  dérivée  (n°  161). 

49. 
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Équations  différentielles  binômes. 

246.  Appliquons  les  principes  que  nous  venons  d'établir  à  l'étude 
de  l'équation  binôme 

(..5)  l^^y  r=Y  {u)^-G{u-  aY{H-bY' .  .  ., 

dans  laquelle  F  (m)  désigne  un  polynôme  entier  en  u  du  degré  2m  au 
plus.  Par  une  transformation  du  premier  degré,  on  peut  toujours  ramener 
le  cas  où  le  degré  du  polynôme  est  plus  petit  que  2m  à  celui  où  il  est 

égal  à  am;  il  suffit  pour  cela  de  poser  m  =  m^  h — ?  Wq  étant  une  quan- 
tité arbitraire  qui  n'annule  pas  F  (m);  nous  supposerons  donc  que  le 
polynôme  est  du  degré  2m,  ce  qui  revient  à  dire  que,  sur  la  sphère,  le 

point  M  =  00  est  un  point  ordinaire  pour  la  fonction  r-  (n°  239).  L'équa- 
tion proposée  se  met  sous  la  forme 

du  1  t 

(26)  ^^-=g-(«~«)^("-6r'--.; 

nous  supposons  chaque  exposant  réduit  à  sa  plus  simple  expression; 
leur  somme  est  égale  à  deux.  Pour  que  la  fonction  intégrale  soit  mo- 
notrope,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  exposants  inférieurs  à 

l'unité  soient  de  la  forme  1  —  -  (n"  241);  chacun  de  ces  exposants  sera 

égal  ou  supérieur  à  -•  La  fonction  intégrale  est  doublement  périodique 

si  tous  les  exposants  sont  inférieurs  à  l'unité,  rationnelle  s'il  y  en  a 
un  supérieur  à  l'unité,  simplement  périodique  s'il  y  en  a  un  égal  à 
l'unité. 

Le  second  membre  de  l'équation  (26)  peut  être  formé  d'un  seul  fac- 
teur affecté  de  l'exposant  2  ou  1  -r  -5  dans  ce  cas,  l'intégrale  est  ration- 
nelle. S'il  renferme  un  premier  facteur  affecté  d'un  exposant  plus  grand 
que  r,  mais  plus  petit  que  2,  il  est  formé  de  deux  facteurs;  le  second 
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exposant  étant  de  la  forme  i  -  —.le  premier  est  i  +  -?  et  l'intégrale 
est  rationnelle.  On  a  ainsi  les  deux  équations  différentielles 

,  .  m-f-i  m  — I 

qui  admettent  des  intégrales  rationnelles. 

Il  peut  y  avoir  deux  exposants  égaux  à  i,  ou  un  exposant  égal  à  i 

et  deux  autres  égaux  chacun  à  -\  les  deux  équations  différentielles 

,    „.  du  ,  .  ,  , .       du         ,  ,   / ; 

(28)  —r=g{u-a){u~b),     —=g{u~a)^(u~b){u-c) 

admettent  des  intégrales  simplement  périodiques.  La  seconde,  mise 
sous  forme  entière,  a  deux  racines  nulles  du  degré  un  pour  la  même 
valeur  u  :=  a. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  tous  les  exposants  sont  inférieurs 

à  Tunité  et  de  la  forme  i i  dans  ce  cas,  la  fonction  intégrale  est 

doublement  périodique.  Il  y  aura  au  moins  trois  facteurs,  puisque  la 
somme  des  exposants  est  égale  à  deux;  il  ne  peut  pas  y  en  avoir  plus 

de  quatre,  puisque  chacun  des  exposants  est  égal  ou  supérieur  à-- 

S'il  y  a  quatre  facteurs,  les  quatre  exposants  sont  égaux  à  -->  et  l'on  a 
l'équation  différentielle 

du 

(29)  ■j^=gs/(u-^a)[u  —  b)(u-c){u-d). 

S'il  y  a  trois  facteurs,  la  somme  des  trois  exposants  r »  1 j, 

I 7;  étant  égale  à  deux,,  les  trois  nombres  entiers  />,  p\  p"  doivent 

satisfaire  à  la  relation 

3o  )  _  -j-  _  H r  =  I . 

P         P  P 
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Supposons  ces  trois  nombres  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante. 
Nous  remarquons  d'abord  que  le  plus  petit  p  ne  peut  être  plus  grand 
que  3;  on  ne  pourra  donc  lui  attribuer  que  les  deux  valeurs  3  et  2. 
Soit/)  =  3;  la  relation  (3o)  devient 


il  faudra  faire  aussi  /?'—/?"- 3;  on  obtient  ainsi  l'équation  diffé- 
rentielle 

du  ^-  ^  ^ 

(3i)  —=gi^u-aY{u-hY{u~c)\ 

Soit  maintenant  p  =  d.-,    la    relation   (3o)   devient  -,  H — u  — -\  le 

nombre//  ne  peut  être  plus  grand  que  4;  comme  il  est  d'ailleurs  plus 
grand  que  2,  on  ne  pourra  lui  atribuer  que  les  deux  valeurs  4  et  3.  Si 
p'  =:  4,  on  a/?"=  4.  ce  qui  donne  l'équation  différentielle 

(3..)  -!^=:g(u~arin-by{u~cy. 

Si  p' =  3,  on  A  p"  —  6,  et  l'on  obtient  l'équation  différentielle 

(33)  •  l^--^  =  g(u-ay{u-br{n-cr. 

247.  Ainsi,  outre  les  quatre  équations  (27)  et  (28)  que  l'on  sait 
intégrer,  et  dont  les  intégrales  sont  rationnelles  ou  simplement  pério- 
diques, il  existe  quatre  autres  équations,  (29),  (3i),  (32)  et  (33),  dont 
les  intégrales  sont  des  fonctions  doublement  périodiques.  Ces  équations 
présentent  les  quatre  types  suivants  : 

(I)  V'=G{u—a)(u  —  b){u  —  c){u-d), 

(II)  \]'  =  G{u  —  a)HH-bY{u-cy, 

(III)  \}*=Giu  —  ay{u  —  bY{u  —  cY, 

(IV)  \]'  —  G{u-aYiu~byiu  —  cY. 
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Les  fonctions  intégrales  sont  respectivement  du  second,  du  troisième, 
du  quatrième  et  du  sixième  ordre. 

La  fonction  algébrique  U  de  w,  définie  par  l'équation  (I)  du  second 
degré,  admet  sur  la  sphère  quatre  points  critiques  a,  è,  c,  d,  autour  de 
chacun  desquels  se  permutent  les  deux  racines.  La  fonction  algébrique 
définie  par  l'équation  (II)  du  troisième  degré  admet  trois  points  cri- 
tiques a,  è,  c,  autour  de  chacun  desquels  se  permutent  les  trois  racines. 
La  fonction  algébrique  définie  par  l'équation  (III)  du  quatrième  degré 
a  aussi  trois  points  critiques  a,  b,  c\  les  quatre  racines  se  permutent 
circulairement  autour  de  chacun  des  deux  derniers;  autour  du  pointa, 
les  quatre  racines  se  divisent  en  deux  systèmes  circulaires,  comprenant 
chacun  deux  racines.  L'équation  (IV),  qui  est  du  sixième  degré,  pré- 
sente également  trois  points  critiques;  les  six  racines  forment  autour 
du  point  a  trois  systèmes  circulaires  de  deux  racines,  autour  du  point  b 
deux  systèmes  circulaires  de  trois,  et  enfin  autour  du  point  c  un  seul 
système  de  six.  Nous  dirons  qu'un  point  critique  a  autour  duquel  se 
permute  un  système  circulaire  de  p  racines  est  de  l'ordre/?,  et  nous 
le  désignerons  par  le  symbole  a'^P^  ;  nous  regarderons  le  point  a,  dans 
l'équation  (IV),  comme  la  réunion  de  trois  points  critiques  du  second 
ordre,  et  le  point  b  comme  la  réunion  de  deux  points  critiques  du  troi- 
sième ordre.  De  cette  manière,  la  distribution  des  points  critiques,  pour 
les  quatre  équations  précédentes,  sera  figurée  par 

Nous  avons  vu  (n°  111)  que  le  nombre  des  périodes  de  l'intégrale 
définie  est  au  plus  l{p  —  i)  —  !i{m  ~  i)\  en  appliquant  cette  règle 
aux  cas  actuels,  on  trouve  effectivement  que  le  nombre  des  périodes 
ne  surpasse  pas  deux. 

Si  Ton  fait  coïncider  l'un  des  points  critiques  avec  le  point  0'  de 
la  sphère,  à  l'aide  d'une  transformation  du  premier  degré,  telle  que 

u  —  a  -\-  -•>  on  déduit  des  quatre  types  principaux  les  sept  formes 


36' 
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dérivées 

(34)  \]'--=G{u  —  a)iu-b){u-c), 

(35)  V'=zG{u  —  ayiu  —  b)% 

\]*  =  G{u—bY{u  —  c)\ 

\]'  =  Giu  —  aY{u~bY, 

;37)  {  U«  =  G(a  — a)'(M-  c)% 

U''  =  G(m  —  bYiu  —  c)K 

248.  Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  ces  équations  différen- 
tielles au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  L'équalion  (III)  et  ses  deux 
formes  dérivées  (36)  rentrant  les  unes  dans  les  autres,  il  suffit  de  con- 
sidérer la  première  des  équations  (36), 

du  ^  - 

■^=g{u-aY{u~-bY; 

en  posant  u  =  b  +  v'^y  on  ramène  celle-ci  à  l'équation 

dz       7.^    ^  ' 

qui  est  de  la  forme  (34),  dérivée  du  premier  type.  De  même,  l'équa- 
tion (IV)  et  ses  trois  formes  dérivées  (Sy)  rentrant  les  unes  dans  les 
autres,  il  suffit  de  considérer  la  première  des  équations  (3^), 

du  11 

-^^g{u-af[u-bY\ 

en  posant  m  =  6  -f-  ç'%  on  la  ramène  à  l'équation 

dv 


qui  est  aussi  de  la  forme  (34).  L'équation  (II)  se  ramène  à  sa  forme 
dérivée  (35);  pour  intégrer  cette  dernière,  nous  poserons 

y^_{u  —a){u  —  b)^ 
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d'où 

(38)  (^u-a){u-b)  =  Gv\     V  =  Gv\ 

et,  par  suite,- 


(39)  „  =  -_^^^(«_^)Vg.. 

On  déduit  de  l'équation  (38),  par  la  différentiation, 

3Gf*-y-  =  2  (  M I  U  =  2GfM  M —  J 


d'où 


'4«)  ^:=i\/(^)'-«- 

Cette  dernière  équation  est  aussi  de  la  forme  (34),  et  définit  une  fonc- 
tion doublement  périodique  du  second  ordre.  La  fonction  u,  qui  est  du 
troisième  ordre,  est  donnée  par  l'équation  (Sg),  qui  se  réduit  à 

...  a  -i-  b      3  dv 

(<■)  "=-^-  +  ;3i- 

Nous  avons  ainsi  ramené  à  l'équation  (34)  les  quatre  types  d'équations 
différentielles  binômes  et  leurs  sept  formes  dérivées;  nous  avons  vu 
(n^'âlO)  comment  on  ramène  l'équation  (34)  à  la  forme  particulière 
qui  convient  à  la  fonction  elliptique  X(.z). 


Equations  du  troisième  degré. 

249.  Proposons-nous  de  rechercher,  parmi  les  équations  différen- 
tielles du  troisième  degré,  celles  qui  admettent  des  intégrales  mono- 
tropes  et  doublement  périodiques.  Nous  avons  vu  (n°  181)  que  le  coef- 
ficient de  la  première  puissance  de  U  doit  être  nul;  ces  équations 
rentrent  donc  dans  la  forme  trinôme 


(4^)  U"'-4-/,JM)U"'-'-f-/«(M)=0. 


5q 


Ik- 
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Nous  pouvons  supposer  que  les  polynômes  entiers/,  et/„  sont,  le  pre- 
mier du  second  degré,  le  second  du  degré  2/72,  et  que  pour  (^  =  o 
l'équation  transformée  n'a  que  des  racines  simples.  Considérons  d'abord 
les  racines  nulles  d'un  degré  inférieur  à  l'unité.  Soit  (m  —  a)"  un  fac- 
teur du  dernier  terme  donnant  une  racine  de  cette  sorte;  posons 
u  =  a  -\-  u' .  Si  la  quantité  /,  (a)  est  différente  de  zéro,  le  premier 
groupe  dans  l'équation  est  formé  des  deux  termes 

f.{a)\}"'-^-rf:\a) 


1 . 2 . . .  /i 


il  y  a  m  —  I  racines  infiniment  petites  du  degré ;  il  faut  que  ce 

degré  soit  de  la  forme  i >  d'où  Ton  déduit 

(43)  ^^(j^-i)(m-i). 


le  nombre  entier/?,  plus  grand  que  i,  doit  être  un  diviseur  de  m  —  i 
Si  l'on  a/,  (a)  =  o,  le  premier  groupe  est  formé  des  deux  termes 


(«), 


u-^/rc^) 


1 .2. . .n' 


les  m  racines  sont  infiniment  petites  et  du  degré  —  ;  il  faut  que  ce  degré 


m 

soit  aussi  de  la  forme  i >  d'où 

P 


(44)  n= , 


_  (;?  — i)m^ 

p 


le  nombre  entier/?  doit  être  un  diviseur  de  m. 

Considérons  maintenant  les  racines  multiples  différentes  de  zéro. 
Elles  satisfont  à  l'équalion 
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Posons 


m  —  I 


(45)  \},  =  -- î-/,    U  =  U.  +  U', 


m 


(46)  <p(^)^/,4-(-i)»-^^-y"  '/.  ; 
Téquation  proposée  devient 

(47)  <p(a)_  ^Lzily;u7'-3U'^_..._(;,i_2)/,U"-'  +  U''"=o. 

Soit  Ui  une  valeur  de  u  qui  annule  «p  sans  annuler/,  et  par  suite /„; 
désignons  par  q  le  degré  du  facteur  binôme  u  —  u,  dans  le  polynôme  «p; 
si  l'on  pose  m  =  m,  +  u\  le  premier  groupe  dans  l'équation  est  formé 
des  deux  termes 

cp(î){M,) +(-1)"-'  ^         J^      [/.(«.)1"-'U'»; 

il  faut  que  les  deux  racines  infiniment  petites  U'  restent  monotropes; 
pour  cela,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  l'exposant  q  soit  pair;  il  en 
résulte  que,  si  dans  (p{u)  on  met  à  part  les  facteurs  binômes  qui 
entrent  dans/,,  le  polynôme  restant  doit  être  carré  parfait.  Quand 
toutes  ces  conditions  sont  remplies,  la  fonction  intégrale  est  monotrope; 
s'il  n'y  a  pas  de  racine  nulle  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  l'unité,  la 
fonction  est  en  outre  doublement  périodique. 

250.  Appliquons  ces  considérations  à  l'équation  du  troisième  degré 

(48)  U»-h/.(M)U'+/3(«)=o. 

Les  exposants  de  la  première  espèce  sont  égaux  à  i,  ceux  de  la  seconde 
espèce  à  a;  le  polynôme/3  est  donc  formé,  soit  de  six  facteurs  simples, 
soit  d'im  facteur  double  et  de  quatre  simples,  soit  de  deux  facteurs 
doubles  et  de  deux  simples;  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  deux  exposants 
de  la  seconde  espèce,  puisque  le  polynôme/,  est  du  second  degré.  On 

5o. 
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a  ainsi  les  trois  équations 

(49)  \]'-hMu~a){u—b)\J'-{-C{u—a'){u-b'){u—c')(u~d'){u~-e'){u-f')=^o, 
{5o)   \]'-\-k{u—a){u—a)\]'-hC{u—ay{u—b'){u—c'){u—d'){u—e')  —  o, 
(5i)    V'+k{u—a)iu—b)JJ'+Ciu—aYiu—hy{u-c'){u—d')  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  les  polynômes /<  et/3  n'ont  pas  de  racine  com- 
mune; le  polynôme  du  sixième  degré 

<p(a)=/3-f-l/,^ 

doit  être  le  carré  d'un  polynôme  P3  du  troisième  degré,  ce  qui  exige 
trois  équations  de  condition  entre  les  dix  coefficients  de/,  et/,;  il  en 
reste  donc  sept  arbitraires,  de  sorte  qu'on  peut  regarder/  et  P3  comme 
des  polynômes  quelconques  du  second  et  du  troisième  degré,  et 
l'équation  se  met  sous  la  forme 

(V)  U'-4-/u^+p^- 1^/^  =  0.    • 

Dans  le  second  cas,  les  deux  parties  qui  composent  le  polynôme  9 
admettent  le  facteur  commun  {u  —  ay-,  le  second  facteur,  qui  est  du 
quatrième  degré,  doit  être  le  carré  d'un  polynôme  P2  du  second  degré, 
ce  qui  exige  deux  équations  de  condition  entre  les  huit  coefficients 
de/  et/3;  il  en  reste  six  arbitraires,  de  sorte  qu'on  peut  regarder/ 
et  P2  comme  deux  polynômes  quelconques  du  second  degré;  le  poly- 
nôme cp  est  encore  le  carré  d'un  polynôme  (m  — «jPa  du  troisième 
degré.  Il  en  est  de  même  dans  le  troisième  cas  :  les  deux  parties  du 
polynôme  «p  renferment  le  facteur  commun  {u  —  a)^  [u  —  by  ;  le  second 
facteur,  qui  est  du  second  degré,  doit  être  le  carré  d'un  polynôme  P, 
du  premier  degré,  ce  qui  exige  une  équation  de  condition  entre  les  six 
coefficients  de/  et/;  il  en  reste  cinq  arbitraires,  de  sorte  qu'on  peut 
regarder/  et  P,  comme  deux  polynômes  quelconques  du  second  et 
du  premier  degré;  le  polynôme  9  est  encore  le  carré  d'un  polynôme 
(m  —  a)[u—  b) P<  du  troisième  degré.  Ainsi  les  trois  cas  rentrent  dans 
le  type  général  (V).  Dans  le  premier  cas,  les  deux  polynômes/  et  P3 
sont  premiers  entre  eux;  dans  le  second  cas,  ils  admettent  un  diviseur 


INTÉGRATION  PAR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  397 

commun  m  —  a  du  premier  degré;  dans  le  troisième  cas,  un  diviseur 
commun  {u  —  a)  {u  —  b)  du  second  degré  non-carré  parfait. 

251.  Pour  intégrer  l'équation  (V),  nous  la  ramènerons  d'abord  à  la 
forme 

(52)  \]''^f,\]''  +  Vl  =  o, 

en  posant  U  =  —  T^/t  -~  U'  (n°  249).  Concevons  le  polynôme  P,  du 

troisième  degré  décomposé  en  un  produit  de  deux  facteurs,  l'un  u  —  a 
du  premier  degré,  l'autre  Pa  du  second  degré,  et  posons  U'  =  Pa^; 
l'équation  précédente  devient 

(53)  u'{f,v-f,)-{-{u-acY'-^o. 

La  quantité  ç—  ^,  étant  le  quotient  de  deux  fonctions  monotropes 

doublement  périodiques,  aux  mêmes  périodes,  est  elle-même  une 
fonction  monotrope  doublement  périodique;  comme  elle  est  liée  à  la 
fonction  u  par  une  équation  algébrique  du  troisième  degré  en  v  et 
du  second  degré  en  u,  on  conclut,  d'après  le  tbéorème  du  n**  177, 
qu'elle  est  du  second  ordre.  La  détermination  de  la  fonction  u  du  troi- 
sième ordre  est  ainsi  ramenée  à  celle  d'une  fonction  v  du  second 
ordre. 

Le  calcul  n'offre  aucune  difficulté;   si   l'on  désigne  par  F  (m)  le 
premier  membre  de  l'équation  (53),  et  si  Ton  différentie,  on  a 


K^-'-l.^)  s -"'(") 


dv       ,    .  du 

dz 


et,  en  remplaçant  -3-  ou  U  par  sa  valeur  V^v  —  ^/i. 

(54)  Su^-r-¥'{u)  =  o. 

La  fonction  F' (m)  étant  du  premier  degré,  on  déduira  de  cette  der- 
nière équation  l'expression  rationnelle  de  u  au  moyen  de  v  et  de  sa 
dérivée  (n*^  161).  il  suffit  maintenant  d'éliminer  u  entre  les  équations 
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(53)  et  (54).  Tout  polynôme  du  deuxième  degré 

F(m)  — Lm^  4- ^Mm  H-N 
satisfaisant  à  la  relation 

[F'(m)P  =  4LF  (^^) -f- 4{M^- LN), 

l'équation  (53)  donne 

(55)  [F'(m)]==4(M^-LN). 

Soient 

/,  —  ku^  -h  2A,M  +■  A„       Pj  =  Bm'  +  2B,M  H-  B2; 

on  a  . 

L  =  B(''— Af'-i-i,    M=::B,t''  — A.t'^— a,     N  =  B,t^'— A2(/'+ a% 
M=  -  LN  =  f»[t;=(B.c  —  A,)'  -  (^'(Bv  —  k){^,v  —  A,) 

—  2a{B.f- A,)— a'(Bf  —  A)-(B,(/-A,)], 

et  l'on  arrive  à  l'équation 
dv      2 


(56)  -1-  =  3  \/c'(B,('-A,)'-2a(B, t^— A,)  -a}[l&v-k)  —  (B^t^— A,)(Bw^'— A f=+ 1), 

dont  l'intégrale  est  effectivement  une  fonction  doublement  périodique 
du  second  ordre. 

La  quantité  a,  dont  on  se  sert  dans  ce  calcul,  est  l'une  des  racines  de 
l'équation  du  troisième  degré  Pg  =  o;  dans  le  second  et  le  troisième 
cas,  on  prendra  a  =  «. 

252.  Nous  avons  trouvé  toutes  les  équations  du  troisième  degré  qui 
admettentdesintégralesmonotropesetdoublementpériodiques;  il  existe 
aussi  des  équations  du  troisième  degré,  de  la  forme  (4^),  admettant  des 
intégrales  monotropes  simplement  périodiques  ou  rationnelles.  Cher- 
chons d'abord  celles  dont  les  intégrales  sont  simplement  périodiques. 
Supposons  que  le  polynôme /a  contienne  un  facteur  double  (m  — a,  )^ 
n'entrant  pas  dans/,;  dans  le  voisinage  de  a<,  l'équation  admet  deux 
racines  infiniment  petites  du  degré  un  et  monotropes  par  rapport  à  w; 
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si  donc  l'intégrale  est  monolrope,  elle  sera  simplement  périodique 
(n"  245j.  On  obtient  ainsi  les  trois  équations 

(57)  V'  +  A{u-a){u~b)\]'-i-Ciu  —  a,yiu-a'){u~b'){U-c'){u-d')  =  o, 

(58)  l]^  +  A(a-  a){u-b)\]'-\-C(u  —  a,)Hu  —  aY{ii~b'){u  —  c')  =  o, 

(59)  \}'  +  A{u-a){u—b)V'-hCiu  —  a,y{u-aY{u-by  =  o, 

qui  rentrent  dans  un  même  type 

(VI)  U^  -h/,U'  -h  (a  -  a,)'Q^  -=  o, 

Q4  désignant  un  polynôme  du  quatrième  degré,  et/,  n'étant  pas  divi- 
sible par  u  —  Œf.  Pour  que  l'intégrale  soit  monotrope,  il  faudra,  comme 
précédemment,  que  le  polynôme  ç  soit  le  carré  d'un  polynôme  P3  du 
troisième  degré,  ce  qui  exige  trois  équations  de  condition  entre  les 
neuf  constantes  que  renferme  l'équation  (VI);  il  en  restera  donc  six 
arbitraires,  et,  par  conséquent,  il  existera  une  relation  entre  les  sept 
coefficients  des  polynômes/,  et  P3  qui  entrent  dans  l'équation  (S^). 
Puisque  l'intégrale  est  simplement  périodique,  cette  relation  signifie 
que  le  polynôme  du  quatrième  degré,  placé  sous  le  radical  dans  l'équa- 
tion (56),  admet  un  facteur  double. 

Pour  le  vérifier  aisément,  nous  réduirons  l'équation  (VI)  à  la  forme 
dérivée 

(60)  U'-+-/.U'-+-Q,=:o, 

qui  ne  renferme  plus  que  huit  constantes;  il  n'en  restera  donc  que  cinq 
arbitraires,  savoir  :  les  trois  coefficients  de/  et  deux  de  P3.  A  cause  de 
l'égalité 

(m  — «)»(BwM-2B.M  +  B,)'=|5(AM'-i-2A,M4-A2)^  +  Q4, 

on  a 

(6.)  ^'  =  |i^''     B(2B,-Baj=|^A'A.; 

les  cinq  arbitraires  sont  A,  A,,  A2,  B2,  a.  Si  l'on  pose,  pour  simplifier, 
A  =  3A%    d'où     B  =  2/tS     B,  =  A,yi  +  aA% 
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le  polynôme  du  quatrième  degré  en  v  contient  le  facteur  (Iw  —  i)%  et 
l'équation  (56)  se  réduit  à 

(62)  -^  =  \ {hv~i)  sl[[k,  +  ah-')v  -^ «AJ^H- 2a(A,  +  aA^  —  (B/</  —  A,} {•iJw  + 1). 

Si  le  polynôme/3  contenait  un  facteur  triple  {u-'a^Y  entrant  dans/,, 
l'équation  admettrait  trois  racines  infiniment  petites  du  degré  un  ;  mais 
alors,  les  deux  parties  du  polynôme  9  renfermant  le  facteur  commun 
[u  —  a,)',  le  second  facteur,  qui  est  du  troisième  degré,  ne  serait  pas 
carré  parfait. 

253.  Supposons  maintenant  que  le  polynôme/  contienne  un  facteur 
triple  (m  —  a^Y  n'entrant  pas  dans/;  l'équation  admettra  un  système 

3 
circulaire  de  deux  racines  infiniment  petites  du  degré  -;  si  l'intégrale 

est  monotrope,  elle  sera  rationnelle  (n°  243).  On  obtient  ainsi  les  deux 
équations 

(63)  U'-f-A(M-a)(M-~  6)U-^-i-C(m~«,)»{m-«')  {u  — h'){u  -  c')^o, 

(64)  U^4-A(M  —  a){M  —  6)U'  +  C(M—a,)»(M— «)'(«  — 6')  =  o, 

qui  rentrent  dans  un  même  type 

(VII)  U»+/.U^  +  (M-a.)*Q3  =  o, 

Q3  étant  un  polynôme  du  troisième  degré,  et/  n'étant  pas  divisible 
par  u  —  tti.  Pour  que  l'intégrale  soit  monotrope,  il  faut  que  le  poly- 
nôme 9  soit  le  carré  d'un  polynôme  P3  du  troisième  degré,  ce  qui  exige 
toujours  trois  conditions  entre  les  huit  constantes  que  renferme  l'équa- 
tion (VII);  il  en  restera  donc  cinq  arbitraires,  et,  par  conséquent,  il 
existera  deux  relations  entre  les  sept  constantes  des  polynômes/  et  P3. 
Puisque  l'intégrale  est  rationnelle,  ces  deux  relations  signifient  que  le 
polynôme  du  quatrième  degré,  placé  sous  le  radical  dans  l'équation  (56), 
admet  un  facteur  triple. 

Pour  le  vérifier,  nous  réduirons  l'équation  (VII)  à  la  forme  dérivée 

(65)  U»-+-/.U=-+-Q3:=o, 
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qui  ne  renferme  plus  que  sept  constantes;  il  n'en  restera  que  quatre 
arbitraires,  savoir:  les  trois  coefficients  de/,  et  un  de  P3.  A  cause  de 
l'égalité 

•  2*  - 

(a  — a)'(Ba'-r  aB.a  4- B,)'=  ^^(Am»  +  aA.a  +  A,)'-i-Q», 

il  faut  aux  deux  relations  (61)  du  numéro  précédent  ajouter  la  troi- 
sième relation 

(66)  B'a'-l-4Bî-8BB.a4-2BB.  =  |JA(AA,4-4Aî), 


d'où  l'on  déduit 


I  A' 
Bj  =  Ajh  H-  2A,a/i  -T-  -s  -p  -^  icc^li^; 


les  quatre  arbitraires  sont  h.  A,,  Aj,  a,  et  Téqualion  (62)  devient 


{67)    ^^|(Av'-i)W^(/ii'-i)r^ç'--2A.a(At'-fi)-3a'/i^(/it'-Fi)-A,(2At'+i)l. 

L'intégrale  est  aussi  rationnelle,  lorsque  le  polynôme/3  contient  un 
facteur  quadruple  [u  —  «,)*  et  que  le  polynômey,  est  égal  à  A(w  — a,)'; 
on  a  ainsi  l'équation 

(68)  U»4-A(a-«,)'U'-4-  C[u~a,y{u  —  a'){u  —  h')=o, 

qui,  dans  le  voisinage  du  point  a,,  admet  un  système  circulaire  de  trois 
racines  infiniment  petites  du  degré  |-  L'expression  de  9  est  ici 

<p:=(a  — rt,)*rC{a-a')(«  — 6')  f  ^lAMw-a.)']; 

il  faut  que  le  polynôme  du  second  degré  placé  entre  parenthèses  soit 
le  carré  d'un  polynôme  P,  du  premier  degré;  l'équation,  dont  le 
type  est 


(  VIII )       U^  +  A  (  //  -  «,  )'  U»  +  (m  -  a, )Tpî  -  1^  A'  («  -  «,  )^1  =  o. 


5i 
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renferme  quatre  constantes  arbitraires.  L'équation  (62)  devient 

(69)  V"- kiu  —  a,y\J''-{-{u  —  a,yV\=o. 

Pour  l'intégrer,  on  posera  U'  =  (  m  —  a,  )  P<  »>,  d'où 

(70)  P,ç''  —  k{u  —  ai)v--\-{u — a,)  =  o; 

cette  relation  étant  du  premier  degré  par  rapport  à  u,  on  en  conclut 
que  ç  est  une  fraction  rationnelle  du  premier  degré;  et  en  effet,  si  l'on 
pose  P,  —  Bm  4-  B,,  on  arrive  à  l'équation  différentielle  du  premier 

degré  par  rapport  â  -r-  .  , 

(70  3™  =  (Ba.+  B.)f% 


dz 


dont  l'intégrale  est 


Ba,  -f-  B,  z 


Le  polynôme,  placé  sous  le  radical  dans  l'équation  (56),  devient  ici 
une  puissance  quatrième  parfaite. 

254.  Remarque.  —  Nous  avons  épuisé  toutes  les  combinaisons  qui 
admettent  des  intégrales  monotropes,  si  l'équation  est  irréductible.  Les 
autres  équations  du  troisième  degré  de  la  forme  (4^)»  qui  satisfont  aux 
conditions  de  la  monotropie,  sont  décomposables.  Il  résulte  en  effet, 
de  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  n°^  243  et  2i5,  qu'une  équation 
irréductible,  dont  l'intégrale  est  monotrope,  ne  peut  offrir  plus  d'un 
système  circulaire  de  racines  nulles  d'un  degré  supérieur  à  l'unité, 
ni  plus  de  deux  systèmes  circulaires  de  racines  nulles  d'un  degré  égal 
à  l'unité,  ni  à  la  fois  une  racine  nulle  d'un  degré  supérieur  à  l'unité  et 
une  racine  nulle  d'un  degré  égal  à  l'unité. 

D'après  cela,  on  peut  affirmer  a  priori  que,  si  le  polynôme  9  est  carré 
parfait,  l'équation 

(72)        \}'  -\-  h.{u  —  a){u  -  b)\}^  +  C[u  ~  a,Y  {u  —  a'  ){u  ~  b'  )  =  o, 

qui,  dans  le  voisinage  du  point  à, ,  admet  deux  racines  infiniment  petites, 
monotropes  par  rapport  à  w  et  du  degré  deux,  est  décomposable  en 
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deux  équations,  l'une  du  premier  degré,  l'autre  du  second  degré, 
ayant  toutes  deux  des  intégrales  rationnelles.  L'équation 

(73)  U'+A(a-a,)'U'-f  C(a-a.)«=o, 

qui,  dans  le  voisinage  du  point  a^,  admet  trois  racines  infiniment 
petites,  monotropes  et  du  degré  deux,  est  évidemment  décomposable 
en  trois  équations  du  premier  degré,  ayant  des  intégrales  rationnelles. 
De  même,  l'équation 

(74)  U'-f- Af«-a)(M-6)U'-f-C(u-a.)»(M  — 6.)'(M-a')(M-ft')=o, 

qui,  pour  chacune  des  deux  valeurs  a,  et  6,,  admet  deux  racines 
nulles,  monotropes  et  du  degré  un,  est  décomposable  en  deux  équa- 
tions ayant  des  intégrales  simplement  périodiques.  L'équation 

(75)  li'-{-Aiu  —  a){u—b)\}'-hC{u  —  a,y{u—  6,)'{m  —  c,)'=  o, 

qui,  pour  chacune  des  trois  valeurs  a,,  6,,  c,,  admet  deux  racines 
nulles,  monotropes  et  du  degré  un,  est  décomposable  en  trois  équations 
du  premier  degré,  ayant  des  intégrales  simplement  périodiques. 

Il  est  facile  d'opérer  cette  décomposition.  Commençons  par  l'équa- 
tion (72);  si  on  la  réduit  à  la  forme  dérivée 

(76)  U^-+- a(M  +  a)U'-l-(BM'H-B,a-f-B,)  =  o, 

les  conditions  pour  que  le  polynôme  <p  soit  carré  parfait  sont 

et  l'équation  devient 

OU 

La  décomposition  est  évidente. 


01. 
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Considérons  maintenant  l'équation  (75),  et  désignons  par  Q^  son 
dernier  terme.  On  doit  avoir 


d'où 


Ql^^-~A*(u--aY{u-by=.VU 


(P3H-Q3)(Pn-  Qs)-^^AMM-a)M"-^r; 


les  deux  facteurs  du  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  étant 
premiers  entre  eux,  il  faut  que  l'on  ait 

P.H-Q3=2B»(M-a)%     P,-Q3=|!  -^^(u-  6)», 
B  étant  une  constante;  on  en  déduit 

Q,=.B^  {u  -  ar  -  -^Ju~h)\ 
et  l'équajion  devient 

(77)       U'  +  A(M- «)(//- 6)U»4-[BM^^-ar-  3rni^"~^)']'="«- 
Posons,  pour  abréger, 

B(M~«)  =  G,     ~{u-b)  =  H; 

l'équation  est  décomposable  en  trois  équations  du  premier  degré 

U  =  ~GH-aG'-a'H% 

a  étant  l'une  quelconque  des  trois  racines  de  l'équation  a'  =  r. 
Si  l'on  réduit  l'équation  (74)  à  la  forme  dérivée 

{78)  U'-f-(M^-+- A,M4-A,)U'-4- m'(Bm'-+ B,M  +  B,)  =0, 

les  conditions,  pour  que  le  polynôme  (p  soit  carré  parfait,  sont 

(^9)  3^=^3â;^^7- ^7=^^~-3^(^'-^^/^'^• 

2  * 
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Si  le  premier  membre  de  l'équation  (78)  est  décomposable  en  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  rationnels 

U  -4-  G,    U^  4-  HU  ^  H„ 

G,  H,  H,  seront  des  polynômes  entiers  en  m,  et  Ton  aura  identiquement 
H,  =~GH,     G+B=u'+A,u  +  A„    G»H      -  M»(Btt  +  B,// +  B,). 

La  dernière  égalité  exige  que  G  soit  de  la  forme  gu,  g  étant  une  con- 
stante; la  seconde  devient  alors     * 


gu ;(Bm'-4-  B.m  +Bj)  =  1/'  4- A,M  -h  A,; 

o 

comme  elle  doit  être  vérifiée,  quel  que  soit  u,  on  doit  avoir 

B  Bi       .  B,       . 

g"  ^      g'  g' 

l'élimination  de  ^conduit  à  deux  équations  de  condition  qui  sont  satis- 
faites, grâce  aux  relations  (79). 


Équations  trinômes. 

255.  Revenons  à  l'équation  trinôme  (42) 

U"'4-/.(a)U"'-4-/«(w)==o, 

dont  nous  avons  déjà  dit  quelques  mots  (n**  249),  et  cherchons  les 
équations  de  cette  forme  qui  admettent  des  intégrales  monotropes  et 
doublement  périodiques;  les  formules  (43)  et  (44)  représentent  les 
exposants  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce.  Nous  avons  traité 
le  cas  où  l'équation  est  du  troisième  degré.  Supposons  maintenant  que 
l'équation  soit  du  quatrième  degré;  les  exposants  de  la  première  espèce 
sont  égaux  à  2,  ceux  de  la  seconde  espèce  à  a  ou  à  3.  On  a  ainsi  les 
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quatre  combinaisons 

U'  -h  A  {u  ~  a)  {u  —  b)\]'  -h  C{u  —  a')^u  ~  b' y{u  -  c'y{u  -  d'Y  =z  o, 
V*  +Aiu-a){u~b)\]'-i-C{u—  aY{u~b'Y{u-  c'Y{u  —  d'Y  =  o, 
U'  +  k{u--a){u-b)\]'-hC{u~  ay{u—  bY{u  ~  c'Y{u  —  d'Y  =  0, 
U^  + A(m-  a)(M  — 6)U'+C(M—  aY{u—  by{u-~c'y  =  o, 

ou,  plus  simplement, 

V*  +  A{u  ~  a)iu  ~  b)V'  +  Ql  =  o, 
V*  +  A{u~a){u-b)\]'-hiu-aYQl=o, 
V*-^A{H  —  a){u-b)V'-h{u~aY{u-bYQl  =  o, 
V'  +  A{u-a){u--b)\]'-h{u—aY{u—bYQ',  =  o, 

Qi'  Q2»  Q3»  Q4  désignant  des  polynômes  du  premier,  second,  troisième 
ou  quatrième  degré. 
Dans  le  premier  cas,  le  polynôme 

cf>  =  Ql-~A*iu~.ay{u~bY 
devant  être  le  carré  d'un  polynôme  P^  du  quatrième  degré,  on  a 

|]AHM-a)*(«-6V=(Q,  +  P0(Q,-P.). 

Les  deux  facteurs  du  second  membre,  étant  premiers  entre  eux,  sont 
divisibles,  l'un  par  (u  —  a)\  l'autre  par  (w  —  by-,  d'où 

Q,H-P,=.-2B(a-a)S     Q,  -  p,  =  ?!  ^(«  _  6)^ 

Q,=  B{u-ay-^^~-^iu-by, 

B  étant  unes  constante.  On  a,  de  même,  dans  le  troisième  et  le  qua- 
trième cas, 
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La  seconde  combinaison  est  inadmissible,  car  on  aurait 

^  A^M-  aY{u  -  by  =  (Qa  4-  P,)  (Q,-  P3), 

4 

et  l'un  des  facteurs  du  second  membre,  qui  sont  du  troisième  degré, 
devrait  être  divisible  par  [u  —  by.  On  conclut  de  là  qu'il  existe  trois 
équations  du  quatrième  degré 

(80)  U*  +  A(M-a)(«-6)U^+rB(M-û)'  +  |-'p(M-6)*l*^o,  ' 

(81)  \}*-+-\{u-a){u-b)V'-h[u-ay{u  —  b)'[B{u-aY-hj^^{u-by'y=o, 

(82)  U^  +  A(a-û)(a-6)U»-4-(u-a)»(«-6)»rB(«-a)4-^p(M-6)T=o, 
admettant  des  intégrales  monotropes  et  doublement  périodiques, 

256.  Lorsque  l'équation  est  du  cinquième  degré,  les  exposants  de 
Ig  première  espèce  sont  égaux  à  a  ou  à  3,  ceux  de  la  seconde  espèce 
à  4»  ce  qui  donne  les  cinq  combinaisons 

V'-hk{u-a){u-b)V*-]-C{u  —  ay{u-b'Y{u-c'y{u-d'y{u~e'y  =  o, 
\]^  +  \{u  -  a)  {u  -  b)U*  -\-  C{u  ~  a'y{u  -  b'Y  [u  -  c'y  {u  -  d'Y  =  o, 
U»+A(w-a)(a-ft)U*-f-C(M-  ay{u  —  b'Y{u~c'Y{u~dy=zo, 
\5'  -i-  A{u-  a){u—  b)V'  -h  C{u  —  ay{u  —  b'Yiu  -  c'Y  =  o, 
U»  +  A(a-a)(a-6)U*-hC(a—  aY{u—  bY{u  —  c'Y  =  o, 

ou,  plus  simplement, 

U>  +  A(M-a)(a-6)U*-T-Q;=o, 
U»4-A(m-  a)(«— 6)U*-f-Q^R,^  =  o, 
\J'+X{u-a){u-b)V*-h{u-ayQl=o, 
U'  +  A(a  -  a)  (m  -  6)  U«  +  (m  -  a)' Ql  =  o, 
\]'-hX{u-a){u  —  b)\]*  -+-  (m  -  a)M«  -  by  Q]  =  o, 

les  lettres  Q  et  R  désignant  des  polynômes  entiers  dont  les  degrés  sont 
marqués  par  les  indices. 
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En  raisonnant  comme  précédemment,  on  verra  que  l'on  a,  dans  le 
premier  et  le  dernier  cas, 

et  que  le  troisième  cas  est  inadmissible.  Le  second  et  le  quatrième  cas 
sont  aussi  inadmissibles.  Considérons  en  effet  la  quatrième  équation 
réduite  à  la  forme  dérivée 

V'  +  k{u-h)V*-i-Ql=o; 
le  polynôme  du  sixième  degré 

pour  être  carré  parfait,  devrait  avoir  un  plus  grand  commun  diviseur, 
du  troisième  degré  au  moins,  avec  sa  dérivée 

et,  par  conséquent,  avec  le  polynôme 

5<p-(M-6)<p'^Q^[50.-3(a-/>)Q;], 

ce  qui  est  impossible,  puisque  le  polynôme  Q2  est  premier  avec  ç),  et 
que  le  polynôme  placé  entre  parentbèses  est  du  second  degré. 

Considérons  de  même  la  seconde  équation  réduite  à  la  forme  dérivée 

le  polynôme  du  dixième  degré 

pour  être  carré  parfait,  devrait  avoir  un  plus  grand  commun  diviseur, 
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du  cinquième  degré  au  moins,  avec  sa  dérivée 

9'  =Q,'R,(3R,Q',  -+-  2Q,R',)  -+-  S^  A^w  -  6)S 

et,  par  conséquent,  avec  le  polynôme 

59_(m_6)(p'  =  Q1R,[5Q,R,-(m-6){3R,Q;h-2Q,R'J], 

ce  qui  est  impossible,  puisque  le  polynôme  placé  entre  parenthèses  est 
du  quatrième  degré.  Nous  ne  trouvons  ainsi  que  deux  équations  du 
cinquième  degré 

(83)  U»-HA(a-a)(«-6)U'-f-rB(M-a)»-  ^  T^(^  "*)']'=  »» 

(84)  l]^-^\{u-a){u-b)\J*  ^-{u~ay{u-by{B{u-a)--^^^[n-b)X=o, 

admettant  des  intégrales  monotropes  et  doublement  périodiques. 

257.  Au  delà  du  cinquième  degré,  on  ne  trouve  plus  aucune  com- 
binaison favorable.  Nous  remarquerons  d'abord  que  le  polynôme /;», 
du  degré  2m,  est  formé  de  trois  facteurs  au  moins,  puisque  chacun 
des  exposants  est  plus  petit  que  m.  Lorsque  m  est  pair,  le  nombre  p, 
diviseur  de  m  —  i  dans  la  formule  (43),  est  impair,  et  égal  ou  supé- 
rieur à  3,  et,  par  conséquent,  les  exposants  de  la  première  espèce  sont 

»  9.(m  —  i)  ,    ,  j 

égaux  ou  supérieurs  a 5 — -]  ceux  de  la  seconde  espèce  sont  égaux 

ou  supérieurs  à  —5  la  première  limite  étant  supérieure  à  la  seconde, 

quand  m  est  plus  grand  que  4»  la  somme  de  quatre  exposants,  dont 
deux  au  moins  de  première  espèce,  serait  plus  grande  que  2m;  ainsi, 
dans  ce  cas,  le  nombre  des  facteurs  est  trois.  Lorsque  m  est  impair, 

les  exposants  de  la  première  espèce  sont  égaux  ou  supérieurs  à  » 

ceux  de  la  seconde  à  -^i  la  seconde  limite  étant  plus  grande  que  la 

seconde,  chacun  des  exposants  est  égal  ou  supérieur  à  5  leur 

5vt 
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nombre  est  donc  égal  ou  inférieur  à  — — ?  ou  à  A -\ — -,  et,  par 

conséquent  à  4>  quand  m  est  plus  grand  que  5;  ainsi,  dans  ce  cas,  le 
polynôme/^  se  compose  de  trois  ou  de  quatre  facteurs. 
Concevons  l'équation  réduite  à  la  forme  dérivée 

U-  +  A(m  -  èjU-"-'  +/„  =  o. 
Si  tous  les  exposants  sont  de  la  première  espèce,  le  polynôme 

du  degré  am,  pour  être  carré  parfait,  devrait  avoir  un  plus  grand 
commun  diviseur,  du  degré  m  au  moins,  avec  sa  dérivée 


ou  avec  le  polynôme 

mf„  —  (u—  h)  fin 
(u  —  a'  )"-'  {u  —  b'  y'-' .  .  .  ' 

qui  est  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  suivant  que/„  se  compose 
de  trois  ou  de  quatre  facteurs  différents,  ce  qui  est  impossible,  dès  que  m 
surpasse  quatre.  S'il  y  avait  un  facteur  [u  —  a)"  de  la  seconde  espèce, 
disparaissant  dans  la  forme  dérivée,  le  polynôme  9,  qui  est  du  degré 
2m  —  n,  devrait  avoir  avec  le  polynôme 

mf„,  —  {u—  b)f^ 
{u  —  b'Y'-'   .. 

un  plus  grand  commun  diviseur  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à 5 

et,  par  conséquent,  à ^5  puisque  n  est  égal  ou  inférieur  à  m  —  i  ; 

ce  dernier  polynôme  étant  du  second  ou  du  troisième  degré,  il  y  a  im- 
possibilité, dès  que  m  surpasse  cinq.  Avec  deux  facteurs  {u  —  a)", 
{u  —  hy  de  la  seconde  espèce,  on  peut  combiner  un  ou  deux  facteurs 
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de  la  première  espèce;  dans  le  premier  cas,  le  polynôme 


\m— 1 


qui  est  du  degré  n",  devrait  avoir,  avec  sa  dérivée  ou  avec  le  polynôme 

du  premier  degré 

(m—  n')  {u  —  c')  —  n"[u  —  b), 

n" 

un  plus  grand  commun  diviseur  d'un  degré  égal  ou  supérieur  à  —  ^ 

par  suite  à  — -. —  »  ce  qui  est  impossible'dès  que  m  surpasse  cinq.  Dans 

le  second  cas,  le  polynôme  9,,  qui  est  du  degré  /i"-+-  n",  devrait  avoir, 
avec  un  polynôme  du  second  degré,  un  plus  grand  commun  diviseur 

d  un  degré  égal  ou  supérieur  a  »  et  par  suite  a >  ce  qui  est 

impossible. 

258.  Nous  avons  recherché  spécialement  les  intégrales  monotropes 
et  doublement  périodiques;  il  est  aisé  de  voir  qu'au  delà  du  troisième 
degré  il  n'existe  pas  d'équation  admettant  une  intégrale  monotrope  et 
simplement  périodique  ou  rationnelle.  Au  delà  du  troisième  degré,  on 
ne  trouve  ainsi  que  cinq  équations  trinômes  de  la  forme  considérée, 
qui  admettent  des  intégrales  monotropes,  savoir  :  les  trois  équations  du 
quatrième  degré  (80),  (81),  (82)  et  les  deux  équations  du  cinquième 
degré  (83)  et  (84).  Ces  équations  rentrent  dans  le  type  général 

1Vr-^k{u  —  a){u  —  h)\^'^' 
+(M-a)— "(«-6)— "    '^[u  —  aY-¥[—\Y-- — ~-  7^  ("-*)"    =0' 

qui  renferme  quatre  constantes  arbitraires.  Si  l'on  pose 

j-  r=zu'y      d  OU      U  = 7-  U', 

u —  6  a  —  0 

cette  équation  se  réduit  à 

(85)  U'"+A(a-6)a'U'"-'  +  {a-6)"'«'™-''    BM'«4-(-i)'«i-^?^i-^--^     =0; 

52. 
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si  l'on  pose  ensuite  w'"  =  u",  elle  devient 

(86)  U'""+/iA(a-6)ïf"U'""-+/i'«(a-6)'»M'""-'    Bi/"+(-i)"i — J^^j^J^    =0» 

et  se  ramène  ainsi  au  cas  où  ^  =  i . 
Nous  avons  donc  à  intégrer  une  équation  de  la  forme 

(87)  U'"  +  AmU'"-'  4-Ba'"-'(M  -t-H)'=o, 

dans  laquelle  H  désigne  la  quantité  constante  (— i)"*^-^^ — ~ — -^. 
Posons  pour  cela  \]  =  uv\  nous  obtenons  la  relation 

(88)  Ml''"-' (c  +  A) +B(aH-H)'=o, 

qui  est  du  degré  m  par  rapport  à  v,  et  du  second  degré  par  rapport  à  u\ 
puisque  u  est  une  fonction  doublement  périodique  de  l'ordre  m,  il  en 
résulte  que  v  est  une  fonction  doublement  périodique  du  second  ordre. 
En  appelant  F  (u)  le  premier  membre  de  cette  équation,  et  différen- 
liant,  on  en  déduit 

(89)  m."'-3  {,  -,-  "^-  a)  ~  4-  F  ( w)  =  o  ; 

mais  on  a 

F  (7^  )  =  B  M'  +  [  f  "•-'  ((^  +  A)  +  2BH]m  +  BH'  =  o, 

v""  -\-  kv^-'  H-  (—  \Y  ^ A-" 

/        m  —  I     \  ' 

=  ^"-'(^4- A)  (c;+  ——  AJ  ((^'"-^+B,t'— '-+-... +  B„-0; 

on  arrive  ainsi  à  l'équation  du  second  degré 

(90)  -r  —  ~~  ^v'~'"{^  +  A.) ( v""-^  +  B, v""-^  + . . .  +  B„_j). 

(tZ  fît 

Lorsque  m  est  égal  à  4  ou  à  5,  la  fonction  v,  définie  par  cette  équation, 
est  monotrope  et  doublement  périodique. 

Lorsque  m  =  4»  d'après  les  résultats  trouvés  au  n"  255,  l'équation 
générale  (IX)  admet  une  intégrale  monotrope,  quand  on  attribue  à  n 
les  valeurs  i,  2,  4»  ce  qui  donne  les  trois  équations  (82),  (81),  (80), 
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et  nous  avons  ramené  les  deux  derniers  cas  au  premier,  en  posant  soit 
m'—  sIu!' ,  soit  m' =  v^w";  l'intégrale  de  l'équation  (82)  jouit  donc  de  cette 
propriété  que  sa  racine  quatrième  est  monotrope.  Si  l'on  attribuait  à  n 
la  valeur  3,  on  aurait  une  équation  du  quatrième  degré,  dont  l'inté- 
grale s'exprimerait  rationnellement  à  l'aide  de  la  racine  cubique  d'une 
fonction  monotrope  et  doublement  périodique;  ce  serait  donc  une  fonc- 
tion doublement  périodique,  admettant  trois  valeurs  pour  chaque  va- 
leur de  2;  on  pourrait  la  regarder  comme  la  racine  d'une  équation  du 
troisième  degré,  ayant  pour  coefficients  des  fonctions  monotropes  et 
doublement  périodiques.  Lorsque  m  =  5,  l'équation  (IX)  admet  une 
intégrale  monotrope,  quand  on  attribue  à  n  les  valeurs  i  et  5,  ce  qui 
donne  les  deux  équations  (84)  et  (83),  et  celle-ci  se  ramène  à  la  pré- 
cédente, dont  l'intégrale  a  sa  racine  cinquième  monotrope.  Si  l'on 
attribuait  à  n  les  valeurs  2,  3,  4.  les  intégrales  cesseraient  d'être  mo- 
notropes; mais  elles  s'exprimeraient  rationnellement  à  l'aide  de  la  ra- 
cine carrée,  cubique  ou  quatrième  d'une  fonction  monotrope  et  dou- 
blement périodique;  ce  seraient  des  fonctions  doublement  périodiques, 
ayant  2,  3  ou  4  valeurs  pour  chaque  valeur  de  z. 

Méthode  générale  d'intégration. 

259.  Nous  avons  effectué  jusqu'à  présent  l'intégration  par  des  pro- 
cédés appropriés  à  la  forme  même  des  équations.  Une  fois  qu'on  a  re- 
connu qu'une  équation  différentielle  donnée  admet  une  intégrale  mono- 
trope, et  qu'on  en  a  déterminé  l'espèce,  à  l'aide  des  caractères  que  nous 
avons  indiqués,  la  méthode  générale  d'intégration  consiste  à  chercher 
l'expression  rationnelle  de  la  fonction  intégrale  au  moyen,  soit  de  la 

variable  z,  soit  de  la  fonction  e  "  ,  soit  de  la  fonction  elliptique  'k(z) 
et  de  sa  dérivée,  et  à  calculer  les  coefficients  qui  entrent  dans  cette 
expression.  Supposons,  par  exemple,  que  l'intégrale  soit  doublement 
périodique  et  admette  les  deux  périodes  2&),  w';  si  Ton  appelle 
X  {z,  g,  k)  la  fonction  elliptique  qui  a  les  mêmes  périodes,  l'expression 
de  la  fonction  cherchée  sera  de  la  forme 

M-f-NV(2) 
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L,  M,  N  étant  des  polynômes  entiers  en  X,  les  deux  premiers  d'un  degré 
égal  ou  inférieur  au  degré  m  de  l'équation,  le  dernier  du  degré  m—  i 
au  plus;  ces  trois  polynômes  renferment  3m  coefficients,  ce  qui, 
avec  le  multiplicateur  g  et  le  module  k  de  la  fonction  elliptique,  fait 
3m  -h  a  constantes,  que  l'on  déterminera  en  substituant  l'expression 
de  la  fonction  u  dans  l'équation  différentielle  proposée. 
Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  l'équation  du  troisième  degré 

(91)  U'-t- 3w'U^  — (a^— i)'  — 4m«=o, 

qui  rentre  dans  le  type  (V)  étudié  au  n°  250,  et  qui  admet  une  inté- 
grale monotrope  et  doublement  périodique.  Afin  de  déterminer  com- 
plètement la  fonction,  nous  supposerons  que,  pour  z  =  o,  elle  a  la 
valeur  initiale  m  =  o,  et  sa  dérivée  la  valeur  U  =  1.  La  fonction  étant 
impaire  et  s' annulant  pour  z  =  o,  son  expression  est  de  la  forme 

On  peut  choisir  les  périodes  de  manière  que  les  trois  zéros  simples 
soient  o,  w,  —  L'équation  transformée  ayant  pour  v  =  o  ses  racines 
différentes  de  zéro,  l'intégrale  a  aussi  trois  infinis  simples,  dont  l'un 
est  w  -\ -,  nous  désignerons  les  deux  autres  par  ±  ce,  en  posant 

h  =  Yr~\'  ^^  s'agit  de  déterminer  les  six  constantes  A,  B,  G,  h,  g,  k. 

Pour  u  =  o,  l'équation  différentielle  se  réduisant  à  U'  —  i  =  o,  les 
trois  racines  sont  ^yj,j^-  La  première  correspond  à  z  =  o;  en  se 
bornant  aux  deux  premiers  termes,  on  a,  pour  les  valeurs  infiniment 
petites  de  z, 


5  5 

U  =  I  —  ^  M^     d'où     M  =  z 2%* 

3  9 


on  a  d'ailleurs 


2 


en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (92)  et  égalant  les  coefficients 
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des  mêmes  puissances  de  z,  on  obtient  les  deux  relations 

(93)  B^  +  Cg-'  =  i, 

( 94 )  A ^'  -  B  —g—  ^'  -  C  -^-3 '-  g*=:---  h'g\ 

Si  nous  faisons  correspondre  à  z  =  w  la  seconde  racine  U  =/,  et  si 
nous  posons  z  =  co  +  z',  nous  aurons  u  =jz',  d'où 

(95)  'Rg-Cg'=-j. 

La  troisième  racine  U  =y-  correspond  à  z  =  —  5  en  posant  z  =  —  +  z\ 
on  a  w  ~j^z',  et  Ton  obtient  les  deux  autres  relations 

(96)  Cgk  =  A, 

(97)  Bgk-^Ag'-^=.~hY. 

La  transformée 

V»  —  3 V» -h  4 -+- fMi  —  f')»  =  o, 

pour  v  =  o,  admet  la  racine  simple  —  i  et  la  racine  double  2;  la 
première  se  rapporte  à  l'infini  z  =  w -\ »  la  seconde  aux  deux  in- 
finis H-  a.  Si  l'on  pose  z  ~  w  -h  —  -f-  2',  on  a 


f=:—  2',       U  = j, 

Z 

et  l'on  obtient  la  sixième  relation 

(98)  X-^Cgk  =  -  gkh\ 

Des  équations  (gS),  (gS),  (96)  et  (98),  on  déduit 
•  ... 

(99)  Bg-=^'     ^S'  =  -'{^     A^  =  -A-|,     /i'^'=7\ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  relations  (94)  et  (97),  et  posant, 
pour  abréger, 

(100)  k^z=ip,    {i^k')g'=q, 
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on  obtient  deux  équations  du  premier  degré  en  p  et  q ,  d'où  l'on 
déduit 

3  —  2  /  i/3  —  2  —  4  iV  3 

(loi  p  — —i      q  = • 

9  9 

Les  valeurs  de  p  etq  étant  connues,  les  équations  (loo)  donnent  g  et  ^, 
et  les  précédentes  h,  A,  B,  C. 

Cette  dernière  méthode  est  celle  dont  nous  nous  sommes  servis 
exclusivement  dans  nos  premières  recherches  sur  l'intégration  des 
équations  différentielles  [Journal  de  l'École  Polytechnique,  i856);  tous 
les  exemples  que  nous  avons  traités  rentrent  dans  la  catégorie  des 
équations  trinômes  que  nous  venons  d'étudier.  Dans  son  Cours  d'Analyse 
à  l'École  Polytechnique,  en  1873,  M.  Hermite  a  observé  que,  lorsque 
l'on  a  reconnu  qu'une  équation  différentielle  de  la  forme  (i)  admet 
une  intégrale  monotrope,  on  peut  effectuer  l'intégration  en  exprimant 
U  et  M  rationnellement  à  l'aide  d'une  variable  auxiliaire,  si  l'intégrale 
est  algébrique  ou  simplement  périodique,  et  par  des  formules  qui  ne 
renferment  pas  d'autres  quantités  irrationnelles  que  la  racine  carrée 
d'un  polynôme  du  quatrième  degré,  lorsque  l'intégrale  est  doublement 
périodique. 


LIVRE  VI. 

DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

LES    INTÉGRALES    ELLIPTIQUES. 

Transformation  générale  de  Jacobi. 

260.  Etant  donnée  une  expression  différentielle  y=>  où  Y  désigne 

un  polynôme  entier  du  quatrième  degré  en  j,  la  question  traitée  par 
Jacobi  [Fundamenta  nova  theoriœ  fonctionum  ellipticarum,  1829)  con- 
siste à  déterminer  deux  polynômes  U  et  V  entiers  en  x,  tous  deux  du 
degré /?,  ou  l'un  du  degré/?,  l'autre  du  degré/?  —  i,  de  telle  sorte  que, 

si  l'on  pose  y  —  y-»  l'expression  différentielle  proposée  se  transforme  en 

une  autre  de  la  même  forme  -^>  X  désignant  un  polynôme  entier  en  x 

yX 

du  quatrième  degré. 

Soit 

Y  =  {y-a){x—b){y—c){y~d); 

on  a 

\IY=^^,  V^[ïr-aV)(U-6V)(U-cV)(U-c?V). 

Le  polynôme  en  x  placé  sous  le  radical  est  du  degré  [\p.  Supposons-le 
décomposé  en  ses  facteurs  premiers;  pour  que  la  transformation  s'opère, 

53 
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il  est  nécessaire  que  tous  ces  facteurs  soient  doubles,  excepté  quatre; 
alors  un  polynôme  du  degré  ip  —  i  sortira  du  radical,  et  il  restera  sous 
le  radical  un  polynôme  du  quatrième  degré. 
Cette  condition  suffit.  On  a,  en  effet, 

,            dx          dx   , 
dy  = — dx. 

Le  polynôme  M  =  V^ U  y-  est  du  degré  2p  —  2;  car,  si  les  deux 

polynômes  U  et  V  sont  du  degré/?,  les  deux  termes  du  degré  2p  —  i 
se  détruisent.  Les  facteurs  doubles  sous  le  radical  ne  proviennent  pas 
de  deux  facteurs  distincts;  car,  si  une  valeur  de  a?  annulait,  par  exemple, 
U  —  «V  et  U  —  b\,  elle  annulerait  les  deux  polynômes  U  et  V,  que  l'on 
peut  supposer  premiers  entre  eux.  En  mettant  M  sous  la  forme 

on  reconnaît  que  tout  facteur  double  de  U  —  «V  divise  M.  Le  polynôme 
du  degré  2p  —  2,  que  nous  faisons  sortir  du  radical,  divise  donc  le 
polynôme  M,  qui  est  du  même  degré;  le  quotient  est  une  constante,  et, 
par  conséquent,  on  a 

dy  dx 

Vf  "  VS' 

X  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  a). 


Transformation  du  premier  degré. 

261.  Lorsque  les  polynômes  U  et  V  sont  du  premier  degré,  la  trans- 
formation réussit,  quels  que  soient  les  coefficients  de  ces  polynômes. 

Si  1  on  pose  y  = — ^5  on  a,  en  eitet, 

dy  [n  —  m)dx 

\JY     sJ[{m--a)-\-{n—a)x]{{m—b)~\-{n  —  b)x\[m-—c)-{'{n—c)x\[[m—d)'\-{n—d)x] 
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On  peut  déterminer  les  coefficients  m  et./i  de  manière  que  le  poly- 
nôme du  quatrième  degré  en  a?,  placé  sous  le  radical,  ne  contienne  que 
des  termes  de  degrés  pairs;  il  suffit  pour  cela  que,  dans  le  produit 
des  deux  premiers  facteurs  et  dans  celui  des  deux  derniers,  les  termes 
du  premier  degré  soient  nuls,  ce  qui  donne  les  deux  conditions 

(m  —  a){n  —  h)  -{- {n  —  a){m  —  6)  =  o, 
{ m  —  c )  («  —  rf) -+- (  n  —  c )  (  m  —  fi?)  —  o ; 


d'où  l'on  déduit 


2 mn  —  {a-\-h){ni  4-/i)-t-2a6:=o, 
imn  —  [c  -\-d){m  +  n)  -f-2crf=:  o. 


et,  par  suite, 


i(ah  —  cd) 

(i)  m4-/i=  T ^, 

*  '  a-v-o  —  c  —  a 


(2)  m  —  n.=  2-î^-^ — 


(3) 


a-^h  —  c  —  d 
dy  {n  —  m)dx 


s/Y      ^[{m—a){m—b)-h{n—a){n—b}x'']  [{m—c){m—d}-h{n—c]{n—d)x'] 


Une  transformation  ultérieure  très-simple  ramènera  le  polynôme  X, 
placé  sous  le  radical,  à  la  forme  canonique  (i  —  x^)  (i  —  k^x''). 


Autre  transformation  du  premier  degré. 

262.  En  introduisant  une  constante  de  plus  dans  la  formule  de  trans- 
formation, on  peut  effectuer  d'un  seul  coup  la  transformation  complète. 

Si  1  on  pose,  en  eiiet,  y  = y~->  on  a 

dy (  n  —  mn'  )  dx 

^      \/[{ni—a)-h{n — n'a)x]  [{m—b]-\-{n—n'b)x]  [{m—c)  -h  {n~nc)x]  [{m—d)  +  {n—n'd)x] 

53. 


420  LIVRE  VI.  —  CHAPITRE  I. 

Le  polynôme  du  quatrième  degré  en  x  sera  ramené  à  la  forme  cano- 
nique (i  —  0?^)  (i  —  k'^x^)y  si  l'on  a 


(4) 


n  —  n'  a  n  —  n'c       , 

m  —  a  m  —  c 

n  —  n'h  _^  n  —  n'd , 

ïT  —  ~  *  »  T  —  —  "y 

m  —  o  m  —  a 


ce  qui  fait  quatre  équations  à  quatre  inconnues  m,  /i,  n',  k.  On  déduit 
de  deux  d'entre  elles 

,f,.  ,       a+b  —  2  m  7.ab  —  m{a->rb) 

(5)  n' = j ,      n=: ^ -> 

a  —  b  a  —  b 

et,  en  remplaçant  dans  les  deux  autres, 

lab  —  {a->r  b)c  +  c(a~  b)k  :=  m\^a  -\-  b  ~  2c  +  («  —  6)/r], 


(6) 

%ab  —  {a-\-b)d  —  d{a  —  b)k  =^m[a-\~  b  ~  id  —  {a  —  b)k]', 

l'élimination  de  m  conduit  à  une  équation  du  second  degré 

(7)      {a  ~  b){c  —  d){k''  +\)  —  ^.{{a  +  b){c  -h  d)  —  -lab  —  'i.cd']kr=  o. 

Remarquons  que 

[a  -^  b){c  +  d)  —  2.ab  —  2cd  =  {a  —  d){c  —  b)  -+-{0  —  c)(d  —  b}  =  A -^  h, 
[a—  b){c  ~  d)=i[a  —  d){c  —  b)  —{a  —  c){d—b)  =  k  —  H. 

En  résolvant  l'équation  du  second  degré,  on  trouve 

k  =  A  +  B  q=  2  y/ÂB  _  (s/Az+zs/bY  _  y/Âips/Ë 
A-B  -       A-B        ~sJÂ±s/B 

Si  Ton  pose 

Jl  =  ^{a-d){c-b),     B.'  =  s/{a-c)id-b), 
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on  aura 

De  l'une  des  équations  (6),  on  tire  ensuite 

b{a-c)U  —  a{c-b)R' 

m  rr:  - - - . 

(a_c)H-{c-6)H' 


En  divisant  les  deux  termes  par  \/{a  —  c){c  —  b)  et  posant 


G  =  sl[a-c)[a-d),     (^'  =  sl[c- 

-b)id-b). 

on  a 

^9^                   ""=    G-G'    '     '*=    G-G'    ' 

,      G  +  G' 
'^=G-G' 

On  en  déduit 

{a~b)G  .  (a -6)  G' 

'^-«^--tr=17-'     ^-^^-    G-G-    ' 

(c  -  ^)G  -i-  (a-  c)G'  ,; ^r^ H  +  H' 

.  {d~b)G  +  {a-d)G'  rr-. — j^^ j^H  +  H' 

,      2(a-6)GG' 

,1 TT TTT r-, :^^      («-ft)GG'{H-f-H') 

sj{m-a){m~b)[m-c)[m-d)=z'- j.  _  ^^  -'• 

La  formule  de  transformation  devient 

a  -h  b       a  —  b    ni  -\-  x 


(lo)  y=. 


H  -4-  H' 
et,  si  l'on  pose  g  — >  on  a 


,     .  dr  dx 

(II) 


2       \ -\- n' x' 


V^Y       g-^(i  — ic2){i  — Âr'^') 


^ 
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Il  résulte  de  là  que  l'intégration  de  l'équation  différentielle 


1=^^- 


est  ramenée  à  celle  de  l'équation 

dx  n ; 

^=^v/(i~^')(i-/r^^-^), 

dont  la  fonction  intégrale  est  a?  =  X  (z  —  Zq,  g,  k). 

Nous  avons  effectué  la  transformation  en  disposant  dans  un  certain 
ordre  les  quatre  facteurs  du  premier  degré  qui  forment  le  polynôme  Y. 
Examinons  combien  on  obtient  de  transformations,  en  disposant  ces  fac- 
teurs dans  différents  ordres.  Lorsqu'on  permute  les  deux  lettres  a  et  b, 
ou  les  deux  lettres  c  et  d,  les  deux  racines  de  l'équation  (7)  et,  par 
conséquent,  les  deux  valeurs  de  k  changent  de  signe;  mais  on  ob- 
tient la  même  expression  transformée  (11).  Si  l'on  permute  en  même 
temps  a  et  c,  b  et  d^  l'équation  (7)  ne  change  pas.  En  ne  distinguant 
pas  les  valeurs  de  k  égales  et  de  signes  contraires,  on  n'a  ainsi  que 
trois  équations  différentes  du  second  degré;  elles  correspondent  aux 
trois  dispositions  («,  è,  c,  c?),  (a,  c,  ft,  d),  (a,  c?,  6,  c),  et  donnent  six 
valeurs  de  k  réciproques  deux  à  deux. 


Première  transformation  du  second  degré. 

263.  Lorsque  les  polynômes  U  et  V  sont  du  second  degré,  chacun 
des  facteurs  sous  le  radical  étant  du  second  degré,  il  est  nécessaire 
que  deux  de  ces  facteurs  soient  carrés  parfaits.  Nous  choisirons  donc 
les  deux  polynômes  U  et  V,  de  manière  que  l'on  ait 

(12)  U— aV=A(m'+m^)%     \}  —  b\  =^{n' -\- nxf; 

la  formule  de  transformation  sera 

,3^  j-6^  B   [n'  +  nxY  ^ 
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et  nous  aurons 

d   __V^U-UrfV_  (U-6V)^(U-«V)-(U-aV)rf(U— 6V) 

j        2AB(mn' — nm')  {m' +  mx){n' -^  nx)dx 
^y= («-6)V^ ' 

dy i{mn' — nm')v/ÂB  dx 


^Y  «  — ^  v/(U  — cV)(U  — </V) 

La  transformation  réussit,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux 
constantes  m,  m',  w,  w',  A,  B,  que  l'on  peut  réduire  à  quatre,  pourvu 
que  la  quantité  mn'  —  nm!  soit  différente  de  zéro. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  ces  constantes,  de  ma- 
nière que  le  polynôme  du  quatrième  degré  en  x,  placé  sous  le  radical, 
ait  la  forme  canonique  (i  —  x^)  (i  —  k'^x^).  Il  y  a  deux  manières  d'y 
arriver  :  c'est  de  poser,  soit 

(i4)  U-cV=:C(i-a:'),     U-c?V=D(i-/«-'^'), 

soit 

(i5)        \}  —  c\=C{i-x){i  —  kx),    \}-d\=D[i-hx){i  +  kx). 

Examinons  d'abord  le  premier  mode.  Des  équations  (i4).  on  déduit 

Y  —  C  C       I  —  X'^ 


y—  d       D  I    -  A^'ar'' 

cette  expression  dey  ne  contenant  pas  la  première  puissance  de  a?,  il  est 
nécessaire  que  le  second  membre  de  l'équation  (i3)  ne  la  contienne  pas 
non  plus,  ce  qui  exige  que  l'on  ait,  par  exemple,  m  =  o,  7i'=o.  On 
peut,  dans  ce  cas,  faire  m' =  n  =  i,  et  réduire  les  équations  (12)  et  (i 3) 
à  la  forme 

(16) 
(<7) 


-aV  = 

A, 

U- 

6V  = 

Bar% 

•21 
r 

-b 
—  a 

B 
~  A 

x\ 
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Pour  que  les  polynômes  U  -  cV,  U  —  dY,  qui  ne  contiennent  pas  la 
première  puissance  de  œ,  aient  la  forme  voulue,  il  est  nécessaire  et  il 

suffit  qu'ils  s'annulent,  le  premier  pour  a;  =  i,  le  second  pour  x  =  j-, 

c'est-à-dire  que  les  valeurs  correspondantes  de  y  soient  c  et  d-,  il  en 
résulte,  d'après  l'équation  (17),  les  deux  relations 

c  — 6       B       d  —  b  _  B   I 
^•^^  7=r^"  a'    TTiTa-xF^' 

d'où 


/{c—b){d—a) 
(^9)  ^=\/l-a]\d^b) 

On  en  déduit  le  module  complémentaire 


"'  V  {c  —  a){d-b} 

On  déterminera  les  coefficients  C  et  D,  en  remarquant  qu'à  x  =  0  cor- 
respond j  =  b;  d'où 

C        b-c       D       b-d 


>o) 


A       b  —  a        A        b  —  a 


le  coefficient  A  reste  arbitraire. 

La  formule  de  transformation  (17)  devient 

b  (c  —  a)  —  a{<:  —  b)  x^ 

(21)  r= 


[c  —  a)  —  (c  —  b)x^ 


et  si  l'on  pose 


(22)  g=-\/{c~a){d—  b), 


on  a 


dy  dx 

v/Y  ~  g  v/(i  — x^)(i  — yi"'^') 


LES  INTÉGRALES  ELUPTIQUES.  425 

Deuxième  transformation  du  second  degré. 

264.  Examinons  maintenant  le  second  mode.  Nous  avons  posé 

(i5)        \}  —  cY=C{i-x){i  —  kx),    \]-dY=.J){i  +  x){i  +  kx). 

Pour  que  les  polynômes  U  —  cV,  \}  —  d\  aient  la  forme  voulue,  il  est 
nécessaire  et  il  suffit  qu'ils  s'annulent,  le  premier  pour  x  =  i  eix  =  -r, 

le  second  pour  or  =  —  i  et  a?  =  —  t»  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que 

les  valeurs  correspondantes  de  y  soient  j  =  c  et  y  =  d.  W  en  résulte, 
d'après  l'équation  (i3),  les  quatre  conditions 


[23) 

'd-b 


c  —  h_Ji  /  w^  +  n  y_  B  /  ytVf  4-n  y 
c  —  a       A  \m'  -\-  m  )         A  \m' k  -f-  m) 

— _6  _  B  /  n'—n  y  __  B   ^  n'k  —  n  V 
d — a       A  \m'  —  m  j         A  \m'/r — m) 

On  en  déduit 

fn'k-\-ny_  /  n'-^n  V       fn'k—nY_  I  n'—ky 
\m' k  +  m )        \/n'+  m )  '      \ni' k  —  m)        \m'  —  m) 

et  par  suite 

n' k  -h  n        ,    n'  +  n        n'k  —  n       ^^  n'—  n 

::^  ''" >        —  ~T~  • 

m' k  -h  m  m'  -\-m       m' k  —  m  m'  —  m 

il  faut  prendre  le  signe  —  devant  les  deux  seconds  membres,  sans  quoi 
on  aurait  ^=  i,  U  —  cV  et  U—  dN  seraient  carrés  parfaits;  mais  déjà 
nous  avons  supposé  que  les  deux  polynômes  U  —  a\,  U  —  èV  sont 
carrés  parfaits;  or  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  quatre  polynômes  ne 
peuvent  être  à  la  fois  carrés  parfaits.  On  a  donc 

n'k-+-n n' -\- n         n' k  —  n  n' — n 

m' k  -hm  m'  -\-  ni^      m' k  —  m  m'  —  m 
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d'où 

m  n 

Aucune  des  deux  constantes  m'  et  n'  ne  peut  être  nulle;  on  fera  pour 
simplifier  m'  =  /i'  =  i  ;  on  a  ainsi  n  =  —  m,  ^  =  mV,  on  prendra  m  ■=  sjk^ 
/i  =  —  y/Â.  Si  l'on  remplace  m  et  «  par  leurs  valeurs,  les  relations  (iZ) 
deviennent 

On  en  déduit 


i^s/k         i/{a  —  c}{d—  b}^ 


,_.  ^y^       V(a-fi?)(c-6) 
Si  l'on  pose,  comme  au  n"*  262, 


li=\/{a—d){c—b),    H'=  ^{a  —  c){a~b), 
on  a 

^  ^'^  VH  +  v^H' 

L'une  des  équations  (24)  donne  le  rapport 

,   rs  B        c—b  fï-^  Jff 

(26)  —         ' 


A       c  — «\^i_y/y^ 

On  obtient  les  deux  rapports  t  ^t  T'  ^^  remarquant  qu'aux  valeurs 

a?  =  —  I ,  a;  —  I  correspondent  respectivement  les  valeurs y=d,y=c 
et  comparant  les  expressions  (12)  et  (i5)  ;  on  trouve  ainsi 

C  ^d-  c  (i-\/TfY       B  _c-d  {i-\-\jk)\ 
^^'^'  A  ~  t/-  a   2{i4-A-)  '     A~  c  —  a  2{i-hk}' 
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La  formule  de  transformation  est 

y- a       c-a[(,_^^)(i_|_-p^/f)J' 
et  Ton  a  [Fundamenta  de  Jacobi) 

^r^4v/^,/ÂB  dx 

Transformations  réelles. 

265.  Lorsque  le  polynôme  Y  a  ses  coefficients  réels,  et  que  y  varie 
entre  des  limites  telles,  que  V— Y  soit  réelle,  ce  qui  a  lieu  dans  les  appli- 
cations, on  cherche  à  opérer  la  transformation  à  l'aide  d'une  formule 
réelle,  et  de  manière  que  le  module  k  soit  inférieur  à  l'unité  et  que  x 
varie  entre  —  i  et  4-  i.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer,  suivant  que 
les  quatre  racines  du  polynôme  Y  sont  réelles,  deux  réelles  et  deux  ima- 
ginaires, ou  les  quatre  imaginaires,  et  que  le  polynôme,  sous  le  ra- 
dical, est  précédé  du  signe  +  ou  du  signe  — . 

Considérons  d'abord  le  cas  où  les  quatre  racines  sont  réelles.  Nous  les 
supposerons  rangées  par  ordre  de  grandeurs  croissantes,  savoir  : 
a<ib<Cc<id.  Nous  opérerons  la  transformation  par  une  formule  du 
second  degré,  et  nous  adopterons  de  préférence  le  premier  mode,  qui 
est  plus  simple  que  le  second  (n°  263)  : 

1°  Soit  d'abord  à  transformer  -—•  Pour  que  le  radical  soit  réel,  il 

faut  que  y  varie  de  6  à  c,  ou  de  û?  à  -h  oo  et  de  —  oo  à  a. 

Dans  le  premier  cas,  nous  prendrons  les  formules  telles  qu'elles  ont 
été  établies 


/o    ,    #  /{c  —  b){d—a)      ,,         /{b  —  a){d~c)  i    ,; ; — r- 

'^°)  *=V{c^iW)'  ''=vb=y^d=T)'  s=-ji'-a)(d~K 

b{c  —  a)  —  a{c  —  b)x^ 


(3i)  y  = 


[c  —  a)  —  (c  —  b)x 


2      ' 


le  module  k  et  le  multiplicateur  g  sont  réels,  et  le  module  inférieur  à 
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l'unité.  La  formule  inverse 

j (c  —  a){r — f>) c  —  a/        h  —  a\ 

"^  ~  (c  — 6)(j  — a)  "~  c  — 6  V      r  — «/' 

déduite  de  l'équation  (17),  montre  que,  quand  y  croît  de  6  à  c,  a:  croît 
de  o  à  ï. 

Dans  le  second  cas,  nous  prendrons  les  formules  que  l'on  déduit  des 
précédentes,  en  permutant  a  et  c,  è  et  d',  le  module  et  le  multiplicateur 
ne  changent  pas;  la  formule  de  transformation  devient 

Ci,  \  —  ^^^  —  a)  —  c{d—a)x^ 

^   ^^  ^~    {c-a)-[d-a)x^    ' 

La  formule  inverse 

^2  _  ic—a){r—ff)  _  <?  — «  / ,  _.  d  —  c\ 
{d  —  a)(x  —  c)       d  —  a\       r  —  cj 

montre  que,  quand  y  croît  de  c?  à  H-  co  ,  puis  de  —  oo  k  a,  x  croît 
de  o  à  t/  ._   1  puis  de  cette  quantité  à  i. 

d'Y*  -1  • 

2*^  Soit  maintenant  à  transformer  — ■—--  Pour  que  le  radical  soit  réel, 

S/-Y  ^ 

il  faut  que  /  varie  de  «  à  6  ou  de  c  à  c?.  Dans  le  premier  cas,  nous  pren- 
drons les  formules  que  l'on  déduit  de  (3o)  et  {3i)  par  une  permutation 
circulaire  des  quatre  lettres  «,  b,  c,  d  en  sens  rétrograde,  en  ayant  soin 
toutefois  de  multiplier  g  par  y/—  i , 


(33)     '-V/NH^'      ^'  =  \/[^^^'     ^=î^/(^=^-^- 

(U^  ^_a{d-b)-^d{b-a)x^  [d-b){r-a) 

^^'  •^~     {d~b)  +  {b-a)x^   '     "^  —  {b-a){d-y) 

Quand  y  croît  de  «  à  6,  a;  croît  de  o  à  i. 

On  obtient  les  formules  relatives  au  second  cas  en  permutant  dans 
les  formules  précédentes  a  et  c,  b  et  d\  le  module  et  le  multiplicateur 
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ne  changent  pas;  la  formule  de  transformation  devient 

(35)  c{d-b)-b{d-c)a:^       ^,  _  llL_Vi  -  ^^ 

^     '  ^~    {d-b)-{d-c)x^    'Z'  -  d  —  c\        x-b 

Quand  y  croît  de  C2id,x  croît  de  o  à  i . 

266.  On  déduit  facilement  de  ce  qui  précède  les  formules  de  trans- 
formation relatives  au  cas  où  le  polynôme  placé  sous  le  radical  est  du 
troisième  degré;  car  l'expression 


y/^  =  Y/=F(r-«)(r-*)(r-<^)(i-j) 

se  réduit  à 

V^=p(.r-a)(r-6}(j-c)  =  V=fY. 

quand  c?  augmente  indéfiniment.  Il  suffira  d'introduire  cette  hypothèse 
dans  les  formules,  en  ayant  soin  de  diviser  g  par  y[d. 

Supposons  les  trois  racines  réelles  et  rangées  par  ordre  de  grandeurs 

croissantes,  «  <  ô  <  c.  i°  Soit  d'abord  à  transformer      -^    ;  pour  que 

le  radical  soit  réel,  il  faut  que  y  varie  de  6  à  c  ou  de  —  qo  à  a.  Dans  le 
premier  cas,  on  emploiera  les  formules  (3o)  et  (3i),  qui  se  réduisent  à 

,36,  1-=\/— -     *'-\/— '     g=-^l^^a, 

^      '  V  c  —  a  V  c  —  a       "       2 

„   ,  bic  —  a)  —  aie— b)x^  ,      c  —  al        b  —  a\ 

^    "  (c — a)  —  (c — b)x^  c—h\        y — a) 

Quandy  croît  de  è  à  c,  a?  croît  de  o  à  i .  Dans  le  second  cas,  on  emploiera 
les  formules  (3o)  et  (Sa)  ;  le  module  et  le  multiplicateur  sont  les  mêmes 
que  dans  le  cas  précédent;  la  formule  de  transformation  se  réduit  à 

/oQ\                                                 c  —  a         ,      c  —  a 
(38)  r  =  c —-5     x^  = 


X*  c  —  y 


Quand  y  croît  de  —  oo  à  a,  a?  croît  de  o  à  i . 
•  •  d'Y* 

2**  Soit  maintenant  à  transformer  -=•  Pour  que  le  radical  soit  réel, 

v/Y.  ^ 
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il  faut  que  y  varie  de  «  à  è  ou  de  c  a  +  oo  .  Dans  le  premier  cas,  on 
prendra  les  formules  (33)  et  (34),  qui  se  réduisent  à 


:^9>  ^=\/^'  *'=V/^'  ^=ï^^- 


(4o)  x  =  a-h{b  —  a)x\     x' =  j—-^' 

Quand  y  croît  de  a  à  è,  a?  croît  de  o  à  i .  Dans  le  second  cas,  on  prendra 
les  formules  (33)  et  (35).  Le  module  et  le  multiplicateur  sont  les  mêmes 
que  dans  le  cas  précédent;  la  formule  de  transformation  devient 

o  —  bx''  n  —  h 

(4i)  r=- — ^ZT'    ^  = 


y—b 

Quand  y  croît  de  c  à  +  oo  ,  a;  croît  de  o  à  i . 

267.  Considérons  actuellement  le  cas  où  le  polynôme  du  quatrième 
degré  Y  a  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires.  Soient  a  ei  b  les 
deux  racines  réelles,  a  étant  plus  grand  que  è,  c  =  0L  +  ^i,  d=a  —  pi 
les  deux  racines  imaginaires,  /3  étant  un  nombre  positif.  Nous  com- 
mencerons par  opérer  la  transformation  du  premier  degré  la  plus 
simple,  celle  qui  consiste  à  faire  disparaître  les  termes  du  premier 

degré  dans  le  polynôme  X  (n°  261).  On  a  posé,  pour  cela,  y= ; 

on  détermine  les  deux  constantes /w  et  w  à  l'aide  des  formules  (i)  et  (2), 
qui  deviennent  ici 


U< 


2(«6  — a»— S') 

m  -\-  n=z z !— ^, 

«  4-  6  —  2a 

m  —  n  =  2  ^-^ !-7-i-! !— i 

a  -h  b  —  2a 


Pour  effectuer  le  calcul,  nous  emploierons  deux  angles  auxiliaires  ^, 
et  92.  définis  par  les  formules 

,,o\  .  a  —  ce       ^  b  —  oc 

(43)  lang(p,  =  -^— ,     iang<p2  =  — -— , 


LES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES.  431 

et  nous  poserons 

(44)  ?  =     ^     '    ?  ^     ^     • 

Des  formules  (43)  on  déduit 

(a  +  6       a  —  6   sinacp' 
a= : j,t 

1   „ (a  —  6)cos<p,  COS9,  _  a  —  6  cosay^  -1-  ZQSiajf" 

'  ^  sinacp"  ~      2  sinaç* 

Les  équations  (42)  deviennent 

I  +  CCS  2  9'  ces  2  9" 


m-+-nr=(a-i-6)  —  (a  —  6) 


sin2  9'  sin2  9" 


,  ,,  ces  2  9  H-  CCS  2  9 

m  —  n  =  \a—h) — .        ,   . îh") 

'     sm2  9'sin2  9 

d'où 

,  f^,  a-\-b       a  —  b  ,  ,,  a  +  ba  —  b 

(46)      m  = lang9  tang9  ,     n  = C0I9'  C0I9  . 

On  en  déduit 

a  —  b        COS9,  a  —  b       cos9î 

m—  a  = — — ^ i         n~  a  = -. — j— f — - , 

2      cos9'cos9  2      sm9'sin9 

,       a  —  b       COS91  ,  a — b       cos9i 

m—  b= r—^ — -  j  n  —  b  = : — -4 — - 

2      cos9'cos9  2      sin9  sin9 

,.  sin9'cos9,cos9j  ,        ,    COS9' COS91  cos9j 

m  —  a  =  {a—b) — ^ j^ ^,      n  —  oc  =  —{a--b) H^ tt^ — r-'- » 

51029' cos 9  '      51029' 5109' 

'a  —  b\^    C0S9,  cos9j 


;» 


(m —  a)(m—  A)  =  — 


îm'  nnc'm"' 


2     /    cos'9  cos'9 


/  \/         A\       (^—^\    cos9,co59, 

(n— a)(n  — 6)=    )    - — ^7^ — ^, 

^  '^  '       \     7.     J    sin'9'5in^9" 

N/  M      ,  N,      a,      /         IN,  cos*9i  cos*9, 

'^  '      ^  /       r       V  /  510^29"  sin*9' 
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La  formule  de  transformation  y  =  ^ — ^  devient 

, ,  s  a-\-h a  — h  iang9'  langtp"  +  x  0019'  C0I9" 

KM)  ^~~~^  2  i  +  a?  ' 

et  Ton  a 

(^S)        ^^    —      ^-      coi9'cos9"  dx 


^zt\  a~b  y/qrcos9,  ces 92  v/(i  —  ^'cot»9' cot'9'')(i  +  ^^col'9') 

On  effectuera  une  seconde  transformation  en  posant 
(49)  a;=:lang9' tang9"  COS9, 

ce  qui  donne 

,f.  V  _  g  4-  6       a  —  h   iang9'iang9"  +  COS9 

2.  2       I -i-lang9' tang9"  COS9' 

,w  .  </)^ ^  ^=p  COS9,  COS9,  c?9 

v/it  Y  P  v^i  —  sin'9''sin*^ 

Si  l'on  pose  enfin  , 

(52)  k  =  sinc^",     g=  -—       ^       — -.i     /t  =  tang9'iang9", 

Vq=C0S9i  COS9, 


on  a 

(53) 

(54) 


a  —  b    h  -\-  cos< 


2  2       I  +  A  CCS  9 

dy    _^  rt:  ^9 


v/±Y       g'v'i  — /f'sin' 


et  l'expression  différentielle  est  ramenée  à  la  forme  simple  des  inté- 
grales elliptiques  (n°  230). 

1°  Proposons-nous  d'abord  de  transformer  l'expression       •        Le 
radical  n'est  réel  que  si  y  varie  de  b  k  a.  Appelons  ^,  et  ^2  les  angles 

définis  par  les  formules  (43),  et  compris  entre et  H-  -•,  dans  le  cas 

actuel,  nous  prendrons  ^i  =  <]^o  92  =  ^2;  de  cette  manière,  cos(p,  et 
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cos^a  sont  positifs,  et  le  multiplicateur  g  réel;  /3  étant  positif  et  a 

plus  grand  que  b,  l'angle  f  ==^i^  est  positif;  puisque ^^==^^^% 

la  constante  h  est  comprise  entre  —  i  et  +  i.  La  formule  de  trans- 
formation (53)  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

(55)  y=ib-\ 7 =  6  4- 


\  +  h      ^,9  coso,       ,  9 

I  H r  col'  -  1  4 COt='  - 

I  —  a         1  COS91  2 

on  voit  que,  quand  ^  croît  de  o  à  ->  j  croît  de  6  à  a.  On  mettra  donc 
le  signe  +  devant  le  second  membre  de  l'équation  (54). 

2°  Soit  maintenant  à  transformer -y=-  Le  radical  est  réel  quand  j 

varie  de  a  à  -h  qo  et  de  —  qo  h  è.  Nous  prendrons  ici  ipa  =  4*2  et 
9,  =  <|^,  -f-7r;  de  celte  manière,  cosço  étant  positif,  cos(p,  négatif,  le 
multiplicateur  g  est  réel  ;  la  constante  h  est  plus  grande  que  i  en  valeur 

absolue.  L'angle  9"  —  -  +  '^'~~^'  est  compris  entre  -  et  n.  La  for- 

mule  (55)  montre  que,  quand  9  croît  de  o  à  l'angle  dont  le  cosinus 

est  —  T->  y  décroît  de  6  à  —  qo  ,  et  que,  quand  9  croît  de  cet  angle  à  tt, 

y  décroît  de  +  co  à  a.  Il  faudra  mettre  le  signe  —  devant  le  second 
membre  de  l'équation  (54). 

268.  Le  cas  où  le  polynôme  est  du  troisième  degré  et  n'a  qu'une 
racine  réelle  se  déduit  du  précédent;  car  l'expression 

se  réduit  à 


s'^[r-b){y-c){y-d)  =  sj^Y,, 


quand  a  augmente  indéfiniment.  Il  faudra  diviser^  par  \Ja  :  on  a  alori 
(];,=-,  h  =  \ ,  et,  en  prenant  9,  =  ^2* 


(56)  *  =  s,„(|±|--),    g=y/ 


7r_4_  9^V      „-_  *  /_ê_. 
COSÇj 

55 
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La  formule  de  transformation  (5o)  peut  être  mise  sous  la  forme 

a  cos  9i  sm*  -  +  o  cos  92  ces'  - 
^2  ^2 

coscp,  sm*  -  +  cosçj  cos'  - 
^2  ^2 

si  l'on  remarque  que  a  cosip,  tend  vers  la  limite  =p  p,  elle  se  réduit  à 
(57)  r=bqz     ^     lang'  ^ - 

269.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  le  polynôme  du  quatrième 
degré  Y  a  ses  quatre  racines  imaginaires  a  =  ce.  -h  ^i,  b  =  a.  —  ]3«, 
c  =  y  +  c?ï,  <^  =  Y  —  ai,  /3  et  ^  étant  supposés  positifs  et  a  —  7  positif. 
Nous  commencerons  encore  par  effectuer  la  transformation  du  premier 

degré  en  posant  j  =  — >  de  manière  à  faire  disparaître  les  termes 

du  premier  degré  (n"  261).  On  a 

a'  -+-  P'  —  y^  —  a» 


m  +  n 


oc-y 


cc-y 
Posons 

58)     lang9,  —  i^ >     lang9j='^ ,     <?  =- -^     9"  =  -^ l-j 

'  ^        a.  —  y  ^         a  —  y  2  2 


nous  aurons 

a  cos  2  9"  4- y  cos  2 

_?: 

a—  y 

COS9,  COS9J 

cos  9,  cos 92 

j   ^       acos'9"  — y  sin'9' 

„       .           .sin9'cos9' 

P=   a  —  y) ^^ ^) 

'cos  9,  cos  92 

"*-        cosf,  coscp. 
j       _    —  asin'9"4-ycos*9' 

7 

.       ,           .sm9"cos9" 

^  z=[a.  —  y)  1 —  , 

' '  cos9,cos92 

'        "             COS 9,  COS 92 

[m-o^Y  4-  (3^  =  [oc  --^yY       f  "''^^  ~, 
'       '^       ^         '  '  cos'9,  cos='92 

ros^o' 

(r,            nf\2      1      ft2  ( -f           v^2                            T 

^             ^        r        V           //   COS'9,  C0S=9, 

m-y)M-^==:(a-     y)'       ^°^'''''       , 
'     cos'9i  cos'92 

(n      y)'4-ô^  =  (a      y  Y       f"'"^", 
'                 ^        '     cos^9,  cos'qj 

dy  __        cos  9' 

dx 

y/Y  ^cos9"  y^(i  +  ^2coi=9')(i4-a?Hang'9"] 
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Pour  achever  la  transformation,  on  posera  a;  =  —  tangip'  tang^,  d'où 

d}^  sin<p'  d(f 

sjY~  ^  CCS 9"     /         COS9,  coso,     .  , 

i/ I 7-^, r-77Sin»9 

V  cos*cp  cos*<p  ^ 

Si  l'on  pose  ensuite 

/A^\  l7  .         ,    /.         ,    '/  CCS©,  COS<Pj  (3C0S9" 

(bo)  A'=i  — tang'9'tang»9"= — -^, -S,     g=-^ — h^ 

°^        °^        cos^9  cos'9        °         S1119' 

on  a  finalement 

dy  ^9 


y/Y       g^Ji  —  k^sin'(f 

On  prendra  pour  9,  et  (p^  des  angles  compris  entre et  +  -?  de 

manière  que  cosç»,  et  cosç>2  soient  positifs.  Le  module  k  est  moindre 
que  I .  La  formule  de  transformation  est 

./,  .                                     m  —  n  aâ  I 

(01)  y:=n-\ —  n  +        ^ 


sin2  9'  I  —  iang9'lang9 

Quand  9  croît  de à 9',  j  croît  de  /i  à  -h  00  ;  9  croissant  ensuite 

de  -  —  9'  à  -5  y  croît  de  —  00  à  ti. 

Remarquons  que,  dans  les  deux  cas  traités  aux  n°'  267  et  269,  si 
l'on  pose  sin9  =  t  pour  ramener  l'intégrale  elliptique  à  la  forme  ca- 
nonique, les  formules  de  transformation  (5o)  et  (61)  sont  irrationnelles 
par  rapport  à  t. 

Les  trois  intégrales  elliptiques. 

270.  Après  l'intégration  des  expressions  rationnelles,  les  géomètres 
se  sont  occupés  des  expressions  irrationnelles,  et  d'abord  de  celles  qui 
renferment  un  radical  carré.  Lorsque  le  polynôme  placé  sous  le  radical 
est  du  premier  ou  du  second  degré,  l'intégrale  s'exprime  par  des  quan- 
tités algébriques  ou  logarithmiques;  mais  il  n'en  est  plus  de  même 
lorsque  le  polynôme  est  d'un  degré  plus  élevé.  Le  cas  où  le  polynôme 
est  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  donne  naissance  à  une  classe 
d'intégrales  définies,  que  l'on  a  appelées  intégrales  elliptiques,  parce 
qu'elles  servent  à  l'évaluation  des  arcs  des  sections  coniques.  Le  célèbre 

55. 
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théorème  d'Euler,  dont  nous  parlerons  plus  tard,  a  été  le  point  de 
départ  des  recherches  sur  ce  sujet.  Legendre  a  découvert  ensuite  un 
grand  nombre  de  propriétés  de  ces  nouvelles  transcendantes  [Mémoire 
sur  les  transcendantes  elliptiques,  1794);  son  Traité  des  fonctions  ellipti- 
ques contient  l'exposé  de  ses  propres  découvertes  et  de  celles  de  ses 
devanciers. 

Considérons  l'intégrale  définie 

(i)  jF{r,s/Y)dr, 

où  Y  désigne  un  polynôme  entier  du  troisième  ou  du  quatrième  degré, 
et  F  (y,  \/Y)  une  fonction  rationnelle  eu  j  et  \JY,  Cette  fonction  peut 
être  mise  sous  la  forme 

M  +  M^  s/ Y  _  (M  +  MWyj(N  -NVy)  _  P  +  P V Y 

M,  M',  N,  N',  P,  P',  Q  désignant  des  polynômes  entiers  en  y;  on  en 
déduit 

Jf  (jr,  v^Y)  dr  - Jl  df  +f^  dr. 

La  première  intégrale  du  second  membre,  portant  sur  une  fraction 

rationnelle,  s'exprime  par  une  fraction  rationnelle  et  des  termes  de  la 

forme  \og(y  —  a).  Il  reste  à  considérer  la  seconde  intégrale,  que  Ton 

écrit 

FT   dy 


S 


Nous  avons  vu  comment,  par  une  substitution  du  premier  ou  du 

second  degré,  on  transforme  l'expression  -^  en  une  autre  — =;>  où  X 

est  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  x  de  la  forme  canonique 
(r  — ^^)(i  —  k^x^).  L'intégrale  précédente  se  ramène  ainsi  à  l'inté- 
grale 
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f{x)  désignant  une  fraction  rationnelle  en  x.  Cette  fraction  ration- 
nelle peut  se  mettre  sous  la  forme 

M.  +  M>  _  (M, +  M>)(N,— N>)  ^  P,_+P> 

Ml,  M'i,  N,,  N'^,  P<,  P', ,  Q,  désignant  des  polynômes  entiers  en  x-.  On 
a  ainsi 

On  obtient  la  seconde  intégrale  en  posant  x^  —  x'\  car  alors  le  radical 
ne  porte  plus  que  sur  un  polynôme  du  second  degré.  Il  reste  à  étudier 
l'intégrale 

P,  dx^ 

VX*' 


S^. 


p 

271.  La  fraction  rationnelle  -^~  peut  être  décomposée  en  termes  de 

la  forme  kx"^",  n  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  et  en  termes 

A 

de  la  forme  —-, — ttt^-  P  étant  un  nombre  entier  positif.  Considérons 

d'abord  les  termes  de  la  première  sorte.  Soit  X  =  A  -f-  Ba?^  -\-  Ca?\  On  a 

D,  (a:"'+'  VX j  =  ( 2 TU-  i)  J7^"  VX  H — T= 

vX 

(a/i-f  i)A^"'-f-  (2/1  +  2)Bj;»''+'-f-  (271  +  3)Cx"'-^* 

'^ ' 

et,  en  intégrant, 

7^'^dx  .  _  r  x*"-*-'^dx 


(4)  {  ''     '^'^  '' 


■Jx 


Quand  n  est  positif  ou  nul,  cette  équation  ramène  l'intégrale 


/ 


:r"'+'  dx 
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aux  deux  précédentes 

;="'+'  dx         r  x^"  dx 


r  x"'+'  dx       r , 


*/x 


En  opérant  ainsi  plusieurs  fois  successivement,  on  arrive  aux  deux 
intégrales 

rx'dxrdx 

Qaand  n  est  négatif,  cette  même  équation  ramène  l'intégrale 

x^"  dx 


f 


v/x 
aux  deux  autres 


x^"-^'dx         rx'"''^*dx 

-= — > 


/x^"+'dx        r. 


v/x 


et,  après  plusieurs  opérations  successives,  on  arrive  encore  aux  deux 
intégrales  (5). 

272.  Considérons  maintenant  les  termes  de  la  seconde  sorte,  on  a 

X  y/X        _         y/X  37(Bar-+-2C^»)  _  2 (/?  —  i )a7^  y/X 

'  [x'^'-h' y-'  ~  {X'  —  h')P-'  '^  [x'—h-' y-  v^x  {x'-  à' y 

_  (A  -}-iilix'-h3Cx*)(x'—  h')—  :t{p  —  i)iAx'+'Bx*-{-Cx'>) 

Posons 

A  +2B^=-F-3C:r^=  A,+  2B,{x'—h')  -!-  3C{x'~  h'Y, 

les  deux  constantes  A,  et  B<  ayant  les  valeurs 

A,  =  Ah-2B/j=+ 3C/j%     B,  =  B  +  3CA^ 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  2xdx,  et  si 
l'on  intègre,  on  obtient 

Aa7^4-  Bij;^4-  Ca^^z^E  +  A,  {x'—  h')  +  B,(^=—  h')'  +  C{x'—  h'Y, 
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en  posant  E=^  h^A-hBh'^-h  Ch*).  Il  en  résulte 

j^        ary/X        __         (2/?-2)E  (?./?- 3)  A. 

'{a:'-h^)p-''~    [x^-h^^t     {x'-A^y-'s/x 

(2/?  — 4)B,  (2/>-5)C 

et  par  suite 

; j!-- —  =  (2p — 2)E    I 7=  4-(2n  — 3)A,  j 


(2;,-4)B.  r f^       _  +  (2;>-5)C   f— 


</jc 


Ay-'  v/x 


Si  la  constante  E  n'est  pas  nulle,  de  cette  équation  on  déduira  la  pre- 
mière intégrale  en  fonction  des  trois  suivantes,  et,  comme  l'opération 
peut  être  continuée  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  p  =  2,  on  arrivera  à  l'in- 


tégrale 

(7)  f ^^-^ 


et  à  d'autres  de  la  première  sorte,  se  ramenant,  par  conséquent,  aux 
deux  intégrales  (5). 
Si  l'on  avait  E  =  o,  Téquation  se  réduirait  à 


(8) 


l^p-i)B,  f- ^^-^  +  {2/,-5)C  f ^-- 

J  i^'-  ày-'  )/x    ^  ^     '  J  (x^-~  i^y-^  V  ] 


Nous  remarquons  que  la  constante  A,  ne  peut  être  nulle  en  même  temps 
que  E;  car  on  aurait  alors  B^  —  4AC  =  0,  et  le  polynôme  X  serait 
carré  parfait.  La  relation  précédente  ramène  l'intégrale  cherchée  aux 
deux  intégrales  (5). 
En  résumé,  l'intégrale 


J"f  (r,  m  dy 
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est  ainsi  ramenée  aux  trois  intégrales 

A  la  place  de  la  seconde,  Legendre  considérait  l'intégrale 


fv^X  dx. 


qui  s'exprime  aisément  à  l'aide  des  deux  premières. 
h' intégrale  de  première  espèce 

^  .  r^        dx 

(lo)  2=  I  - 

Jo    sl{i  —  x^){i—  k^x^) 

est  l'inverse  de  la  fonction  elliptique  x  ~\(z,k).  A  chaque  valeur 
de  X  correspondent  deux  séries  de  valeurs  de  z  de  la  forme 

2 -i- 2/nw -H  m'oo',     (ù  —  z -\- "i.  m(ù  +  m' (ù' . 


Intégrale  elliptique  de  seconde  espèce. 
273.  L'intégrale  elliptique  de  seconde  espèce  est 

(il)  a=  I  :• 

Jo     sj{i~-x^){i  —  k'x^) 

Le  radical  admet  les  quatre  points  critiques  «z=:  i,  ^  ~  y-,  c  —  —  i , 

d=  —  r  (y?^.  77,  n**  221),  qui  sont  aussi  des  points  critiques  algébriques 

pour  la  fonction  u.  Cette  fonction  devient  infinie  avec  x,  et  le  point  0' 
sur  la  sphère  est  un  pôle  du  second  degré  pour  chacune  des  branches 
de  la  fonction;  mais,  comme  il  n'entre  dans  l'expression  que  des  puis- 
sances paires,  l'intégrale  définie  relative  au  lacet  0',  ou  au  circuit  qui 
dans  le  plan  embrasse  les  quatre  points  critiques,  est  nulle,  et  les 
périodes  se  réduisent  à  deux  (n°  113).  A  chaque,  système  de  cycles 
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donnant  un  couple  de  périodes  elliptiques  aw,  w'  de  l'intégrale  de 
première  espèce  correspond  un  couple  de  périodes  sw,,  w\  de  l'inté- 
grale de  seconde  espèce.  11  en  résulte  qu'à  chaque  valeur  de  x  corres- 
pondent deux  séries  de  valeurs  de  u  de  la  forme 

M -h  amw,  +  w'to', ,     &), —  M -4- amo, -+- m'oj' . 

Si  l'on  change  de  variable  en  posant  x=^\[z,  k)^  d'où 

dx  j 

=  dz. 


l'intégrale  de  seconde  espèce  prend  la  forme 
(12)  u  =  ii{z)=  j     V[z)dz. 

Elle  devient  infinie  avec  X(2),  c'est-à-dire  aux  points 


a  =  —  +  mw  H-  m  w  ; 

2 


si  l'on  pose  z  =  a  h-  z',  on  a,  dans  le  voisinage  de  l'un  des  points  a, 

"  =  -^  +  C-f-py+|3''  +  .... 

On  en  conclut  que  u  est  une  fonction  méromorphe  de  s,  admettant 
comme  pôles  simples  ceux  de  X(z). 

Il  est  facile  d'exprimer  cette  fonction  à  l'aide  de  l'une  des  fonctions  Q 
ou  &,  formées  avec. les  deux  constantes  cù  et  w'.  De  l'équation 

trouvée  au  n°  169,  on  déduit  en  effet 

56 
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Quand  z  augmente  de  w  ou  de  w',  le  second  membre  éprouve  des  ac- 
croissements constants 

on  en  déduit  la  relation 

(i5)  wû),  —  w'w,  = -t:j-> 

entre  les  périodes  des  intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce. 

Lorsque  le  module  h  est  réel  et  inférieur  à  l'unité,  si  z  est  réelle,  la 
formule  (i3)  ne  contient  que  des  quantités  réelles;  si  z  est  imaginaire 
et  de  la  forme  jï,  y  étant  réelle,  le  second  membre  est  de  la  forme  Yt, 
Y  étant  réelle. 

274.  Considérons  maintenant  la  fonction  inverse  x  de  la  variable  m, 
fonction  définie  par  l'équation  différentielle 


dx  _  v/(i— ^^)(i  — /f^a;') 
du  x^ 

à  laquelle  on  joint  la  condition  initiale  a?  =  o  pour  m  =  o.  En  répétant 
le  raisonnement  du  n°  219,  on  voit  que,  lorsque  la  variable  u  se  meut 
dans  le  voisinage  d'un  point  où  la  fonction  x  acquiert  l'une  des  valeurs 

±  I,  ±  T»  la  fonction  reste  monotrope.  L'étude  de  l'intégrale  dé- 
finie montre  que,  quand  x  partant  de  l'origine  y  revient  par  diffé- 
rents chemins,  u  acquiert  les  valeurs  m,  =mw,-hw'œî;  récipro- 
quement, si  u  va  de  l'origine  à  l'un  de  ces  points  u^  par  un  chemin 
convenable,  la  fonction  x  s'annule.  L'équation  différentielle 

x"^ 
du  =  —  dx, 

sl[i  —  x^){i  —  k''x^) 

dont  le  second  membre  se  développe  en  une  série  convergente,  pour  les 

valeurs  de  x  dont  le  module  est  inférieur  h  i  et  au  module  de  r»  est  de 

k 
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la  forme 

on  en  déduit 

,    fx*       ax^  \ 

"-"'=- U +  "5-+  -y 

x  r=d=  ^3  (  i«  —  a, )*  + . . .  ; 

ainsi,  quand  la  variable  u  tourne  autour  du  point  m,,  la  branche  consi- 
dérée de  la  fonction  x  acquiert  trois  valeurs  différentes;  ce  point  est 
donc  un  point  critique  algébrique  pour  cette  branche  de  la  fonction. 
La  fonction  x  conserve  une  valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies 
de  u\  on  en  conclut  qu'elle  admet  une  infinité  de  valeurs  pour  chaque 
valeur  de  u  ;  car  si  elle  n'en  admettait  qu'un  nombre  limité,  une  fonction 
symétrique  et  entière  de  ces  valeurs  serait  une  fonction  holomorphe  et 
doublement  périodique  de  m,  ce  qui  est  impossible  (n°  146). 

Intégrale  elliptique  de  troisième  espèce. 
275.  L'intégrale  de  troisième  espèce  est 

(16)  u=  I      , 

Jo    (x'—  h')  ^{i  —  x'){i—  k'x') 

Outre  les  quatre  points  critiques  du  radical  a  =  i,  b  =  j^  c  =  —  i, 

d  =  —  jj  qui  sont  aussi  des  points  critiques  algébriques  pour  la  fonc- 
tion M,  la  fonction  placée  sous  le  signe  d'intégration  a  deux  pôles 
X  =  ±:  hf  qui  sont  des  points  critiques  logarithmiques  de  la  fonction  u 
{n°  60),  et  qui  fournissent  une  période  polaire 


-Kl 


h\j{i—  h^){i  —  k'li') 


Le  point  0'  sur  la  sphère  étant  un  point  ordinaire,  l'intégrale  définie 
relative  au  circuit  qui  embrasse  tous  les  points  critiques  est  nulle;  il 
en  résulte  que,  si  l'on  fait  abstraction  de  la  période  polaire,  toutes  les 
autres  périodes  se  rédu-isent  à  deux;  à  chaque  couple  de  périodes 

56. 
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elliptiques  20,  w'  de  l'intégrale  de  première  espèce  correspond  un 
couple  de  périodes  2^2,  Wj  de  l'intégrale  de  troisième  espèce.  Cette 
intégrale  admet  donc  trois  périodes  distinctes,  de  sorte  qu'à  chaque 
valeur  de  a?  correspondent  deux  séries  de  valeurs  de  u  de  la  forme 

u  -f-  T-nidii  -+■  m'Mj  -H  m" (à",     «2  —  u  -h  2mw,  +  m'w',  +  m" (n" . 

Si  l'on  change  de  variable  en  posant  a?  =  X  (a,  ^),  et  si  l'on  remplace 
la  constante  h  par  X(a),  l'intégrale  de  troisième  espèce  prend  la 
forme 

^''^  "=Jo    XM.)-XMa)- 

Elle  devient  infinie  aux  points  critiques  logarithmiques 

et  admet  une  infinité  de  valeurs  pour  chaque  va^leur  de  z.  On  peut  aussi 
l'exprimer  à  l'aide  de  la  fonction  Q. 

La  fonction  doublement  périodique  ^r—— — ttt-t'  aux  périodes  w,  w',  a 

r  ^       k'{z)—V{a)  ' 

deux  infinis  simples  z  —  ±:a\  les  résidus  correspondants  sont 


~'il{a)l'{a) 
On  a  donc,  d'après  le  théorème  de  M.  Hermite  (n"  168), 


ÏUmPÎÛTÂ  —  "  +    n1(n\V  (n\      '    ^^  fi7 


2  —  « 


X»(2)  — X'(a)  2X(a)X'(a)  ^  Q,{z  +  a)' 

et,  en  remplaçant  z  par  ^  H — 5 


''■'^■(.)        -H+    ,,  ■„,     n.iog^'----"' 


\  —  kn'[a)'k'{z)     '       '    i'k{a)'K[a)         ""  B  {z  +  a) 
Si  l'on  fait  z  —  o  dans  cette  dernière  équation,  on  obtient  la  constante 
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Les  deux  équations  précédentes  deviennent  ainsi 

On  en  déduit 

-z) 


les  logarithmes  s'annulant  pour  z  =  o. 

C'est  à  Jacobi  que  l'on  doit  l'expression  des  intégrales  elliptiques  de 
seconde  et  de  troisième  espèce  par  la  fonction  Q  { Fundamenta)  ;  l'inté- 
grale (21)  est  celle  que  Jacobi  appelait  spécialement  intégrale  de 
troisième  espèce,  et  il  l'a  désignée  par  le  symbole  n(z,  a,  k),  ou,  plus 
simplement  W  [z,  «),  en  sous-entendant  le  module  k.  La  variable  z  est 
Vargument,  la  constante  a  \c  paramètre  de  l'intégrale.  On  a  ainsi 

(22)         îl{z,a)=  Z.-^rj-^^    4-  -lOgT-^ {  =  z  -— '— ^  +  -lOg-r-^ r- 

'  ^        '  6{a)       2     °e{a-hz)  â{a)       2     *'â{a-hz) 

Quand  z  augmente  de  w  ou  de  w',  le  second  membre  éprouve  des  ac- 
croissenT^nts  constants 

,   ,.  6' (a)  ,       Q'{a)    ,  ^   ^nai 

*  d(a)  d(a)  (ù   • 

D'ailleurs  le  logarithme  donne  la  période  polaire  oi"  =  ni.  On  en  déduit 
la  relation 

(  24  )  oow'j  —  w'mj  =  27r«l, 

entre  les  périodes  des  intégrales  de  première  et  de  troisième  espèce. 
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276.  Examinons  maintenant  la  fonction  inverse  x  de  u,  fonction 
définie  par  l'équation  différentielle 

à  laquelle  on  joint  la  condition  initiale  a;  =  o  pourM  =  o.  On  verra, 
comme  précédemment,  que,  lorsque  la  variable  u  se  meut  dans  le  voi- 
sinage d'un  point  où  la  fonction  acquiert  Tune  des  valeurs  ±:  i,  ±7» 

la  fonction  reste  monotrope.  L'étude  de  l'intégrale  définie  (16)  montre 
que,  quand  x  s'éloigne  à  l'infini  par  un  chemin  déterminé,  u  tend  vers 
une  valeur  finie  m,  ;  réciproquement,  quand  u  va  de  l'origine  au  point  m, 

par  un  chemin  convenable,  x  devient  infinie;  en  posant  x=  —,,  on  a 


X' 


x""  dx' 

( I  —  li'x")  ^{i  —  x"){k'—x") 


du  = '  ^  zn  (  -7 — h  ax"  -I- . .  .  )  dx' 

''x")J(i  —  x")(k'—x")      ^\fc 


x' =  ±i\JTlt  {u  —  U,f  -¥  .  . . 


Ainsi,  quand  la  variable  u  tourne  autour  du  point  m,,  la  branche  consi- 
dérée de  la  fonction  x  acquiert  trois  valeurs  différentes;  ce  point  est 
donc  un  point  critique  algébrique  pour  cette  branche  de  la  fonction. 
La  fonction  x  admet  une  infinité  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  w; 
car  si  elle  n'admettait  qu'un  nombre  limité,  une  fonction  symétrique 
de  ces  valeurs  serait  une  fonction  monotrope  triplement  périodique,  ce 
qui  est  impossible  (n^  143).  L'étude  de  l'intégrale  définie  (16)  montre 
aussi  que  u  ne  devient  infinie  que  quand  x  tend  vers  l'une  des  valeurs 
±L  h;  on  en  conclut  que,  réciproquement,  toutes  les  branches  de  la 
fonction  x  tendent  vers  l'une  des  deux  valeurs  ±  A,  quand  la  variable  u 
s'éloigne  à  l'infini  ;  sur  la  sphère,  le  point  m  =  co  est  un  point  d'indé- 
termination, et  la  fonction  x  se  comporte  comme  une  exponentielle 
(n«  59). 
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277.  De  la  formule  (22)  on  déduit  les  suivantes  : 


I  n(z,a 


(25)  <  n    z,  a+-    =2-^^  +  -Iog  ' 


2/  0,  (tzj        2     ^0,  (a-f-2) 

n    z,  a  H =  z   J")    !  +  -  log  -rri > 

V  2      /  6i{a)        2     °  0,(a  •+•  2) 

et  celles-ci  donnent 

&)\       „,        ,  v'{«)       »i      v(a  —  z) 

2/  v(a)        2     °  v{a  -{-  z) 

(.6)        {         n^.,<z+-)-n(z,a)=.j^'+jlogj^i^, 

n  (.,  a  +  îLt^)  _  n  (z,  «)  =  .  t^  +  i  log  fiii^. 

\  2      /  V    '     /  jtjL(a)        2     °  fj^a  +  z) 

Si,  dans  la  formule  (22],  on  permute  les  lettres  z  et  a,  il  vient 

d'où 

(27)       n(z,a)_n(«,2)  =  z^^-a|i^^=Ar'[aÇ(z)-zÇ(«)]. 

Cette  dernière  relation  effectue  la  permutation  du  paramètre  et  de  l'ar- 
gument. 

De  la  formule  (22)  on  déduit  encore  la  relation 

^.       X       -rwlo.-^^    a -\- z\       „(a  —  z   a  ~  z\ 

(28)    I  ^{?-^\  ffi"-^ 

1  a-f-z\2/        a  —  z       \     2     / 


J'i^i) 
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que  l'on  met  sous  la  forme 


(29) 


^(.,a)  =  ^(i^^^^  -^f^^^-^ 


j  ja-\-z^(a-^z\       ,a  —  z^la—z\       ,,    ^,    , 


L'intégrale  de  troisième  espèce  II  (2,  a),  qui  dépend  des  trois  quantités 
^,  a,  z,  s'exprime  ainsi  par  une  somme  de  fonctions  dont  chacune  ne 
dépend  que  de  deux  quantités. 

278.  Dans  l'intégrale  (21),  représentons  le  dénominateur  par 
I  4-  n\'^[z),  c'est-à-dire  posons  n^=  —  k^X^  {a).  Si  la  quantité  donnée  n 
est  réelle,  le  module  k  réel,  positif,  et  moindre  que  l'unité,  et  qu'on 
veuille  calculer  «,  plusieurs  cas  se  présentent  :   1°  si  /i  est  positive, 

on  posera  X^  [ai)  =z  ~  -,  a  étant  réelle  et  positive  (n*^  236),  et  l'in- 
tégrale sera  représentée  par  Tl(z,ai)\  2°  si  n  est  comprise  entre  o 
et  -  P,  on  posera  X^  (a)  =.  —  ^^^  a  étant  réelle  et  positive,  et  l'in- 
tégrale sera  n  [z,  a);  3*^  si  n  est  comprise  entre  —  ^'^  et  —  r,  on  po- 
sera X^  (ai  -t-  -  j=  —  ^,  a  étant  encore  réelle  et  positive  (n°  225),  et 

l'intégrale  sera  n  iz,  ai  -\-  -\\  4**  si  n  est  comprise  entre  —  i  et  —  30  , 

on  posera  X^  (a  +  —  j  =  —  p?  a  étant  toujours  réelle  et  positive,  ce 

qui  donne  l'intégrale  Ilfz,  a+ —  ]•  D'après  les  formules  (25),  le  troi- 
sième cas  se  ramène  au  premier,  et  le  quatrième  au  second  ;  et,  par 
conséquent,  dans  l'intégrale  de  troisième  espèce,  lorsque  la  quantité  n 
est  réelle,  on  peut  supposer  le  paramètre  a  réel  ou  de  la  forme  aiy 
a  étant  réelle. 

Considérons  le  cas  où  la  variable  z  est  réelle.  Si  le  paramètre  a  est 
réel,  le  second  membre  de  l'équation  (22)  ne  contient  que  des  quantités 
réelles.  Si  le  paramètre  a  est  imaginaire  et  de  la  forme  a'i,  d'après  la 
définition,  la  fonction  II  est  imaginaire  et  de  la  forme  Ai;  les  termes 
du  second  membre  présentent  la  même  forme,  mais  chacune  des  deux 
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fonctions  6  {a  —  z) ,  0  {a  -h  z)  dépend   de    trois    quantités   réelles 
distinctes  k,  z  et  a'. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  z  est  imaginaire  et  de  la  forme  jt. 
Lorsque  le  paramètre  a  est  réel,  ce  cas  se  ramène  au  précédent  par  la 
permutation  du  paramètre  et  de  l'argument.  Lorsque  le  paramètre  a  est 
imaginaire  et  de  la  forme  a'i,  les  deux  fonctions  ô  {a  —  z),  0  [a  -h  z) 
sont  de  la  forme  0  (bi),  b  étant  réel,  et  on  les  obtient  sans  difficulté. 


Remarques  sur  les  périodes. 

279.  Considérons  deux  périodes  correspondantes  quelconques  Q.  et 
fl,  des  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèces;  ces 
périodes  sont  les  intégrales  définies 

J  ^^'  J    ^^ 

relatives  à  un  même  cycle  partant  de  l'origine  et  y  revenant;  ce  sont 
des  fonctions  du  module  k  qui  ont  pour  dérivées 

ç(û       ,  r       x'dx  ^-  _  7  r       ^*dx 

dif  '~  *J  (  I  -  h'x')Ax'      d/c  ^    J  {i  —  /f'x-')Ax' 

De  l'égalité 

X{ï  —  X')  I  —x^  /,"^' 


Ax  àx  {i—/t'x')Ax 

on  déduit  par  l'intégration 


On  a  d'ailleurs 


d'où 


dk 


da      .^dil,      ... 


(30  f  =y^f^^-(^-^')^']- 
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Des  deux  équations  différentielles  simultanées  (3o)  et  (3i)  on  déduit 
les  équations  différentielles  du  second  ordre 

auxquelles  satisfont  séparément  les  périodes  0  et  û,. 

Si  l'on  considère  en  particulier  les  cycles  qui  se  rapportent  à  un 
couple  de  périodes  elliptiques  2w,  w'  de  l'intégrale  de  première  espèce, 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  premières  périodes  20},  2w,  satisfont 
aux  équations  différentielles  simultanées  (3o)  et  (3i),  ainsi  qu'aux 
équations  du  second  ordre  (Sa),  et  que  les  secondes  périodes  w',  w^  sa- 
tisfont aussi  à  ces  mêmes  équations.  En  remplaçant  dans  les  équations 

d(à       k  ,  .      ûfw'       ff  ,   ,       , , 

w,  et  w'j  par  leurs  valeurs  données  par  les  formules  (i4)>  on  obtient 
les  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre 

^^^  dk- kk'^Y  Ho)        «c/J       ' 

auxquelles  satisfont  o>,  w';  on  en  déduit 

,,-.  ddi'         ,  do)  tiiii 

^  dk  dk  kk'^ 
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Développement  de  la  fonction  inverse. 

280.  Si  l'on  pose  u  —  X(2),  on  a 

dz  I 


du       ^i  — (I-4-A-») lû  -+-  k* u' 


Le  second  membre  est  développable  suivant  les  puissances  entières 
de  M,  pour  les  valeurs  ayant  un  module  inférieur  à  i  ou  au  module  de  r* 
On  obtient  ce  développement  à  l'aide  d'une  formule 

établie  au  n°  97.  En  remplaçant,  dans  cette  formule,  z  par  ku^  et  posant 
d  =  -  ik  -\-  A  i  on  en  déduit 

et,  par  suite,  en  intégrant, 

Nous  représenterons  cette  série  par 

(2)  z  =  M +  «,  m' +«,?/'-+-...  . 

59. 
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Un  coefficient  quelconque 


:3j 


1            A-"       ,^„  /«'— 1\" 
«„  — —  D     ■ —  ) 

2/1  +  1     1.2.  ..n      "\       2       / 


est  un  polynôme  entier  en  ky  pair,  réciproque  et  du  degré  in.  Les 
premiers  coefficients  sont 

3«,  =  a/i", 

1.2 

1 5  «^  —  Q  a  , , 
7^3— Y—h'', 

1.2.3 

io5a* —  Qoa'  +  Q  ,. 

945a' — io5oa'H- 2?.5a  .^ 

1 1  rt&  —  * 1: — 7 — p h  • , 

I .2.3.4-5 

„     io395a* — i4i75a*  +  4725a' — ^^^/s 

1.2.3.4.5.0 


En  remplaçant  kcn  par »  on  a 


3a,  = , 

2 

^  3  +  2A-^4-3/r« 

2.4 

i5  -h  gA-*  -h  gA-*  4-  i5A^** 

7^3= ,  a » 

'  2.4.6 

_  io5  +  eo/r^"  -+-  54A^  H-  60 A-''  +  105^" 
î^""^  -  ~~~        ""2747678 ' 

_  945  4-525/i»  +  45oA''  -h  450 A"  -f  525 A*  4-  945 A' 
'''''-  "  2.4.6.8.10 


Du  développement  précédent  on   déduit  celui  de  s",  suivant  les 
puissances  de  u.  Si  l'on  pose 

(4)  2"  =  ?<"•+- at,"^a''+-+a^2")M"+^  +  .  .  ., 
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on  a,  en  effet, 


(5)  ar  = 


('.) 


>*  I  ,2. 


bm'L 


-  étant  une  fonction  de  u,  donnée  par  la  série  (2). 


Dévelçppement  des  fonctions  elliptiques. 

281.  Les  fonctions  X(z),  1^(2),  v(z),  ayant  les  mêmes  infinis,  se 
développent  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et 
croissantes  de  2,  et  convergentes  dans  un  même  cercle,  qui  a  pour  rayon 
la  distance  de  l'origine  au  pôle  le  plus  voisin.  Lorsque  le  multiplica- 
teur g  est  égal  à  l'unité  et  le  module  k  réel,  positif  et  plus  petit  que  i , 
si  l'on  choisit  les  périodes  comme  nous  l'avons  expliqué  aux  n"*  228 

et  229,  le  rayon  du  cercle  de  convergence  est  — • 

La  fonction  l{z)  étant  impaire,  son  développement  est  de  la  forme 

(6)  X(z)=:--2t,-^  +  2t  ^' 


1  1.2.3  i  .2.3.4.5 

De  l'équation  différentielle 


on  déduit 


^^,,__(,_^^^)X»^/,^XS 


-f-r  =— (i  -H  «•'-  6/r'Xn-j—  -f-  i2/i'X-7-, 
az*  dz^  dz 


En  faisant  X  =  o,  on  obtient  les  valeurs  des  dérivées  pour  z  =  o  et,  par 
conséquent,  les  coefficients  de  la  série.  Ces  coefficients  sont  des  poly- 
nômes entiers  en  k,  pairs  et  à  coefficients  entiers.  D'après  sa  définition 
par  l'équation  différentielle  (n°  221),  la  fonction  \(z)  se  réduit  à  sinz, 
lorsque  le  module  k  est  nul  et  le  multiplicateur  ^égal  à  l'unité;  il  en 
résulte  que  les  premiers  termes  de  tous  les  polynômes,  ordonnés  par 
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rapport  aux  puissances  croissantes  de  ^,  sont  égaux  à  l'unité,  ce  qui 
est  d'ailleurs  évident  par  le  calcul  lui-même. 
La  relation 

établie  au  n"  234,  fait  voir  que  le  polynôme  3t«  satisfait  à  la  relation 
(7)  9t„(Â-)  =  yr-5t„(^.), 

et,  par  conséquent,  qu'il  est  de  degré  2n  et  réciproque. 

Nous  remarquerons  encore  la  propriété  suivante  ;  si  l'on  pose 

x  =  \/2.kl{z),    Ç  =  z^2/r, 
la  série  prend  la  forme 


^  =  Ç  — 


aA   1.2.3       (a/))^  1.2.3.4.5      '*"' 
et  l'équation  différentielle  devient 

dx\-  ^      .       I 


(S)  =^-^^^-^-^^' 


4 


d'où 


d^x  __       /         3     \  dx 

^  '"  r~2^;^ 

d*x  _ 


(         3      \  d-'x       ^     (dx\ 


les  valeurs  des  dérivées  successives,  pour  a?  =  o,  étant  des  fonctions 

entières  de  a,  à  coefficients  entiers,  on  en  conclut  que  5l„  est  égal  au 

produit  de  (2^)"  par  une  fonction  entière  de  a,  a  coefficients  entiers. 

Du  développement  précédent  on  déduit  «elui  de  X"(z),  suivant  les 
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puissances  de  z.  Soit 

(8)  X-(s)  =  2i;"^  — ^—  -  91  "^ -T-—-,  +  3t -r-—T^  +  •  •  - 

^  »       1.2.  ..«  '       I  .2..  .(n  -f-  2)  *       1.2.  ..(/1+4) 

OD  a 

(9)  <'  =  (-  »/ (2^  +  0(2/.  +  2). .  .(2,.  +  n)  [d]"  (^)"]_; 


u  . 


étant  une  fonction  de  2,  donnée  par  la  série  (6). 

La  formule  de  Lagrange  établit  des  relations  entre  les  coefficients 
des  séries  (6)  et  (8)  et  ceux  des  séries  inverses  (a)  et  (4).  D'une  part, 
si  l'on  regarde  u  comme  une  fonction  implicite  de  2,  définie  par 
l'équation 


I 


dans  laquelle  -  désigne  la  fonction  de  m,  donnée  par  la  série  (2),  on  a 

L  \"/  Je<  =  o 

D'autre  part,  si  l'on  regarde  z  comme  une  fonction  implicite  de  «, 
définie  par  l'équation 

(i) 
dans  laquelle  -  désigne  la  fonction  de  2,  donnée  par  la  série  (6),  on  a 

{12)  ttf^ 


.2. .  .[^ip  -(-  \) 


>3)  «^"'^ 


/' 


2i 


-^ \ W^      '     1      . 

-»-«  1.2. .  .2/>  I    *  /uyp+"  I 
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282.  Le  développement  de  la  fonction  paire  ix{z)  est  de  la  forme 


2'  „  2' 


(4)  ^(2)  =  i-gs.. — .-^^,  ... 

1.2  I . 2.3.4 

De  l'équation  différentielle  (  n^  159  ) 
on  déduit 


en  faisant  p.  =  i,  on  obtient  les  valeurs  des  dérivées  successives  pour 
2  =  o  et,  par  conséquent,  les  coefficients  de  la  série.  Ces  coefficients 
sont  des  polynômes  entiers  en  k,  pairs  et  à  coefficients  entiers.  La  fonc- 
tion iJi{z)  se  réduisant  à  cos^,  lorsque  le  module  k  est  nul,  les  premiers 
termes  de  tous  ces  polynômes,  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  k,  sont  égaux  à  l'unité. 

Remarquons  que  les  valeurs  des  premières  dérivées  sont  des  fonc- 
tions entières  de  2k,  à  coefficients  entiers,  et  que  la  même  propriété  se 
continue,  parce  que  la  quantité  i  +  {2ky  —  6P(i  —  jut,'-*),  qui  entre 
dans  l'expression  de  la  seconde  dérivée,  se  réduit  à  i  -+-  (2^)^  et  sa  dé- 
rivée à  3(2^:)'^,  de  sorte  que,  dans  le  calcul  ultérieur,  les  coefficients 
de  tous  les  termes,  à  partir  du  second,  seront  des  fonctions  entières 
de  ik. 

Le  développement  de  la  fonction  paire  v{z)  est  de  la  même  forme 

(1.5)  v(z)=i-g,  ^+6 


l'équation  différentielle 


2  1.2,3.4 


(i  — /f')-4-(2  — /r^)v=—  v' 
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montre,  comme  précédemment,  que  les  coefficients  sont  des  polynômes 
entiers  en  k,  pairs  et  à  coefficients  entiers.  La  fonction  v(z)  se  rédui- 
sant à  une  constante,  lorsque  le  module  k  est  nul,  les  coefficients  6,, 
Sa»--  s'annulent  et,  par  conséquent,  renferment  F  en  facteur  com- 
mun. 

La  relation 

démontrée  au  n°  234,  fait  voir  que  les  coefficients  93  et  S  satisfont  à  la 
relation 

(i6)  (5„{A-)  =  A-a3„  (^V 

On  en  conclut  que  le  polynôme  6„  [k)  est  du  degré  271,  et,  comme  il 
n'a  pas  de  terme  indépendant  de  k^  que  le  polynôme  a3„(^)  est  du 
degré  2/1—2. 

Méthode  de  M.  Hermite. 

283.  Le  calcul  des  coefficients  par  les  dérivées  successives  est  im- 
praticable. M.  Hermite  a  donné  une  méthode  qui  permet  de  trouver 
directement  un  coefficient  quelconque  93,,  du  développement  de  il(z) 
et  qui  n'exige  que  la  résolution  d'équations  du  premier  degré.  Cette 
méthode  repose  sur  une  formule  que  l'on  peut  établir  de  la  manière 
suivante  :  considérons  la  fonction 

qui  adniet  les  deux  périodes  w  et  «'  et  qui  satisfait  aux  relations 

La  quantité joue,  dans  les  propriétés  de  cette  fonction,  le  même 

58 
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rôle  que  la  quantité  o)  dans  celles  de  la  fonction  proposée  l(z).  Déter- 
minons la  constante  A,  de  manière  que  la  fonction  9  ait  une  valeur 

égale  à  l'unité  pour  z  =  — -~.  De  la  relation 

^i^z  +  —-~jixiz)  =  --^     (n«>77), 
on  déduit 

d'où 


on  fera  donc 

A  =  k-  ik'. 

De  cette  manière,  la  fonction  (p{z)  est  une  fonction  X,  admettant  les 
périodes  elliptiques  w  -+-  co',  w',  au  lieu  de  2«,  w'.  Si  l'on  désigne  par 
gt  et  k^  le  multiplicateur  et  le  module  de  cette  nouvelle  fonction  X, 
on  a 

g,  =  A  =  /r-»',     A-,  =  J5  =  |±i|:, 

et  l'on  obtient  ainsi  la  formule 

On  en  déduit 

,  Q.  r,       .,,,      k-hik'l      ,j       .j,.ku?{z,k)-hik' 

et,  en  changeant  le  signe  de  «, 

,     ,  r ,        ....       k  —  ik'~\      ,j        .j  ,.ku}{z,  k)  —  ik' 
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la  combinaison  de  ces  deux  relations  donne 


(20) 


I        {h-i-ik')^.^{k-ik')z,  l^j 


Si  l'on  pose  k  =  cosy,  cette  dernière  équation  prend  la  forme 

(21)  e'i'ij.{ze-!',e^')  -+-  e-ï'/x(zeï'",  e-'ï')  =  2cosy/:i(z,  cosy). 

En  remplaçant  les  fonctions  jui  par  leurs  développements  en  séries,  on 
reconnaît  que  le  polynôme  ©«(^j,  pair  et  du  degré  2/1  —  2,  satisfait  à 
la  relation 

(22)  e(^'-')ï'g3n(e-»ï')  -t-  «-('"-'^T'aSaCe-T')  ~  2C0sy  33»  (cosy). 

Soit 

(23)  ^,{k)  =  b,  +  b,{2ky  -h  b,{2ky  -\-. .  .  +  b„.,{2kr-\ 

la  relation  précédente  devient 

q=n-t  p=n—i 

(24)  V  2^bgC0s{2n  —  4^  — i)y  =  V  2V6^cos'/'+'y. 

q=o  p=o 

Si  l'on  remplace  les  puissances  de  cosy  par  leurs  expressions  en 
fonction  des  cosinus  des  multiples  de  l'arc  7,  expressions  données  par  la 
formule 

2V  cos'P-*-'y  =  cos(2/?  +  i)y  h — cos{2p  —  i)y 

(20  +  1)20  (20 -f- 1). .  .(p -f- 2) 

_u  l_z: L_C  cos(2D  —  3  y-t-.  .  .-\-—i- '- ^-J- '-  cosy, 

1.2  '  ^         "  1.7.  .  .p  ' 

58. 
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et,  si  l'on  ordonne  le  second  membre  par  rapport  à  ces  cosinus,  on  la 
transforme  en  la  suivante  : 

(25)      y  2»î6,cos(2n  -  4g-  i)y  =\    U^,+ ^^-p-^  6/,+, 

Cette  égalité  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  y,  les  coefficients  des 
mêmes  cosinus  dans  les  deux  membres  doivent  être  égaux  entre  eux. 
A  une  valeur  donnée  de  p  correspond  pour  q  l'une  des  deux  valeurs 

n  —  /?  — ^    '^shJl^  suivant  que  le  nombre  :in  —  l\q  —  i  tst  positif  ou 


,  — 

•2 


négatif;  on  a  donc 

(2.6)       2"-/'-' 6^,^       OU       1"+Pb,^=b,+  '^P'^       V, 

2  2 

(2/?  +  5)(2/?4-4)  A       ,         .    [7.n  —  \)...{n+p  +  i)  . 
i  .2  '^  I.2.. .  .{n  —  p  —  i) 

En  attribuant  à  />  les  «  valeurs  décroissantes  n  —  i,  n—  2,  /i  —  3, 
«  —  4,. . . ,  o,  on  obtient  ainsi  un  système  de  n  équations  linéaires  et 
homogènes 

,  ,  2n  —  r  , 


2 


I 


2/1—3,  (2/1— i)(2n— 2)  , 

I  1.2 

.    «^  /.        _^2"-^A  ,    (2n— 3)(2/l— 4)^^  ,     (2/t-l)(2/l-2)(2n-3)^ 

1  1.2  1.2.0 


,        3,        5.4,  (2/1  — i). .  .(n -4-1) 

2«/>„   (  I  12  I  .2.3.  .  .(rt  —  Ij 


entre  les  n  nombres  entiers  cherchés  bo,  è|,  è2»--»  ^«-i  ;  nfi^is  ces 
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équations  se  réduisent  l\  n  ~  i  équations  distinctes;  car,  en  les  ajou- 
tant membre  à  membre,  on  a  la  même  identité  qu'en  faisant  y=o 
dans  l'équation  (21).  On  connaît  le  premier  coefficient  ^o  =  i  ;  le 
système  des  n  —  i  équations  linéaires  permettra  de  déterminer  les 
autres.  Remarquons  que  le  dernier  coefficient  è„_,  est  aussi  égal  à  1. 

284.  Appliquons  cette  méthode  au  cas  où  /î  —  7;  nous  aurons  à 
résoudre  les  cinq  équations 

i3 
I 

II,  l3.  12 

I  1.2 

,  ,  Q   ,  I I  .  10   ,  l3.  12.  I  I 

a'»64  =  63  -+-  -  64  H b,  • 


*'4      1  ^i      •  o  ' 

I  I .2  I .2.3 

8  ,        II. 10. q  ,        i3. 12. I I . m 

-  64  ^ ^  b,  H ô— /— ' 

I  1.2  1.2.3  I .2.3.4 


-  ,  7    .  0.8   .  II. ÏO.Q   . 

2«6,  =  6,4-  ^  b,  +  ^—  64 ^ ^  bi-h 


.        ,        5,        7-6,        Q.8.7  .        II. 10. Q. 8,        i3. 12.  II .  lo.q 

2» 64  =  6.  4-  -  6,  i h-h  ^ ^  6, -I ^-.~  b, H ï— r-^~  • 

I  1.2  1.2.3  1.2.3.4  1.2.3.4.5 

On  en  déduit 

61  =  74733,    6,=  1434066,    65=1670672,    64  =  253941,    64  =  4083. 

Voici  les  premiers  coefficients  du  développement  de  /ut (2)  : 


93.= 
33,= 

«3  = 

33.= 
83»  = 
836  = 
33,= 


(2A•)^ 

ii(2A-)'4-  (aA-y, 
io2(2A-)'  + 57(2^)^4- (2*)% 
922(2 A-)' -h  i923(2/f)*H-  247(2/r)«H-{2X-)', 
83o3(2/f)'-f-544i5(2/f)«  H-24o4o(2/r)«-h  ioi3{2A-)»4-  (2^-)", 
74733{2A-)»-f-i434o66(2A-)«r+-  i67o672(2/f  )«-h  25394i(2/f)» 
+  4o83(2A-)'»  +  (2/f)", 

g3.=  i+6726o4(2A-)^4-36644374{2/r)*  +  99026oi8(2A-)''  +  385i7  533(2A; 

+  24775i4(2/f)'"'4-i6369(2A-)''-l-(2/f)'% 
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On  en  déduit  immédiatement,  d'après  la  relation  (i6),  ceux  du  déve- 
loppement de  v{z) 

g,=  /r'(A-=-i-2»), 


Une  fois  que  l'on  connaît  les  développements  de  ii(z)  et  de  v(z), 
on  obtient  aisément  celui  de  X(z);  car  la  relation  \'{z)  —  ij.{z)v{z) 
donne 

a.=a.,+  ^"''"r"sB,.-,6,  +  ^"""-"'-"7?"^"~^'s.-e.+...+fc 


I  .2 


.2.3.4 


en  groupant  les  termes  deux  à  deux,  on  a  un  polynôme  en  ^,  réciproque 
et  du  degré  2  n.  On  trouve  ainsi 

2t,=  (i-i-A-*)  +  i4A% 

Qtj  — (i  + /f") -f- i35A'(i -f- /.»), 

i2t,=  (i  -f-  /<")  +  i228/f'(i  -f-  k*)  +  5478AS 

5t,=  (i 4-  A-")  +  1 1  o69/f'( I  -H  A")  +  i65826/f^{i  +  k'}, 

Q(6=(i  -h  A-")  -H  99642A-»{i  +  A')  H-  449435i/f<(i  -+-  k*}-h  i3  180 268 /f% 

01,  =  (  I  4- A-'*  )  +  896 8o3yi-^(  I -i-/»'")  4- 1 16 294673 /r< (  1  + /t •}+ 834 687  1 79/f<'( I +/f '), 


Ces  coefficients,  exprimés  à  l'aide  de  la  quantité  a,  comme  on  l'a  dit  au 
n*'  281,  prennent  la  forme  plus  simple 

ai,={2yf)a, 

9l,=  {2A-)'(a^-r3), 

0(3=  {2/r )'(«»-+- 33a), 

%={:iky{oc'-h3o6ac'-^i8g), 

2t,— (2 /r)'(a^  4- 2766a' +  8289a), 

5Ï,=  ( 2 /r)«(a6-+-  24909a*  I-  255987  a^  4-  68607), 

51,==;  (2/r)'(a'  -1-  224  199a"'  ■+-  6988 167 a^ 4-  766o737«), 
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Ea  multipliant  par  lui-même  le  développement  de  X(z),  on  obtient 
celui  deX^(z),  que  nous  avons  représenté  par 

(.,)  X.(.)  =  a-  ^  -  5i?'77^  +  K"  77^  -  ■   •• 

On  trouve 

5jm_2»^4(2«a^4-486a'H-  189), 
91'^"  -  2'»A»(2*a*  -t-  2016a» -+-  3429a), 
5ll*'=2"A»(2«a'"-f- i3o464a*  +  667  872a'H- 180977), 


La  fonction  \^{z)  se  réduisant  à  sin-zou  à 1  lorsque  le  mo- 
dule k  devient  nul  et,  par  suite,  ko.  égal  à  |,  le  coefficient  du  premier 
terme  de  SlJ;^  est  a'^-*^'. 


Expression  de  X^"^' (z)  en /onction  de  X  (z)  et  de  ses  dérivées. 

285.  Nous  avons  vu  (n°  166)  qu'une  puissance  impaire  de  X(z)  est 
égale  à  une  fonction  linéaire  de  X(z)  et  de  ses  dérivées  d'ordres  pairs, 
et  que  si  l'on  pose 

! =  _i_  +  ^!!!=l+         H-  — -+- 

X^-^' (z)        Z'"+'        z^"-'  Z  ' 

le  multiplicateur  pétant  supposé  égal  à  l'unité,  on  a 


[  A»"X'«+'(2)=A,x(z)-h  Ar(z)-+-... 
(28)  '"^  ' 

/  -}- ?=^ ■  X(*"-')  ( 2 )  -^ ' X(»«)  (z). 

V  1.2...  {2/1 —  3)  I.2...2W 

On  peut  exprimer  les  coefficients  A,,  A,,...  au  moyen  des  coef- 
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ficients  aj;'^  considérés  au  n°  280.  On  a,  en  effet, 

j-p-  J       =_- 1  +  A.,„_,  z^  +  Aj„_3  2'  -1-  .    .  4-  A,  2'"  +  . .  .  ; 
d'où 

^"'-"'  =  1.2.!. 2;,  F'  (>fz))        ].=; 

Mais,  si  dans  la  formule  (i3)  on  remplace  îi  par  a/i  —  2/>-f-  i,  on  a 

2/1  +  1  1.-2..  ..ip\_     *    \k{z)l  J,  =  o' 


(ï/i  +  i  — jp) 2'* 

V  — 


on  en  déduit 


9.n  -t-  I 

•2/14    1  —  7.p 


et  l'équation  (28)  devient 


1       2/1-4-1  1  1.2.3 

I  .2.  .  .  (2/ï  —  l)  '  I  .2.  .  .(2/1  +  l)  ^     ' 


En  remplaçant  z  par  z  H-  —  >  on  a  l'expression  de  yj7,+iY'\  P^^  ""® 


fonction  linéaire  de  X  (z  +  —  j  et  de  ses  dérivées. 


Expression  de  \^"  [z)  en  fonction  de  X' (2)  et  de  ses  dérivées. 

286.  Nous  avons  vu  (n°  167)  qu'une  puissance  paire  de  X(js)  est 
égale  à  une  fonction  linéaire  de  X^  (z)  et  de  ses  dérivées  d'ordres  pairs, 
et  que,  si  l'on  pose 

•  '  Ajn—j    .  A  2 

on  a 


(3i)  /f^''-^DX'«(2)= -DXM2)  +  ---^D'}.»(z)+  ..A ^ rW'-'Viz). 

^        '  ^     '  l  1.2.3  I.2...(2/l— l)  ^    ^ 
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Les  coefficients  Ao,  A4,...  s'expriment  aussi  par  les  coefficients  aj,"^; 
on  a 

(32)  A,„_,^=r— ^^^-4"-'^ 

et  l'équation  précédente  devient 

h UL     [Z)  ^  fl^.  ^^  _^   -^^^  D'X'(Z)4-.  .  .  4- D^'-XM^). 

2/t  1.2  1.2.3.4  1.2.  ..2/1 

Si  l'on  intègre  de  o  à  z,  en  observant  que,  d'après  la  série  (27),  la 
valeur  de  D^''X^(z),  pour  z  =  o,  est  égale  à  (—  ij'^'QlJ,!!,,  on  a  finale- 
ment 

f^ iJii  ^^izii  X'(3)  +     ^"r,D'XMz)+..  .  + "^ D--)iM2) 

2/1  1.2  1,2.3.4  1.2.  ..2/1  ^' 

""-'7, -''"-^'  +...  +  (- 0"    ^^"-'    ]. 

1.2.3.4  I.2...O  I.2...2/tJ 

w'  .1 

En  remplaçant  z  par  z  -\ ?  on  a  l'expression  de  r^^y— ^  par  une 

fonction  linéaire  de  X-  (z  +  —  )   et  de  ses  dérivées.  ^ 

Fonctions  de  M.   Weierstrass . 

287.  D'après  les  relations  établies  au  n°  169,  lorsque  le  multiplica- 
teur g  est  égal  à  l'unité,  les  fonctions  Q  satisfont  aux  équations  diffé- 
rentielles 


33 


(«) 


li'\o^Q{z)  +kn}{z)^\\,     D'log0.(2)+    ^    z=H, 
DMog0,(z)4-   ^=H'     DMog03(z)  +  /r'^|-H, 


dans  lesquelles  H  désigne  la  constante  -qj-4'  On  simplifie  ces  équations 

en  substituant  aux  fonctions  Q  les  fonctions  Al  (initiales  du  mot  aile) 
de  M.  Weierstrass,  fonctions  définies  par  les  formules 

■  JAl(.)=e.     ^,       AI.(.)  =  .   .     ^j, 

i   AW.'^      ^:iif!0.(2)        ....        ^"£-'03(2)       . 

59 
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En  désignant  par  H  la  nouvelle  constante  -— ^  égale  à  H  H — ^^  on  a 
aussi  (n**  173) 

(3)  <  ^ 

(^''("^="    ^     -H^y     Al3(.)  =  e    •^.     -^^. 

Les  trois  fonctions  k\[z),  A  la  (2),  Al3(z)  sont  paires  et  se  réduisent 
à  l'unité  pour  z  =  o;  la  fonction  Al,  (2)  est  impaire  et  sa  dérivée  est 
égale  à  l'unité  pour  z  =  o.  Comme  on  a 


(4 


-,,   \      Al,  (2)         ,    .       Al,(2)         ,    .      Al3(2) 


Al{z)  '     ""'^'^  k\{z)'     ''~''~  K\[z) 
les  quatre  fonctions  Al  satisfont  aux  relations 
(5)  k\\-i-k\\  =  k\l-\-k'k\]  =  k\\ 

Les  équations  (i)  deviennent 


—  o, 


(6) 


W\ogk\{z)+k'V{z)=o,     DMogAl.{z)+    ^— — 
D'logAl.(z)+  ^  ==0,     DMogA]3(2)  +  /.-^-^  =  o; 


on  peut  les  mettre  sous  la  forme 
d^k\ 


(7; 


Al 


dz' 


f/»AK 


(f^)' 


-H    AP 


o, 


Al  ^!^-(ÉJ^]  -4-  AP  -o       Al 


Les  fonctions  Al(z),  étant  holomorpbes,  sontdéveloppablesen  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  z,  et  convergentes  pour 
toutes  les  valeurs  de  z.  Nous  représenterons  ces  séries  par 

Al  {^)=ri-a(')_fL+a(=) — ^  -..., 

1.2  I  ."2.3.4 


Ai)      Z^ 


.(=) 


z'^ 


(8) 


Al,(z)  =  z-n.'-_^4-«;    ^  ^  .^ ^  ^ 


kh{z)=i 


JO    Z^ 


.(=) 


1.2  *       1.2.3.4 


AI,  2  =1  —03 h  a     —7 

^1.2        '1.2.3.4 
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On  obtient  les  coefficients  des  deux  dernières  séries  en  différentiant 
plusieurs  fois  successivement  les  deux  dernières  des  équations  (7), 
faisant  ensuite  z  =  o  et  tenant  compte  des  conditions  initiales 
Alafo)  =  AI3  (o)  =  I,  Ar2  (o)  =  Al'a  (o)  =  o;  ceci  montre  que  les 
coefficients  oa  et  03  sont  des  polynômes  entiers  en  k,  pairs,  et  à  coef- 
ficients entiers.  La  première  des  équations  (7),  mise  sous  la  forme 

et  différentiée  plusieurs  fois  successivement,  donne  les  coefficients  du 
développement  de  Al  {z)  à  l'aide  de  ceux  du  développement  de  AI2  {z). 
De  la  relation  A\,{z)  =X(s)Al(z),  on  déduira  enfin  ceux  du  dévelop- 
pement de  Al,(z).  Ces  coefficients  sont  aussi  des  polynômes  entiers 
en  k,  pairs,  et  à  coefficients  entiers.  Les  séries  par  lesquelles  s'ex- 
priment les  quatre  fonctions  Al  {z)  étant  convergentes  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  et  de  k,  il  en  résulte  que  ces  fonctions  sont  holomorphes, 
non-seulement  par  rapport  à  2,  mais  encore  par  rapport  à  k,  pour 
toutes  les  valeurs  de  ces  variables. 

288.  Les  fonctions  Al  n'admettent  aucune  période,  mais  elles  ren- 
trent dans  la  catégorie  des  fonctions  intermédiaires  dont  nous  avons 
parlé  dans  le  Chapitre  III  du  Livre  IV;  quand  on  remplace  z  par  z  +  a 
ou  par  z  +  w.',  elles  sont  multipliées  par  les  quantités 

0),  et  (à\  étant  les  périodes  de  l'intégrale  elliptique  de  seconde  espèce 
données  par  les  formules  (i4)  du  n°  273. 

D'après  les  formules  du  n»*  201,  lorsque  le  module  k  est  nul,  la 
première  période  «  devient  égale  à  7:,  la  seconde  w'  infinie,  et  la 
quantité  q  est  nulle;  les  deux  fonctions  A{{z)  et  Al3(z)  se  réduisent 
à  l'unité,  la  fonction  Al,  {z)  à  sins,  la  fonction  A\2{z)  à  cosz. 

D'après  leur  définition  (n"^73  et  173),  les  fonctions  Ô  et^  sont  homo- 
gènes et  du  degré  zéro  par  rapport  aux  trois  quantités  z,  w,  w'  qu'elles 
renferment;  elles  ne  changent. pas  lorsqu'on  multiplie  ces  trois  quan- 
tités par  une  même  quantité,  et,  par  conséquent,  les  ïoni:{\onsô{z,  g,k), 
^[zyg.k)  s'expriment  à  l'aide  de  fonctions  dont  le  multiplicateur  est 
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égal  à  l'unité;  elles  sont  respeclivement  égales  aux  fondions  ô  {gz,  k), 
^(gz,  k).  Nous  avons  trouvé  (n*'  234)  les  relations  qui  existent  entre 
les  fonctions  Q  ou  les  fonctions  ^  relatives  à  deux  modules  réciproques; 
des  relations  (35), 

^3  [l(z,  j^        B,  (^kz,  ^-j        5  ykz,  -^- j        5,  iyhz,  J^ 

on  déduit  les  relations 


(9) 


Al,  Uz,  j.)  =  Alafz,  /r),     AU  Uz,  j\  =  \h{z,  h). 


entre  les  fonctions  Al  relatives  à  deux  modules  réciproques. 

On  conclut  de  là  que  les  coefficients  des  séries  satisfont  aux  relations 


(lo) 


Il  en  résulte  que  les  polynômes  a^"^  et  o["^  sont  réciproques  par  rapport 
à  k,  et  que  les  polynômes  a["^  et  03"^  se  déduisent  l'un  de  l'autre.  Les 
polynômes  a^"^  et  a^"^  s'annulant  pour  ^  =  o  et  les  deux  autres  se  rédui- 
sant à  l'unité,  a'"^  et  a["^  sont  du  degré  2n  —  2,  a["^  et  03"^  du  degré  2n. 
En  éliminant  ^{z)  entre  la  première  des  équations  (6)  et  l'équation 

l'^z)  =  [i-lHz)][i~k'l^{*z)], 

on  arrive  à  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre 

(11)      [D'logAl(z)p+4DMogAl(z)[n-DMogAl(2)][/f=  +  D'logAl(2)]=:o. 


Quand  on  remplace  s  par  l'une  des  quantités  ^  -+-  -5  z  h-  — ,  ^  h — , 

la  fonction  DMogAl(s)   se  change  en  DMogAl3(z),  DMogAl,(z), 
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D^  logAl2(z);  il  en  résulte  que  les  quatre  fonctions  logAl(z)  satisfont 
à  cette  même  équation  différentielle. 

289.  On  abrège  le  calcul  des  séries  à  l'aide  d'équations  aux  différen- 
tielles partielles,  auxquelles  satisfont  les  fonctions  holomorphes  Al  (2) 
des  deux  variables  z  et  k.  Considérons  d'abord  les  fonctions  0,  repré- 
sentées parles  formules  (8)  du  n*'  74;  le  multiplicateur  pétant  supposé 
égal  à  l'unité,  la  période  w,  donnée  par  la  formule  (3i)  du  n°  205,  est 
une  fonction  de  q\  les  fonctions  ^  dépendent  donc  uniquement  des  deux 
quantités  z  et  q.  De  l'expression 


on  déduit 


Q{zY- 

n  =  I 

I  )"^''' 

30  _ 

^z  ~ 

l)"»^"' 

nnr.z 


sm 

0) 


n=i  I 

^^  „V/      . \„ .-,„„..„. '"^^    ,   47:2  c?log6)  V  /        ,„     .„_._2«7rz 


V/  ^       ,      t  ?.W7r2  47^2    «10g6)    V^    , 


3  log^         i^  w  w    f/log^  ^^       '     ^  eu 


^"  sin 


d'où 


30       .     0)2    3^(5    .    f/logo)     30 


^'^^  3 iog ^  "^  47:^322  "^  rflogç  ^3z~~°" 

En  répétant  le  même  calcul,  on  reconnaît  que  les  trois  autres  fonctions  9 
satisfont  à  cette  même  équation  aux  différentielles  partielles.  Des  for- 
mules (33)  et  (34)  du  n°  279  on  tire 


*'^  \(ù  )       kk"(ù^ 


et  l'équation  (12)  devient 

(.3,  '^  +  ,(i._H,.^4  +  .M'.^  =  o. 
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290.  Remplaçons  maintenant  la  fonction  6  par  sa  valeur 

6(z)  =  9{o)e~A\iz); 
l'équation  se  transforme  en  la  suivante  : 

i  -^—   h  2  A»2 1^  -îffh''  -T-j-  +  [ik^U  —  H'  H-  kk"  -jy    z'Al 

]    Dz-"  iiz  ik         V  dk  J 

(  +  I^H +  =«'■— g^'J  Al  =0. 

De  la  relation 

A/r"  doy 


on  déduit 


w    dk 


dU       ,      1  ^^V^'''  dk)      kk''  (d(^y 


et,  en  vertu  de  l'équation  (Sa)  du  n°  279, 


Le  coefficient  du  quatrième  terme  de  l'équation  (i4)  se  réduit  ainsi 
à  P.  L'équation  (i3)  est  la  même  pour  les  quatre  fonctions  0;  les 
équations  analogues  à  l'équation  (i4)»  et  qui  se  rapportent  aux  quatre 
fonctions  Al,  ne  diffèrent  que  par  le  coefficient  du  dernier  terme;  il 
suffit  de  remplacer  dans  ce  coefficient  0(o)  par  l'une  des  quantités 
^^(o),  ^2(0)»  ^3(0)-  Des  relations 

^(°)  =  Vir'  ^'(^^=V-v~'  ^^('^^^Vv  ^^("^^'=V^' 

établies  au  n°  205,  on  déduit 

u  =  _  ./,//.  ^^'°f"".  ■-_:;i--./,/,-'^'"';f''"J 

dk  dk 

=  ,^M-  '^^  =k'-2  kk'--  '1}!S^'^ , 

dk  dk 
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et  Ton  obtient  les  quatre  équations 

' 4-  ik^z  — \-  o.kk'^  -Tï — I-  A-'z*Al=zo, 

dz'  i>z  ik 


(,5) 


à'Ali         ,,    c>Al,  ,,,,  <)Ali       ,,,,      ,,  ,.., 

ôz*  dz  dk         ^  ' 

3»A1,         ,,    ^k\,         ,,„  ^Al,       ,  ,,  ,.4, 

-— -^  4-  ik^z— h  2  A-A'= —T-  -I-  (i  +  A'2MA1,  =  o, 

^z*  iz  dk 

i)2*  Jz  ôk 


qui  sont  dues  à  M.Weierstrass  (/owr/îa/^/e  Crelle,  i856).  "^ 

II  est  aisé  de  reconnaître  que  les   quatre  fonctions  Al,   y^îtAl,, 

i/T^Ala,  y^  AI3  satisfont  à  la  même  équation 

{16)  — -  H-  aA^^z  — -f- 2/fA-'*--r  +  A^»Z»Mr=0. 

'  ôz*  Dz  J)/r 


291.  Les  équations  (i5)  permettent  d'exprimer  un  coefficient  quel- 
conque de  l'une  des  séries  à  l'aide  des  deux  coefficients  précédents. 
Calculons  d'abord  le  développement  de  Al  (z);  en  substituant  la  série 
dans  la  première  des  équations  (i5)  et  égalant  à  zéro  le  coefficient 
de  z^'",  on  obtient  la  relation 

da("'> 
(17)  (1^"+'^  =  ^nk^a^''^+  o.kii  —  k')  ~-  —  2n(2n  —  i)/f»a("-''. 

dk 


Le  premier  coefficient  est  égal  à  l'unité;  en  faisant  n  —  o,  on  trouve 
a<''  =  o;  en  faisant  n  =  i,  on  trouve  a'^^  —  —  2k^,  et  ainsi  de  suite.  Les 
polynômes  étant  réciproques,  on  abrège  le  calcul  en  posant  a^"^  =  k"i>^"\ 

^  +  V  =  |3;  la  relation  précédente  devient 

(18)  t)'"+')  — 2«{36W-  2(|3^-4)  _2n(2/i  — 1)6('-'), 
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et  Ton  trouve 

fcC)  =  -  2, 

eO-'   =  —  2'(2'[3'    +  l), 
fc(6)   —  _2S(2»p3    +3(3), 

t^")  =   -  2»(2«[3'    4-  2».  l5(3=+  5l), 

t)(')  =  — 2'(2«[3^ +2».7[3'    +237P),  . 

fc(«)   =  —  2<(2»[3''    +  2«. 45 [3^  -h  2'.  345  S'     —849), 

(,(»)  :^_.  28(2'^'  +  2*. 33(3'  4-  2'. 795(3»    —  2^9(3), 

6'''")rr:  -  2'(2'^(3«+  2«.9i  (3"+  2«.3i65^^  —  2<. 34 1 37 (3' —  26199), 

En  considérant  les  premiers  coefficients,  on  remarque  que  fe<2«'-i)  gj  j(2«') 
sont  divisibles  respectivement  par  2"'"^*  et  par  2"';  la  relation  (18) 
montre  que  cette  propriété  est  générale. 

Si  l'on  remplace  /3  par  sa  valeur  k  -f-  j-,  on  a 

-a(^^  =  2/r% 

-a(»^  =  8(/r»+/f'), 

-a('^  =  32(A-'4-/i«)  +  68/fS 

—  a(')  =  i28(/r'-i- A«)  +  48o(/f<-h/.«), 

—  aC')  =  5i2  (/,'+  /.'")  +  3oo8  (/r*  +  /i»)  +  54oo/.% 

—  a(')  =  2o48(/r'  +  /r'=) +  17408(^^4-/^'»)  H- 49568  (/," +/,«), 

—  a(»' =  8192 (^-'4- /r'^) +95232(A-«  +  A")  +  395520  (/(«  + /f")  +  603376^^% 

—  a('')  =  32768(/r^+ A-'«)  +  4997i2(A'+A'*)  +  2853888(/r«  +  A-'')    ♦ 

+  5668096  (  A  «-f  h'% 

—  a('°^=  i3i072(/r'+/r'«)+  2539520 ( A *-f-  A'")  +  19097600  (/»"+  h'') 

H-38i53728(/.»+ /f'^)4-42090784/r'% 

Les  coefficients  du  développement  de  Al<  {z)  sont  donnés  par  la 
relation 

(19)    a^«  +  ')  =  [•  +(4n  -t-  i)/''  ]a;"^  +  2/f  (i  -  /.')  -^  -  in{'2.n  +  i)/.^o^,"-'\- 
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ces  coefficients  étant  aussi  réciproques,   on  posera,  comme  précé- 
demment, 


ce  qui  met  la  relation  sous  la  forme 


</t',"^ 


(20)  6-"-^'^  =  (2«+i)|3b^,")-  2{(3'-4)-^  -?./i{2n-M)6(.''"'-. 

On  trouve  ainsi 

t»?'=P^-t-2, 

t';'=(3'+2.3(3, 

b',*'  =(3^-1-2^3^^—2».  9, 

B',"  =p»+2».5;3'— 2'.i4i(3, 

^(6)  —  (36  H- 2.1 5  (3«— 2».  1 479  [3'— 2^.69, 

b'^'  =(3'-f-2.2i(3'— 2».i385i[3'-^  2'.i73i(3, 

b',"  =  ^»  -h  2'.7  p«  —  2». 62907  (3«  —  2^ 8355 (3» -1-  2'.  32 1 , 

b'"'  =(3''H-2».9[3'— 2\567255(3»— 2*.i4o937(3^— 2\26487P, 

t)V"'=  (S"-!- 2.45j3«— 2».5io7i85[3''- 2'.4252365(3«  — 2'.i5oo435(3'- 2'.i6o839, 

OU,  en  remplaçant  |3  par  sa  valeur, 

0'/'  ==i  ,+A«-+-9(A-î-i-/,4), 

a';»  =  i+A^'+iÔCA'-hA'j-e/iS 

0',*'  =  1  +A-"'-h25(/f'-f- A")  — 494(/<^  +  /i<'), 

a';'  =  n- ^'î-h  36 (./f^4-  Â")  —  5781  (/.< -f-  /r»)  -  12184/.% 

0',"  =  i4-/.'*  +  49{A'-t-A'*)  — 55i73(/<<-f-/."')-i796o5(A''H-Â'), 

a';'  =  I  +  A-'«  +  64 (/f'-+-  k'*)  —  502892  (/f«  -+-  /r")  —  2279488 (/.« 4-  /f*) 

—  3547930 /f% 

0',"' =  14- /."H- 81  (/.'-i-/f'«)- 4537500  (/.<-!- A-'*)-  27i98588(A''-t-A'=), 

-59331498  (A "-h  A-'*), 
0';*  =  1  + A"-Moo(A  =  -j-A")-4o8567i5{A'-f-A"')  — 3i3i8oo8o(A«4-A'«) 

—  909015270  (A*-f- A'%^  —  i27853o856A'% 

60 
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On  calculera  le  développement  de  AU  {z)  au  moyen  de  la  relation 


(21)     a(,"  +  ')  =  {i  H-4n/r=)a^;^  +2/r(i-A-') 


dk 


.n{7.n—  i)/r=a^"-'\ 


et  l'on  abrégerait  un  peu  le  calcul  en  posant  2k'^  =  hy  et  remarquant  que 
les  coefficients  sont  des  polynômes  en  A  à  coefficients  entiers.  On  trouve 


«;  '  = 


a"    =. 


+  ik\ 

+  la/f'-f-eo/j^-f-Sî/r", 

+  2o/f'-f-  348  A^^  +  448A-«H-  i28A-% 

-I-  3o/r^+  2372/r<  1-  46oo/f«+  288o/(''+  5i2/r'% 

+  42A■^^-  i93o8yf^+  5i8i6/f"-h45o24/f»-f- 16896^'»+  2o48/r'% 

+  56^^=+  169320/ir'  +  628o64A«-f-  757264/f'H-  870944 /r'"+  93 144 /r'^ 

-8i92/r'% 

+  72/('-i-  i5i5368/fH-  7594592 A-'' H-  12998928/»»  + 9100288/4 '«, 
+  2  725888/r"+49i52o/r'*+32768/i'% 

+  90 /r'+  13623480/.*  +  89348080  A«+  21 1064400  A-»  +  219361824/f" 
■  1 00242944  ^<^"  +  18450432  A^"+  2506752 /r'''^  131072/1'% 


Le  développement  de  AI3  [z]  se  déduit  de  celui  de  AU  [z),  en  vertu  de 
la  relation  ^^:^[k)  —  fc"'o!{'  l-^  ;  on  a  ainsi 

a'/'=:8/f^+6/,*+/.% 

On  obtient  une  vérification  très-simple  des  calculs  précédents  en 
remarquant  que,  si  le  module  k  est  égal  à  l'unité,  la  quantité  p  est 
nulle,  et  que  les  quatre  fonctions  Al  deviennent  respectivement 


Ali 


coshs,     k\i{z)=:e    ^'sinhz,     Al2(2)  =  AI3  (2)  =1;  e 
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CHAPITRE  III. 


DEVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS   ELLIPTIQUES    EN    SERIES 
TRIGONOMÉTRIQUES. 


Développement  de  X  (  z  ) . 

292.  D'après  le  ihéorëme  du  n°  99,  la  fonction  X(2),  qui  admet  la 
période  2w,  est  développable  en  une  série  de  la  forme 


miczi 


»»=  -  « 

et  convergente  dans  une  bande  limitée  par  deux  droites  parallèles  à  la 
direction  w.  On  a  posé  /  =  e"  ;  aux  valeurs  s  = h  mw  -i-  /îw',  qui 


(an  +  i)- 


rendentlafonctionX(z)infiiiie,correspondentlesvaleurs^  =  ±c  =""  , 
dont  les  modules  varient  en  progression  géométrique,  et  les  arguments 
en  progression  arithmétique.  Dans  le  plan  sur  lequel  on  figure  la  va- 
riable z,  les  pôles  sont  disposés  par  files  parallèles  à  la  direction  w. 
Dans  le  plan  sur  lequel  on  figure  la  variable  t,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  ^sont  marquées  par  des  points  placés  sur  deux  spirales  qui, 
d'une  part,  s'éloignent  à  l'infini,  d'autre  part  se  rapprochent  indéfini- 
ment de  l'origine  ;  ces  points  sont  les  pôles  de  la  fonction  X,  considérée 
comme  une  fonction  de  t.  La  série,  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  de  t,  positives  ou  négatives,  est  convergente  pour  les  valeurs 
de  i  comprises  entrt  deux   circonférences  ayant   pour  centre  l'ori- 


{  l/I  -t-  I^ICu.' j  (271 — l)ic<a'i 


gine  et  passant  par  les  points  t  =  e     ""      ,  /  =  e     '"      ;  la  série  sera 
donc  convergente  pour  les  valeurs  de  z,  comprises  entre  deux  droites 

6o. 
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parallèles  à  la  direction  w  et  passant  par  les  points  z  —  {2/1+  ])  —-> 

z  =  (2n—  i)—i  c'est-à-dire  entre  deux  files  voisines. 

Supposons  n  =  o;  la  série  sera  convergente  dans  la  bande  comprise 

Fig.  80. 


B, 

c„ 

T 

"1' 

«, 

1 

"' 

c. 

' 

■f 

1 
X 

E 

^' 

entre  les  parallèles  BoCo,  B,C,  à  la  direction  w,  menées  par  les  points 

w'  (ù' 

z  =  —■>  z  = {fig'  80).  Les  coefficients  de  la  série  sont  donnés 

par  l'intégrale  définie 


Am  =  —   I  l{z)e      "    dz, 


relative  à  une  ligne  située  dans  la  bande.  Nous  remarquons  d'abord 
que  A_,„  —  —  A,„;  car,  en  posant  z  =  —  z',  on  ù. 

A-n,=  —    /      'k(z)e   "    dz=: 1      l(z')e       ->    dz'  =  —  A„. 

Nous  remarquons  ensuite  que 

Am-= —    /  liz)e     '^dz-\ I  l[z)e      -"    dz, 

et,  en  remplaçant  z  par  w  -+-  z  dans  la  seconde  {fartie, 

A„,=  - ^ —    /  ^(2)e      ''~t/z. 


DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  ELLIPT.  EN  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES.    477 
Il  en  résulte  que  Ao^  —  o  et  que 


'  r 


^  ,     >     —  (  ?  /n  —  1  )  -^^    / 

\{z)e  "  dz. 


Pour  évaluer  ce  dernier  coefficient,  considérons  l'intégrale  définie 


int  J 


relative  au  contour  du  parallélogramme  A'EFA ,  dont  les  som- 
mets A  et  A'   correspondent   à  z=±-^  et  les  sommets  F  et  E  à 

z  =  ±-  —  n'''ji' \  les  parties  relatives  aux  deux  côtés  opposés  FA,  A'E 

sont  égales  et  de  signes  contraires;  la  partie  relative  au  côté  EF  est 
infiniment  petite,  quand  n'  est  très-grand  ;  l'intégrale  se  réduit  donc 

à  la  partie  relative  au  côté  AA',  c'est-à-dire  à r  A2,„_,.  Mais  l'inté- 
grale définie  relative  au  contour  du  parallélogramme  est  égale  à  la 
somme  des  résidus  relatifs  aux  infinis  a.  —  —  (2/1  —  1)—,  n  variant 


>  w  —  r 


de  I  à  n'.  L'un  de  ces  résidus  étant  égal  à  -r^^'"   '^    "    ,  on  a 


jm  —  I 


A}n— I  — 7      /   Q  '       ^-  T   ■ 

g  co  l(  ^  "  goi  k  I  — 

et  la  série  devient 


_  m=  : 


I  >   g   =         /    >    — ^^— -— sin'— — - 


Développement  de  fi.(^). 

293.  Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à  la  fonction  ,a(z),  qui 
admet  aussi  la  période  sw  et  les  mêmes  infinis  que  X(z).  En  effectuant 
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le  développement  dans  la  bande  comprise  entre  les  parallèles  Bo  Co,  B,  C, , 
on  aura 

Am= —    I  ui{z)e      ^■'    dz. 

Ici  A_,„  =  A,„;  on  a  d'ailleurs  A2,„  =  o  et 


..,=1/     V(.)e 


—  (aw  — i) 


■KZ  l 

^dz. 


On  obtiendra  le  coefficient  Ao,^,,,  comme  précédemment,  par  la  con- 
sidération de  l'intégrale  définie  relative  au  contour  du  parallélogramme 

..I 
A'EFA;  le  résidu  relatif  à  l'un  des  infinis  a=  -  (2/1  —  \)—  étant 


égal  a  ^ -r — q  '    ,  on  aura 


d'où 


iTtsIq  V       9""'             (2  m  — i)Trs 
^    *  ^    ^        ^        -  ces  — 


7n  =  i 


Développement  de  v[z). 
294.  Cette  fonction  admettant  la  période  w,  la  série  sera  de  la  forme 

et,  pour  la  bande  comprise  entre  les  parallèles  BoCo,B,C,,  on  aura 

■t     f*  '  ■i.rnv.zi 

A,„  =  -  /      v[z)e       ^~dz. 
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On  a  ici  A_,„  =  A,„.  Pour  évaluer  le  coefficient  A^,  considérons  rinté- 
grale  définie 

.    /  v{z)dz, 

relative  au  contour  du  parallélogramme  A'D'DA  (Jig.  80),  dont  les 

sommets  D  et  D'  correspondent  aux  valeurs  2  —  ± 00' ;  les  parties 

relatives  aux  deux  côtés  A'D',  DA  étant  égales  et  de  signes  contraires, 
celles  relatives  aux  deux  côtés  D'D,  AA'  étant  égales,  l'intégrale  re- 
lative au  contour  se  réduit  à  deux  fois  l'intégrale  relative  au  côté  AA', 

c'est-à-dire  à  — ^  Ao.  Mais  cette  intégrale  est  égale  au  résidu  relatif  au 

pôle  —  — )  situé  dans  le  parallélogramme  ;  on  en  conclut  que  Ao  =  —  • 

On  évaluera  un  autre  coefficient  A,„  par  la  considération  du  paral- 
lélogramme A'EFA,  comme  précédemment,  et  l'on  trouvera 


On  obtient  ainsi  la  série 


(3) 


v{z)=  —  (1  +  4    >    — ^ ces ) 


Développement  des  fondions  Dlog^(2). 

295.  La  fonction  méromorphe  D\og6{z)  =  -~~  admet  la  période  w; 

elle  devient  infinie  aux  mêmes  points  que  les  fonctions  elliptiques;  elle 
est  donc  développable  en  une  série  de  la  forme 


Dlog0(2)=    >    A„.e~ 


y.mT.z 
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et  convergente  dans  la  bande  comprise  entre  les  parallèles  BoCq,  B,C, 
[fig.  80).  Les  coefficients  sont  donnés  par  la  formule 


La  fonction  Dlog6'(z)  étant  impaire,  on  a  Ao  =  o  et  A_,„=  —  A,„.  On 
déterminera  le  coefficient  A,„  à  l'aide  du  parallélogramme  A'EFA, 
comme  précédemment;  les  parties  de  l'intégrale  relative  aux  deux 
côtés  opposés  A'E,  FA  étant  égales  et  de  signes  contraires,  et  celle  rela- 
tive au  côté  EF  étant  infiniment  petite,  l'intégrale  relative  au  contour  de 

ce  parallélogramme  se  réduit  à ^.A,„.  Le  résidu  relatif  au  point 

a  ~  —  (2/t  —  i)—  est  égal  à  ^(^«-O'n^  puisque  le  résidu  de  D  log0(z) 
est  égal  à  l'unité.  On  a  donc 


"i/Ki      q" 


w     I  —  ç' 


n^^  I 


et  la  série  devient 

(4)  DIoge(.)  =  i^^^sm— -. 

En  remplaçant  z  par  5  -h  ->  on  en  déduit  la  série 

5  DIog03  2    — --    > ^  sin , 

/n=  I 

convergente  dans  la  même  bande. 

296.  Le  développement  de  la  fonction  Dlog0,(^)  ne  peut  pas  s'ef- 
fectuer dans  cette  bande,  à  cause  des  infinis  z  =■■  mw,  situés  sur  la 
droite  AA';  mais  on  évite  cette  difficulté  en  développant  la  fonction 

9(2)  =  Dlog-?^=Dlog0,(2)-  -col—, 
sin  — 
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qui  n'a  plus  ces  infinis.  Cette  fonction  impaire,  admettant  la  période  w, 
est  développable  en  une  série  de  la  forme 


cp(2) 


et  convergente  dans  la  bande  comprise  entre  les  parallèles  à  la  direc- 
tion cù  menées  par  les  points  z  =  -±  w'.  Pour  évaluer  les  coefficients 


—  7  mit  rj 


An,--=-j      9  (  2  )  e     »      dz, 

2 

on  considère  l'intégrale  définie 


'.-ni  J 


9  (  3  )  e      "      dz, 


relative  au  contour  d'un  parallélogramme  A'EFA,  dont  les  sommets  A 
et   A'   sont  les  points   z  =  =Li-,  et  les  sommets  F  et  E  les  points 

z  =  ±1 (2/i'4-  i)— •  Les  parties  relatives  aux  côtés  A'E,  EA  se 

détruisant,  et  celle  relative  au  côté  EF  étant  infiniment  petite,  l'inté- 
grale se  réduit  à :  A;;,.  D'autre  part,  la  somme  des  résidus  relatifs 

aux  pôles  «  =  —  /lûù',  situés  dans  ce  parallélogramme,  est  -_   ^„-  On 


a  donc 


.    2  7ri     g' 

An,  


(ù        I 

et  par  suite 


^       ^    —  sin 


^(^)  =  t:^S; 


(6)  Dlog0,(z)^-col— +^--  y   - 


,   -T      ^       V        sin 


q'"  M 

6i 
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En  remplaçant  z  par  z  -i-  -;  on  obtient  la  série 


0)  W  CO      ^       I 


m=:i 


^•""  w 


convergente  dans  la  même  étendue. 


Développement  des  logarithmes  des  fonctions  elliptiques. 

297.  Des  développements  que  nous  venons  de  trouver,  on  déduit 
immédiatement  ceux  des  logarithmes  des  rapports  des  fonctions  Q  deux 
à  deux..  On  a,  par  exemple, 

•  Dlog^(z)  =  Dlog0,(z)  — Dlog0(z), 
Dlog;:x(2)  =  Dlog0,(2)  — Dlog0(z), 
D  log V  { z)  =  D  log03(2)  -  D  logô  (z ), 


et  par  suite 

(8)     -    DlogM2)--cot^-^-^y  - 

W  W  W     ^     I 


77J=  » 

TT  TTZ  iîT    V^  Cf"  .       2m7T2 


+  q" 


m  —  t 


(9)  I^  log^{^)  =  -  ^  tang  ^  _  ^TT 

u)  Gt) 


(lo)  Dlogv{z) 


Ces  séries  sont  convergentes  dans  la  partie  du  plan  comprise  entre  les 

parallèles  à  la  direction  w  menées  par  les  points  ±  —«Par  l'intégration, 

on  obtiendrait  les  développements  des  fonctions  \o^Q[z)  et  des  fonc- 
tions logX(z),  logfx(z),logv(5;). 

298.    Remarque  I.  --   L'équation    (g)   donne  une  démonstration 
simple  d'une  propriété  remarquable  des  nombres  entiers.  Le  premier 
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membre  est  égal  à  ~^  i^l^l^).  g^^  dérivée,  pour  2  =  o,  se  réduit  ?i  —  g^; 

en  prenant  de  même  la  dérivée  du  second  membre  et  faisant  z  =  o,  on 
obtient  l'équation 


mq' 


^     ^  TT»  Zj   i-hi—ifq'" 

Mais  nous  avons  trouvé  (n°  205) 

7/1  =x 

(12)  y/.^  =  03(0)  =  ,4-2  ^  q"'\ 

171  =  I 

Il  en  résulte  l'identité 


OT  =  1 


Le  premier  membre,  ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
de  q,  contient  toutes  les  puissances  de  y,  et  dans  le  second  membre, 
ordonné  de  la  même  manière,  chacun  des  exposants  est  la  somme  de 
quatre  carrés;  à  cause  de  l'identité,  on  en  conclut  que  tout  nombre* 
entier  est  la  somme  de  quatre  carrés. 

299.  Remarque  II.  —  L'équation  différentielle 
du 


à  laquelle  satisfait  la  fonction  m  =  X(z),  dont  le  multiplicateur  est 
égal  à  l'unité,  peut  s'écrire 

du 


V^i  —k^u^  dz=:v{z)dz; 


Vi  —  w» 
on  en  déduit 

arcsinM=  l      v  {z)dZf 


61. 
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et,  en  vertu  de  la  série  (3), 


(i4)  arcsinX(z)= 1-2  \    — — 

(ù  ^  m(i 


a'"  .    ^mr.z 

'  sin 


m  =  \ 

La  même  équation  différentielle  peut  s'écrire 

\/ 1  —  II'  dz  =  fx  { z)  dz  ; 


v/i—  k'u' 
on  en  déduit 

y- arc  sin/rw  =3  I      ii(z)dzy 

et,  en  vertu  de  la  série  (2), 

(i5)        arc smifl(z)  =  ^Jq   >   ; ^i ^^-tt  sin 


Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  fait  z  =  -  »  on  obtient  la  série 

771—00 

.   ('6)  arc  sin  A- =  4  V^^    7   7 û — , — ^^tt» 

771  — I 

OU,  d'après  une  remarque  faite  au  n"  68, 

771  cr  » 

(17)  arcsin/r  =  4  >  (— 1)"'-' arc  langç    '     . 

771  =  1 

Les  développements  exposés  dans  ce  Chapitre  ont  été  trouvés  par 
Jacobi  [Fundamenta  nova). 


LIVRE  VIL 

ADDITION,  MULTIPLICATION  ET  DIVISION  DES  ARGUMENTS 
DANS  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PROPRi:ÉTÉS    DES    FONCTIONS   0. 

Formule  fondamentale. 

300.  Les  fonctions 

.  e,{z  —  x)ex(z  -hx—  a  —  b)       g  Ô,(z—y)  0.(z+J  — a—  6) 
e,{z-a)6,{z-b)         '  e,iz-a)d>{z-b) 

admettant  les  deux  périodes  w,  w',  leur  somme 

—  A0,(z  — a:)0.(z-f-3:  — «  —  6) -f- B0.(z  — j-)  0,  (z  H-J—  a—  b) 
^^^^~  6,{z—a)6,{z  —  b) 

admet  ces  mêmes  périodes;  c'est  une  fonction  méromorphe  doublement 
périodique  du  second  ordre,  dont  les  infinis  sont  a  et  b.  Or  on  peut 
disposer  des  coefficients  A  etB,  de  manière  que  le  numérateur  s'annule 
pour  z  =  a  et  pour  z  =  b;  il  suffit  pour  cela  que  ces  coefficients  satis- 
fassent à  la  condition 

A6,ix  —  a)9>{x  —  b)  -h  Be^ix  —  a)  9>{X  —  b]  =  o, 
qui,  à  cause  de  la  symétrie,  est  la  même  pour  les  deux  racines;  alors 
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la  fonction  (p  (z),  qui  ne  devient  plus  infinie,  est  une  constante.  L'un  des 
coefficients  restant  arbitraire,  on  peut  en  disposer  de  manière  que  cette 
valeur  constante  soit  égale  à  l'unité.  On  a  ainsi  l'équation 

0,(2-«)0,(2  — 6)=A0,{z  — x)0,(2  +  ^  — rt  — 6)  +  B0,(z— j)0,(2+7— «  — 6). 

Si  l'on  y  fait  successivement  z  =--y^  z  —  ce,  on  obtient  les  coefficients 

6^{r—a)e,{r  —  b)  _  6,{x-a)6,{x-b) 


di[a;  —y)$i{x  -+-f—  a  —  b)  di(x —y)Bt{x  -{- y—  a  —  b) 

et  l'équation  devient 

0,  (^  —  a)  0,  (^  —  6)  0,  (  j  +  z  —  a  —  6)  0,  (  j  —  z) 
-f-0.(j—  «)0,(/— 6)0,(2  -\-x-  a—  b)Q,{z  —x) 
+  0,(2  —  a)0,(z— 6)0,(^+j  — «—  b)B,{x—x)  =  o. 

Nous  y  remplacerons  a  eib  par  —  «  et  --  6,  et  nous  l'écrirons  sous  la 
forme 

0,  (^  +  a)  0,  (^  -1-  6)  0,  (j  -f-  2  -f-  a  -h  6)  0.  (j  —  z) 
4-  0,  (j  +  a)  0,(/+  6)0,(z  +:c  +  a  +  6)  0,(z  —  x) 
+  0,  (z  -\-a)Qx{z  -h  b)Qi{x  +j  -f-  a  -}- b)  6^{x  —  y)z=zo. 

Cette  équation  renferme  cinq  quantités  arbitraires  ce,  y,  z,  a,  b.  On 
déduit  le  deuxième  terme  du  premier,  et  le  troisième  du  deuxième,  par 
la  permutation  circulaire  des  lettres  x,  y,  z.  Le  premier  membre  est  une 
fonction  symétrique  des  deux  quantités  a  et  h,  et  une  fonction  alternée 
des  trois  quantités  x,y,  z  deux  à  deux.  On  vérifie  aisément  que  l'équa- 
tion ne  change  pas  lorsqu'on  ajoute  w  ou  w'  à  l'une  quelconque  des  cinq 
quantités  x,  y,  z,  a,  6,  et  qu'elle  ne  change  pas  non  plus  lorsqu'on 

ajoute  -  ou  —  aux  cinq  quantités  à  la  fois. 


301.  De  cette  équation  fondamentale  on  déduit  un  grand  nombre 

d'équations  de  même  forme,  en  ajoutant,  soit-?  soit— >  soit 1  à 

une  ou  à  plusieurs  des  cinq  quantités  x,y,  z,  a,  b,  ce  qui  remplace  les 
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fonctions  0,  par  d'autres  fonctions  6.  Chacune  des  lettres  oo,y,  z  entre 
dans  deux  des  quatre  fonctions  0  qui  composent  chaque  terme  de  l'équa- 
tion; chacune  des  lettres  a  et  b  entre  aussi  dans  deux  de  ces  fonctions. 
Quelles  que  soient  les  quatre  fonctions  Q  qui  composent  un  terme,  on 

reconnaît  que,  lorsqu'on  ajoute  -  ou  —  à  l'une  des  quantités  x,  y,  z, 

deux  fonctions  0  sont  remplacées  par  d'autres,  et,  au  signe  près,  les 
trois  termes  de  l'équation  sont  multipliés  par  un  même  facteur  dont 

on  peut  faire  abstraction;  il  en  est  de  même  lorsqu'on  ajoute  -  ou  — 

à  l'une  des  quantités  a  et  b.  Le  premier  membre  de  chacune  des  équa- 
tions renferme  douze  fonctions  portant  sur  les  quantités 

{x  -\-  a,  X  +  b,  jr  -h  z  -h  a  -\-  b,  ^ —  z), 
{jr  -^  a,  y-^  b,  z  -\-x-h  a  -h  b,  z  —  x), 
[z  -{-a,  z-\-b,x-hy-{-a-\-b,x  —  y), 

que  nous  supposerons  toujours  disposées  dans  le  même  ordre,  ce  qui 
nous  dispensera  de  les  écrire.  Chacune  des  quatre  fonctions  0  pou- 
vant porter  sur  douze  quantités,  les  équations  renferment  en  tout 
12  X  4  ou  48  fonctions  0. 

Nous  déduirons  toutes  ces  équations  de  l'équation  fondamentale,  en 
attribuant  à  chacune  des  cinq  lettres  x,  y,  z,  a,  b  qu'elle  renferme 
quatre  valeurs  différentes;  par  exemple,  nous  attribuerons  à  a?  les  quatre 

1  f.)  .      w'  M  H-  0)'       Tk     •  l>  '  .'  1 

valeurs  x,  x-\ — »  ^  h ,  x  -\ Puisque  1  équation  ne  change 

pas  lorsque  les  cinq  lettres  éprouvent  la  même  modification ,  nous 
pouvons  laisser  invariable  l'une  des  lettres  et  nous  borner  à  attribuer  à 
chacune  des  quatre  autres  les  quatre  valeurs  dont  elle  est  susceptible, 
ce  qui  donnera  4*  ou  256  équations  différentes.  Lorsque  les  deux  lettres 
a  et  6  éprouvent  une  même  modification,  l'équation  reste  symétrique 
par  rapport  à  a  et  à  6;  mais  si  une  seule  de  ces  lettres  est  modifiée,  ou 
si  elles  éprouvent  des  modifications  différentes,  l'équation  cesse  d'être 
symétrique.  Lorsqu'une  seule  des  trois  lettres  x,  y,  z,  par  exemple  x, 
est  modifiée,  ou  lorsque  les  deux  lettres  j  et  z  éprouvent  la  même  mo- 
dification, le  premier  membre  de  l'équation  est  encore  alterne  par  rap- 
port aux  deux  lettres  j  et  z  ;  mais  il  cesse  de  l'être  par  rapport  à  x  et 
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à  j  et  par  rapport  à  a;  et  £l  z.  Nous  sommes  conduits  de  la  sorte  à 
ranger  les  256  équations  en  six  classes,  de  la  manière  suivante. 

302.  Première  classe.  Relations  alternes  par  rapport  à  deux  quel- 
conques des  lettres  x,  y,  z  et  symétriques  en  a  et  h,  —  On  les  déduit  de 
l'équation  fondamentale  en  ajoutant  aux  deux  lettres  a  et  6  la  même 
quantité  o,  — ,  --> -,  ce  qui  donne  les  quatre  équations 

0,  0,0,  0, +  0,0,  0.0, +  0,0,0,  0,  =  o, 
0  0  0,0,  -^-0  0  0,0, +  0  0  0,0,  =  o, 
0,  02  0,  0,  +  0, 0, 0,  0,  +  0, 0,  0,  0,  =  o, 
93  e^O,  6^-^636,6^6,  + 6^6,9,  9^  =  0. 

303.  DeuxiÈxMe  classe.  Relations  alternes  par  rapport  à  deux  quel- 
conques des  lettres  x,  y,  z,  mais  non  symétriques  en  a  et  b.  —  On  les 
déduit  de  l'équation  fondamentale  en  ajoutant  aux  deux  lettres  a  et  b 
des  quantités  différentes;  comme  on  peut  ajouter  les  six  couples  de 
quantités 

dans  un  ordre  ou  dans  l'autre,  on  obtient  douze  équations  de  la  seconde 
classe.  On  a  d'abord  les  six  équations 


9,9.6  9 


+  0,  0,  0,  0 

+  0,  03  03  0 

-^0  0,03  0 

+  0  03  0,  0 
-j-  0j  03  0  0 


+  0,  0  0  0,  =  o, 
+  0,  0,02  0,  =0, 

+  0,03  03  0,  =0, 

-H  0  02  03  0,  =  O, 

+  0  03  02  0,  =  O, 

+  02  03  0  0,  =0. 


En  ajoutant  aux  lettres  a  et  b  les  mêmes  quantités  en  ordre  inverse, 
on  obtient  six  autres  équations  qui  se  déduisent  des  précédentes  par 
la  permutation  des  lettres  a  et  b;  afin  de  laisser  les  quantités  x  ■+  a, 
x-hb,...  dans  le  même  ordre,  on  permutera  dans  chaque  terme  les 
deux  premières  fonctions  6  considérées  comme  de  purs  symboles,  de 


PROPRIÉTÉS  DES  FONCTIONS  9. 


489 


manière  que  la  fonction  qui  portait  sur  x  +  a  porte  maintenant  sur 
ce  ^  b,  et  réciproquement. 

304.  Troisième  classe.  Relations  alternes  par  rapport  à  deux  des 
lettres  x,  y,  z  et  symétriques  en  a  et  h.  —  Si,  dans  les  équations  de  la 

première  classe,  on  ajoute  à  œ  l'une  des  quantités 


(ù        M       0) 


j  on 


forme  douze  équations  symétriques  en  a  et  b,  et  alternes  par  rapport 
à  j  et  2  :  0 

0  0  0.  0,  —  0,  0,  0  0  +  0,  0,  0  0  =  o, 


0.0,0 

03  03  0 
0,0,0 


0  0  0 

03  03  0 

0,0,0 


+ 


0  =o, 
0  =o, 
6  z^o; 


-t-  W3  Wj  W  V/      W3  W3  W  I 

—  0,  0,  0,  0.  +  0,  0,  0,  0,  =  o, 

—  0  0  0,  0,  +  0  0  0, 0,  =  o, 

—  0,  0,  0,  02  +  0,  01  0,  0j  ::^  O, 

—  0s  03  0,  0i  +  03  03  0j  0,  =  O  ; 

01  01  03  03  -f-  01  01  03  03  =  O, 

—  0  0  0,  0,  +  0  0  03  0:.  =  O, 

-h  0,  0,  03  03  05  0J  03  03  =  0> 

+  03  ^3  03  03  03  03  0S  03  =  O, 


On  a  de  même  douze  équations  alternes  par  rapport  k  z  et  x,  et  douze 
alternes  par  rapport  à  a;  et  7,  ce  qui  fait  4  x  3  x  3  ou  36  équations  de 
la  troisième  classe.  Des  premières  on  déduit  les  secondes  en  permutant 
circulairement  les  trois  lettres  x^  y,  z;  ceci  revient  à  permuter  circu- 
lairement  les  trois  termes  considérés  comme  des  symboles,  en  laissant 
toujours  les  quantités  x -h  a,  x-\-b^.,.  dans  le  même  ordre;  on  dé- 
duit de  même  les  troisièmes  des  secondes. 


305.  Quatrième  classe.  Relations  alternes  par  rapport  à  deux  des 
lettres  x,  y,  z,  mais  non  symétriques  en  a  et  b.  —  Elles  se  déduisent  de 
celles  de  la  seconde  classe  de  la  même  manière  que  la  troisième  classe 
de  la  première.  Si,  dans  les  équations  de  la  seconde  classe,  on  ajoute 

à  a?  l'une  des  quantités  — »  ->  ^- -•>  on  forme  12  x  3  ou  36  équa- 

^.222  * 
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tions  non  symétriques  en  a  et  b,  et  alternes  par  rapport  à  y  et  z.  On 
a  d'abord  les  18  équations 


U     1/3  Vj  V 

9  62  63  6 

0,   03  03  0 

6,s^  e 

Oj  63  6  9 

9j  01  02  0 
0Î0  03  0 
03  0|  03  0 
03  0     0,  0 

e,9  9  9 
0j  01 0  0 


V3  Wi  V3  w 
02  0     03  0 


+ 


3      02 


.+ 


H- 


'1   W2 
?.03 


/2  W3  1/3  1/2 


0  0,  0  =0, 

0,03  0     =0, 

o, 
o, 
o, 
o; 

o, 

o, 
o, 

o, 
o, 
o; 


'1  i/î  ' 
5.03 


'1  ^/j  ' 

?,03 


+ 


'2  V3  1/3  W2 


'I    W2 

3,03^ 


+    0     03  0     03    —    0 


'1  "3   W2  1/3 


'J  W3  W2  1/3 


O, 

o, 
o, 
o, 
o, 
o. 


On  obtient  les  18  autres  en  permutant  dans  chaque  terme  les  detïX 
premières  fonctions  9.  On  a,  de  même,  36  équations  alternes  par  rap- 
port à  «  et  £i;,  que  l'on  déduit  des  précédentes  par  la  permutation  cir- 
culaire des  termes,  et  36  équations  alternes  par  rapport  à  a;  et  j,  ce 
qui  fait  en  tout  i2x3x3  =  io8  équations  de  la  quatrième  classe. 

306.  Cinquième  classe.  Relations  non  alternes  par  rapport  à  deux 
des  lettres  00,  y ,  z,  et  symétriques  en  a  et  h.  —  On  les  déduit  des 
équations  de  la  première  classe,  en  ajoutant  aux  trois  lettres  x^  y,  z 
trois  quantités  différentes,  prises  à  volonté  parmi  les  quatre  quan- 

mais  nous  pouvons  exclure  la  dernière 


tites  o,  —5  -5  

22  a 


car  supposons  que  l'on  ajoute  à  x,  y,  z  respectivement  o,  — 


2 

co  4-  m' 
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(ù' 


en  retranchant  des  cinq  lettres  la  même  quantité  —5  ce  qui  ne 
change  pas  l'équation,  on  ramène  ce  cas  à  celui  où  l'on  ajoute 
>  o,  -  )  ou  — :  o,  -•  De  même,  supposons  que  1  on  ajoute  âœ,  y,  z 

respectivement  —  >  ->  - — ^;  en  retranchant  des  cinq  lettres  la  même 


quantité  j  on  ramène  ce  cas  à  celui  où  l'on  ajoute  -5—50.  Ainsi 

nous  pouvons  nous  borner  à  ajouter  h  x,  y,  z  les  trois  quantités  o, 

— >  -  prises  dans  un  ordre  quelconque;  nous  obtiendrons  de  la  sorte 

4  X  6,  ou  24  équations  de  la  cinquième  classe. 

En  remplaçant,  dans  les  équations  de  la  première  classe,  y  par 

y  -\ ei  z  par  5  -h  -»  sans  changer  a?,  on  forme  les  quatre  équations 


6,  0.  Ô3  93  +  6  9  9,9,-9,9,9  9  —  o, 
9  9  9, 9,  +  9.  9,  9, 9,  —  9,9,9  9  =0, 
9,9, 03  9î  -  03 9,  92  9,  —  9,9,9  9  =--  o, 
9,939,93  — 9,9,9,9,-9  9  9  9  =0. 

Concevons  maintenant  que  l'on  permute  deux  quelconques  des  trois 
lettres  x,  j,  z,  par  exemple  j  et  z;  les  douze  quantités 

(jc  -+-  rt,  X  -+-  b,  y  -\-  z  -h  a  -h  b,  y  —  z), 
{y-\-  a,  y  -h  b,  z  -h  x  -{-  a  -h  b,  z  —  x), 
(z  -t-  «,  z  -h  b,  x-h y-h  a-\-  b,  x  —  y), 

sur  lesquelles  portent  les  douze  fonctions  Ô  qui  entrent  dans  chaque 
équation,  deviennent 

[x  -i-  a,  X  -h  b,  y  -h  z  -\-  a  -h  b,  —  y  -h  z), 
(z  -i-  a,  z-hb,x-hy-ha-{-b,  —  x  -\-  j), 
[y  -k-  a,  y  -k-b^  z-{-x-^a-\-b,  —  z-\-  x). 

Comme  on  peut  changer  le  signe  de  la  quantité  sur  laquelle  porte  la 
dernière  fonction  0  dans  chaque  terme,  puisque  cette  fonction  est  paire, 

62. 
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on  «ubstituera  à  ces  quantités  les  suivantes  : 

(x -\- a,  X -{- b,  f-h  z -{^  a-\- b,  f — z), 
{z -ï- a,  z -\-  b,  X  n- X -\- a -^- b,  X — y), 
(jH-  a,  j  H-  b,  z  '{-  X  -\   a-\-  b,  z  —  x). 

Pour  rétablir  l'ordre  primitif,  il  suffit  de  permuter  les  deux  derniers 
termes  de  l'équation.  Il  résulte  de  là  que  l'on  peut,  dans  les  quatre 
équations  précédentes,  permuter  les  termes  deux  à  deux  de  toutes  les 
manières  possibles;  les  trois  termes  de  chaque  équation  présentant  six 
arrangements,  on  a  ainsi  les  24  équations  de  la  cinquième  classe. 

307.  Sixième  classe.  Relations  non  alternes  par  rapport  à  deux  des 
lettres  x,  y,  z,  et  non  symétriques  en  a  et  b.  —  Elles  se  déduisent  de 
celles  de  la  deuxième  classe,  comme  la  cinquième  classe  de  la  pre- 
mière, ce  qui  fait  12  x  6  ou  72  équations.  Si,  dans  les  12  équations 

de  la  deuxième  classe,  on  remplace  y  par  7  h et  2  par  z  -\-  -1  sans 

changer  x,  on  obtient  les  6  équations 

ô,  Q  ô,  Q,  +  Q  Q,  6, 6,  —  6,639^6  —  o, 
9,  02  0  03  —  9  03  0.  02  H-  02  0.  03  0  =  o, 

0,  03  0,  03  —  0  0.  0  0î  +  02  0  02  0  =  o, 
0  02  0,  03  —  0.  03  0  02  —  03  0.  02  0  =  O, 
0  0,  0  03  —  0,  02  0,  02  —  03  0  03  0  =  O, 
02.03  02  03  —  03  02  03  02  ■+  0,  0  0,  0  —  O, 

et  les  6  que  l'on  en  déduit  en  permutant  dans  chaque  terme  les  deux 
premières  fonctions  5.  En  permutant  ensuite  les  termes  deux  à  deux, 
comme  nous  l'avons  expliqué,  on  formera  les  72  équations  cherchées. 


Équations  à  deux  lettres. 

308.  Première  espèce.  —  Les  équations  précédentes  renferment 
cinq  quantités  arbitraires  £i?,j,  z,  a,  b.  Si  l'on  attribue  à  quelques-unes 
de  ces  lettres  des  valeurs  déterminées,  ou  si  l'on  établit  entre  elles 
certaines  relations,  les  équations  ne  renfermeront  plus  qu'un  moindre 
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nombre  de  quantités.  Supposons  que  l'on  fasse  x  =^y  =  s  =  o;  les 
quatre  fonctions  Q,  qui  composent  chaque  terme,  porteront  sur  les 
quantités  a,  6,  a  +  6,  o;  les  équations  des  quatre  premières  classes, 
qui  sont  alternes  au  moins  par  rapport  à  deux  des  lettres  ce,  y,  z,  se 
réduisent  à  des  identités;  les  équations  des  deux  dernières  classes, 
étant  indépendantes  de  l'ordre  des  termes,  se  réduisent  à  seize  équa- 
tions distinctes,  savoir  :  quatre  pour  la  cinquième  classe  et  douze  pour 
la  sixième.  On  a  ainsi  un  premier  groupe  de  quatre  équations 

B,{a)e,{b)e^{a-\-h)Q,{o)-\-Q  {a)B  {b)e,{a'-hb)e,{o)~9,{a)9,{b)d{a  +  b)6{o)  =  o, 
9  {a)9  {b)9,{a  +  b)9,{o)-h9,ia)9,{b)9,{a-hb)9^{o)-9,{a)9,ib)9{a-hb)9{o)  =  o, 
9t{a)9,{b]9,ia-h b)9,{o)—  9,{a)9,{b)9,{a-h b)  9,{o)—  9,{a)9,{b)  9{a-{-  b) 9{o)  =  o, 
9t{a)9i{b)9,{a-{-b)9,io)-9,{a)9,{b)9,{a-hb)9,{o)—9  {a)9  {b)9  {a^b)9{o)  =  o, 

et  un  second  groupe  formé  des  six  équations 

6 ^{a) 9  {b) 9,{a -^- b) B^io) + 9  {a) 9, {b) 9,{a ~\- b) 9, {o)—9,ia)9,{b) 9, {a -h b) 6 {o)z=zo, 
9,ia)9,{b)9,{a-i-b)9,{o)—9,{a)9,{b)9,{a-+-b)9,{o)-h9,ia)9{b)9,[a-^b)9(o}=o, 
9,{a)9,{b)9,{a-hb)93{o)-9  {a)9t{b)9  {a  +  b)9^{o)  -^9,{a)9  {b)9^{a+b)9{o)=.Oy 
9  {a)9,{b)9,{a  +  b)9,{o)-  9,{a)9,{b)9  {a-hb)9^{o)-  9,{a)B,{b)9^{a-hb)9[o)=o, 
9,ia)9,{b)9{a-hb)9,{o)-9  {a)9,{b)9,{a-hb)9,io)-h9,{a)9,{b)9,{a-^b)9io)  =  o, 
9  (a)9,{b)9  {a-\-b)9^{o)-9,{a)9,{b)9,[a-hb)9,{o)-9,{a]9  {b) 9,{a-\-b) 9 {o)  =  o, 

et  des  six  qu'on  en  déduit  en  permutant  a  etb,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  les  deux  premières  fonctions  6  dans  chaque  terme.  Ces  seize 
équations  trinômes  entre  les  quatre  quantités  6  {a  -h  b)  déterminent  les 
rapports  de  trois  de  ces  quantités  à  la  quatrième,  et,  par  conséquent, 
se  réduisent  à  un  système  de  trois  équations  distinctes. 

309.  Seconde  espèce.  —  Supposons  que  l'on  fasse  y  =  z  —.  o  et 
b  =  —  a,  les  douze  quantités  sur  lesquelles  portent  les  fonctions  6, 
dans  chaque  équation,  deviennent 

{a;  -{-  a,  X  —  a,  o,  o),     (a,  —  a,  x,  —  x),     [a,  —  a,  x,  x). 

Les  deux  quantités  j  et  z  étant  égales,  les  équations  des  deux  pre- 
mières classes  se  réduisent  a  des  identités.  La  troisième  classe  se  com- 
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pose  de  trois  groupes  de  douze  équations;  celles  du  premier  groupe, 
étant  alternes  par  rapport  à  7  et  z,  se  réduisent  aussi  à  des  identités; 
celles  du  troisième  groupe,  se  déduisant  de  celles  du  deuxième  par  la 
permutation  de  j  et  z,  se  confondent  avec  celles-ci;  il  suffît  donc  de 
considérer  les  douze  équations  du  deuxième  groupe.  La  cinquième  classe 
se  compose  de  deux  groupes  de  douze  équations,  tels  que  le  second  se 
déduit  du  premier  par  la  permutation  des  deux  derniers  termes;  ces 
deux  groupes  se  confondant,  il  suffît  de  considérer  les  douze  équations 
du  premier  groupe.  Ainsi  la  troisième  et  la  cinquième  classe  donnent 
les  24  équations  suivantes  : 


{x  +  a)Q,{ 

X  — 

■a)0'{o)  = 

e^{a)9]{x)-B]i^B'{x}  = 

9l{a)9l{x)-Bl{a] 

Oli^), 

{x  +  a)d, 

X  — 

■a)6l{o)  = 

dl{a)9][x)-B]{a)Bl{x)  = 

Bl{a)BHx)-BHa] 

dl{^), 

{x-\-a)e,[ 

X  — 

a)6l{o)  = 

Bl{a)B\{x)-B\{a)Bl{x)  = 

Bl[a)  B' {x)  -  BHa] 

oii^); 

{x-ha)B{ 

X  — 

■a)6'(o)=- 

-B]ia)B]ix)-hB'[a)BHx)  = 

Bl{a)B\{x)-Blia^ 

e'M* 

{x  -^a)Q 

^x  — 

■a)Bl{o)  = 

Bl{a)B]{x)  +  B'{a)Bl{x)  = 

9l{a)B^{x)-i-B]{a] 

oii^), 

{x  +  a)B 

X  — 

-a)Bl{o)  = 

Bl{a)B]{x)~hB'ia)Bl{x)  = 

B^,{a)Bl{x)  +  Bl{a 

9Hx)i 

[x  4-  a)  e. 

X  — 

a)0'(o)=- 

-Bl{a)B]{x)+Bl{a)BHx)=. 

B'{a)Bl{x)  —  B',{a 

oii^). 

{x+n)9j 

[x  — 

■a)Bl{o)=- 

-9]{a)9]{x)-+-Bl{a)Bl{x)  = 

Bl{a)Bl{x)-9Ha] 

ôH^), 

{x-{-  a)  B-ii 

X  — 

a)Bl{o)=- 

-  9'{a)B\{x)+  Blia)9l{x)  = 

Bl(a)Bl{x)-9]{a 

)9^{x); 

{x+a)9. 

X  — 

a)B'{o)=- 

-9l{a)9]{x)+9l{a)9'{x)  = 

:9Ha)9lix)-9l{a 

)Ol{:v), 

{x-ha)di 

^x  — 

■a)Bl{o)  = 

B^{a)B]{x)  +  Blia]Bi{x)  = 

9]{a)9'{x)-i-Bl{a 

oii^), 

{x-ha)d3( 

X  — 

■a)Bl{o)  = 

B]ia)B]{x)+Bl[a)Blix)=: 

--9lia)9lix)+9'ia 

)0'W. 

Les  deuxièmes  membres  proviennent  de  la  troisième  classe,  les  troisièmes 
de  la  cinquième  classe.  Les  premiers  membres  étant  symétriques  ou 
alternes  par  rapport  k  x  el  a,  les  deuxièmes  et  les  troisièmes  membres 
jouissent  de  la  même  propriété.  Les  produits  9{x  -+-  a)  ô{cc  —  a),  for- 
més d'une  même  fonction  0,  sont  égaux,  d'après  cela,  à  des  expressions 
binômes  renfermant  les  carrés  de  deux  fonctions  9  {ce)  et  les  carrés 
de  deux  fonctions  6 {a). 

Remarquons  que  les  six  expressions  d'un  même  produit  peuvent 
se  déduire  de  l'une  d'entre  elles,  à  l'aide  des  deux  relations  linéaires 
qui  existent  entre  les  quatre  fonctions  0-{oc)  et  de  celles  qui  existent 
entre  les  quatre  fonctions  0'  (a)  (n^  157). 
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310.  La  quatrième  classe  se  compose  de  trois  groupes  de  36  équa- 
tions; le  premier  groupe  se  réduisant  à  des  identités,  et  le  troisième  se 
confondant  avec  le  deuxième,  il  suffît  de  considérer  celui-ci.  Dans  ce 
deuxième  groupe,  il  y  a  12  équations  qui  renferment  la  quantité 
nulle  ^i(o),  et  qui,  par  conséquent,  se  réduisent  à  des  identités;  il 
en  reste  24,  qui  se  confondent  deux  à  deux;  le  nombre  des  équations 
distinctes  est  donc  12.  On  reconnaît  d'ailleurs  que  la  sixième  classe 
donne  les  mêmes  équations  que  la  quatrième.  Ces  équations  sont  les 
six  suivantes  : 


et  les  six  qu'on  en  déduit,  en  remplaçant  a  par  —  a.  Les  deuxièmes 
membres,  comme  les  premiers,  sont  symétriques  ou  alternes  par  rapport 
?i  X  et  a.  Les  produits  6  {x -h  a)  9  {x  —  a) ,  formés  de  deux  fonctions  Ô 
différentes,  sont  égaux  à  des  binômes  renfermant  chacun  les  quatre 
fonctions  Q{x)  et  les  quatre  fonctions  6  {a). 

Formules  de  Jacobi. 

311.  Des  relations  précédentes  on  déduit  aisément  des  formules  re- 
marquables trouvées  par  Jacobi  [Journal  de  Crelle,  i845).  Soient 
a,  è,  c,  d  quatre  quantités  arbitraires;  si  l'on  désigne  par  a',  b',  c',  d' 
quatre  quantités  nouvelles  définies  par  les  formules 

(0 

on  a  réciproquement 

ia  ~  —  a'  -\-  b'  -\-  c'  -\-  d' y     2h  =  a'  —  b'  -h  c'  -+-  d\ 


ia'  =—  a  -\-  b  -h  c  +  d, 

ib'  =a  —  b-\-c-\-d. 

20'  =^  a  +  b  —  c  +  d, 

2d'  =  a  -r-  b  -h  c  —  d. 

(2) 

'  '  2c  =  a' -i- b' —  c' +  d',         'xd=a' +b' +  c' -d'. 
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On  peut  remplacer  ces  deux  systèmes  de  formules  par  les  relations 
équivalentes 

(  3  )  a  -f-  a'  =  6  -i-  6'  —  c  +  c'  =  rf  -{-  c?',     a -^r  b  —  c'  -^  d'. 

On  a  aussi  la  relation 

(  4  )  a^  ^-  6'  -f-  c'  -t-  d'  =  a''  +  //'  +  c"  H-  d'K 

Supposons  maintenant  que,  dans  les  six  classes  d'équations  géné- 
rales, on  fasse  a  =  a,  b=^  —  a,  c'est-à-dire  a  -\-  b  =  o;  chacune  d'elles 
renfermera  les  douze  quantités 

(X'^a,x—<x,x~hz,jr-z),  [x-^a.,x—cc,z+x,z—x),  [z+cc,  z  —  a,  x-\-y,  x—y), 

dans  l'ordre  où  nous  les  avons  écrites.  Si  l'on  pose 

^  4-  a  =  fl,     a:  —  a  =  6,    j  -4-  z  —  c,    y—z=zzd, 

d'où 

a  +  b  a  —  b  c  +  d  c  —  d 

2  2  "^  2  2 

on  aura 

y  -h  ac  =  b',    y  —  a=:  a',     z  +  x  =  d',     z  —  x  =  ~  c'. 

Dans  chaque  équation,  les  quatre  facteurs  du  premier  terme  porteront 
sur  a,  h,  c,  d\es  quatre  facteurs  du  second  terme  sur  b',  a',  d'y  —  c'; 
afin  de  conserver  l'ordre  alphabétique  des  lettres,  on  permutera  dans 
le  second  terme  les  deux  premiers  facteurs  entre  eux,  ainsi  que  les  deux 
derniers,  en  ayant  soin,  avant  la  permutation,  de  changer  le  signe  de 
la  quantité  qui  entre  dans  le  dernier  facteur. 
Dans  le  troisième  terme  entrent  les  quantités 

a  —  b  -h  c  —  d  a  -^  b  -\-  c  -\-  d 

2  "^2  ^ 

—  a-j-6-f-c  —  d  a  -h  b  —  c  —  d 

z  —  (X  =: 5        ^  —  J  = 5 


que  nous  désignerons  para",  b",  c'\  d".  De  cette  manière,  dans  chacune 
des  équations,  les  quatre  fonctions  qui  forment  le  premier  terme  por- 
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teront  sur  les  quantités  a,  b,  c,  d,  celles  du  second  sur  a',  b',  c',  d\  et 
celles  du  troisième  sur  a",  b\  c",  d\  dans  l'ordre  alphabétique  des 
lettres. 

312.  Cela  posé,  considérons  celles  de  ces  équations  qui  renferment 
le  terme  ^a  Sg  ^3  Ô3,  que  nous  supposerons  placé  au  troisième  rang  par 
des  permutations  circulaires,  et  égalons  les  valeurs  qu'on  en  tire  pour 

03  [a") e,{b") 03 [c")Q, [d") ;  nous  aurons 


(5) 


e  d  QB  -^{9,9,9,9,)'  =  e,d,e,9,-h{d  9  9  9)' 
9,9,9,9,  +  {9,9,9,9,)' =  9,9^9,9,  +  {9, 9, 9, 9,)'. 


En  égalant  les  valeurs  de  9{a")e{b")Q{c")0{d"),  on  a  de  même 
(6)  0  99  9-^9,9,9,9,  — [9  9  9  9]'  +  {9,9,9, 9,)'. 

Les  termes  non  accentués  renferment  les  lettres  a,  b,  c,  û?,  les  termes 
accentués  les  lettres  a',  b' ,  c\  d' .  Les  relations  (5)  et  (6)  ont  la  même 
forme  que  les  relations  (3);  les  deux  suites  de  quantités 


(a; 


9  9  9  9y         9:^9, 9,9„        9,9,9,9,,        9,9,9,9,, 
[9,9,9,9,)',    {9  9  9  9)',     {9,9,9,9,)',    {9,9,9,9,}' 


y  jouent  le  même  rôle  que  les  deux  suites  de  quantités 

a,      b,      c,      d, 
a',     b',     c',     d' 

dans  les  équations  (3).  On  en  déduit  les  formules 


(7) 


i{9,9,9,9,)'  —  —  9 

^{9  9  9  9  )  =  .9 

2  {9, 9, 9, 9,)'=      9 

[  ti{9,9,9,9,y=^      e 


(7  C7  -1-  Wj  Wj  C7»  t7j  -t-  7|  U,  U,  U,  -f  U,  V,  U,  l/j, 

^9  9  —  9,9,9,9,-^9,  9,  9,  9,  4-  9, 9, 9, 9„ 
'99  +  9, 9, 9, 9,  -  9,  9, 9,  9,  +  9, 9, 9, 9„ 
99  +  9,9,9,92  +  9,  9,  9,  9,  —  9,  9, 9,  9„ 


analogues  aux  formules  (1).  On  en  déduit  ainsi  la  relation 

j         {9  9  9  9)'    +   {9,9,9,9,Y    +    {9,9,9,9,y    +    {9,9,9,9,)' 
\  --=[{9,9,9,9,)'Y  +  [{9  9  9  9)'-]-^  +[{9,9,9,9,yy  +  [{9,9,9,9,)'y, 

analogue  à  la  relation  (4). 

63 
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A  cause  de  la  symétrie  des  formules,  il  est  clair  que  l'on  peut  per- 
muter à  volonté  deux  termes  de  l'une  des  lignes  A,  pourvu  que  Ton 
permute  aussi  les  termes  correspondants  de  l'autre  ligne.  Les  relations 
ne  changent  pas. 

313.  En  égalant  de  même  les  valeurs  de  (©^(Jo^s^a)"  et  celles  de 
{ô  6  Qf  ô,  )",  on  obtient  les  relations 

/        6  9d,6,-^{e,e,d,9,)'=    6,6,0,6,    +[6  6  6,6,)' 
(9)  }  =6,6,6  6  +  (6,0,6,6,)' =    6,6,6,6,    -^-{6,6,6  0)', 

(        6  6  6,6,+    6,6,6  6     =  [6  6  6,6,)' -h  {6,  6,6  6  )', 

analogues  aux  relations  (3),  par  rapport  aux  deux  suites  de  quantités 

6  6  6,6,,        6,6,6,6,,        6,6,66,         6,6,6,6,, 


^    ^  ({0,0,0,6,)',     [6  6  6,6,)',     [6,0,0,0,)',     [0,0,0  6)'. 

On  en  déduit  les  formules 


(,o) 


i  2(0,0,6,6,)'  =  — 0  0  9,  0,  -h  0,  0, 0,  0, -f-  0,0,0  0  +  6, 0,  0, 0„ 
i(Q  6  6,6,)'=  666, 6, ~  6,6,6,6,+  6,6,66  +  6,6,6,6,, 
2(6,6,9,6,)'=  6  0  0,0,+  9,0,0,6,—  0,6,00  +  0,0,0,0,, 
2(6,9,6  9  )'=      9  9  9,9,+ 9,9,9,9,+ 9,9,9  9-  9,9,9,9,. 


En  égalant  les  valeurs- de  (O^Q^^^)"  et  celles  de  (^a^a^j^J",  on 
obtient  les  relations 

(       6  6  9,9,+ (9,9,9,9,)'=   9,9,9,9,    +(6  6  9,9,)' 

(       -9  9  9,9,+    9,9,9  9     =  (9  9  9,9,)'  +  (9,9,6  9)', 
analogues  aux  relations  (3),  par  rapport  aux  deux  suites  de  quantités 

,    .  l    9  9  9,9,,        6,6,6,6,,         6,6,0  6,         6,6,9,9,, 

^   '  \  (9,9,6,9,)',     (6  6  9,0,)',     (0,6,6,9,)',     (0,0,0  0)'. 

En  égalant  les  valeurs  de  {6^  Os  0  6)"  et  celles  de  (^a^a^i  ^,)'',  on 
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obtient  les  relations 

(        9  9  e,9,-h{9,9te,6,y=   e,e,9,9,    +{9  9  9,9,)' 

'(12)  =9,9,9  9  -h  {9,  9,9,9,)'=   9,9,9,9,    -\- {9,9,9  9)', 

I        9  9  9,9,+   9,9,9  9     =  (9  9  9,9,)' -^  {9,9,9  9)', 

analogues  aux  relations  (3),  par  rapport  aux  deux  suites  de  quantités 


9  9  9,9,,        9\  9t  9, 9, ,        9,9,9  0,         0ï 9, 9,  9i , 

{9,9,9,9,)',     {9  9  9,9,)\     {9,9,9,9,)',    {9,9,9  9)'. 


Dans  les  trois  groupes  de  relations  caractérisés  par  les  dispositions 
(B),  (G),  (D),  on  peut,  à  cause  de  la  symétrie  des  relations,  permuter 
deux  termes  de  l'une  des  lignes  et  les  deux  termes  correspondants  de  la 
seconde  ligne.  La  symétrie  des  formules  (i)  et  (2)  permet  aussi  de 
permuter  deux  quelconques  des  lettres  a,  b,  c,  d\  ceci  revient  à  changer 
l'ordre  des  facteurs  dans  les  relations  précédentes.  Nous  avons  ainsi 
toutes  les  relations  où  la  même  fonction  forme  deux  facteurs  d'un  terme, 
et  une  autre  les  deux  autres  facteurs. 

314.  En  égalant  les  valeurs  de  [O^Q^Q^B)"  et  celles  de  {09,9^6^)", 
on  obtient  aussi  les  relations 

/        9  9,  9, 9, -h  {9  9,9,9,)'— -  9,9,9,9    +{9,9,9,9)' 
(i3)  =9,9,9  9, -h  {9,9,9  9,)'=  9,9  9,9,  -h  {9,9  9,9,)', 


9  9,  9,  9,  +   9,  9,9  9,    =  {9,  9,  9,  9)'  -h  {9,  9  9,  9,)', 
analogues  aux  relations  (3),  par  rapport  aux  deux  suites  de  quantités 

9  9,9,9,,        9,9,9,9,         9,9,9  9,,        9,9  9,9,, 


^^^  ({99,9,9,y,    {9,9,9,9)',    {9,9,9  9,)',  .  {9,9 9,9,)'. 

On  en  déduit  les  formules 

,'  2(9  9,9,9,)'=  -99,9,9,+ 9,9,9,9  A- 9,9,99,+ 9,99,9,, 

\  ■i{9,9,9,9)'=      9  9,9,9,— 9,9,9, 9 +  9,9,9  9, +  9, 9  9,9,, 

^'^'  \  i{9,9,9,'9)'=      99, 9,9,+  9,9,9,9  — 9,9,99, +  9, 99,9,, 

\  2{9,9  9,9,)'=      99,9,9,+ 9,9,9,9 +  9,9^9  9,— 9,99,9,. 

63. 
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Chaque  terme  est  formé  des  quatre  fonctions  Q.  On  obtient  toutes  les 
relations  de  cette  sorte,  en  permutant  de  la  même  manière  les  facteurs 
dans  tous  les  termes. 

315.  Si,  dans  les  équations  générales,  on  fait  x  —  y  =  o,  tes  douze 
fonctions  Q,  qui  entrent  dans  chacune  d'elles,  portent  sur  les  quantités 

{a,  b,  a-y-  b-\-  z,  —  z),     {a,  b,  a+  b  -\-  z,  z),     [z  +  a,  z -h  b,  a-\- b,  o). 

Les  équations  de  la  troisième  classe  qui  contiennent  l'un  des  termes 
QQQQy  QBO^O^,  6  5  Ô2  ^a.  donnent 

B{a  +  z)Q[b^z)Q{a+b)Q[o) 

=  e{a)Q{b)B[z)  0{a-h-b-hz)-h  0.(a)  d,{b)  Q,{z)  9, {a  -\-  b  +  z), 

0(a  +  2)  0(6  +  z)  03(«H- 6)  03(0) 

=  e{a)  9{b)  9,{z)  9,{a  -h  b -\- z) -h  9,[a)  9,{b)  9,{z)  9,{a  +  b  +  z), 

9{a  +  z)  9{b  +  z)  9,{a  +  b)  9,{p) 
—  9{a)  9{b)  9,{z)  9,{a  +  6  +  z)  +  9,{a)  9,{b)  9,{z)  9,{a-hb-+-  z). 

En  divisant  membre  à  membre  les  équations  précédentes  et  celles  que 
l'on  obtient  en  remplaçant  z  par  —  z,  on  a 

e{a-hz)9{b-hz)  _  9{a)  9{b)  9{z)  Oja -{- b -h  z) -h  9,{a)  9,{b)  9^{z)  9,(a-^b-hz] 
B{a-z)9{b  —  z)  ~~  9{a)9 (6)  9{z)  9{a-\- b  —  z)  —  9, {a)  9, \b)  9, \z)  9,{a-hb—z) 
_  9[a)  9{b)  9,{z)  9,{a-hb  4-  z)  +  9,{à)  9,[b)  9,{z)  9,{a  -h  b -+- z) 
~  9{a)  9{b)  9,{z)  9,(a  +  b  -  z)  —  9,{aj  0.(A)  ô,(z)  9,{a  -h  b  -  z) 
_  9 [a)  9{b)  9,{z)  9,{a-^b-hz)  +  9,(0)  9,{b)  9,{z)  9,{a-hb-^z) 
~~  9{a)9  {b)  9,  (2)  9,  [a  +  b  —  z)  —  9,  [a]  9,  (b)  0,  [z)  9,{a-hb  —  z) 

Si  l'on  désigne  le  premier  membre  par  N,  on  en  déduit 

S,,_ji    9{z)  ^9[a-hb  —  z)  —  9{a  +  b  +  z) 
M^J-^W-^   ^N0.(a-+-6-zj+0,(a-+-6  +  z)' 
l\     /J^^-^''  ^3(^)  ^0z{a-^b-z)-9,la-hb^z) 
y^j  j  f^W^W-  /,  9,(2)  IS0,(a+6-zj  +  0,(a  +  Z>  +  2)' 

f  v(:r)v(b)-  k'^'^'^   m.{a  +  b-z)-9.{a+b-^z) 
\  na)^[^)-'  ff   ^^^^^  ^Q^^^a-hb-z)  +  9>{a-hb^z) 
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316.  Ces  dernières  relations  permettent  de  résoudre  une  question 
de  Calcul  intégral,  intéressante  par  son  analogie  avec  les  fonctions 
abéliennes  [Académie  des  Sciences;  Savants  étrangers  y  i85i;  Mémoire 
de  Rosenhain).  Les  deux  équations  différentielles  simultanées 

ir_^      h'l(a)l'{a)un  du      r     e'ja)      k'-k(d)V{a)^n  dv 

(L       ^W        1  — /i'À^/i;«'J  Aa       L       Q{a)        \  —  li''K\ajV' \  ùiV  ^    ^* 

auxquelles  on  joint  les  conditions  initiales  m  — o,  p  =  o,  Am=:  t, 
At' ==3  r  pour  a?  ==  o  et  y  =  o,  Am  et  ^v  désignant  les  deux  radicaux 
\J {\  —-  u^ )  [\  —  k'^ li^ ) ,  \J [i  —  v^)  {\  —  k^ V- ) y  définissent  deux  fonctions  m 
et  V  des  deux  variables  indépendantes  x  et  j.  On  peut  les  mettre  sous 
la  forme 

(17) 

1    TT-^     k'l{a)V{a)u'-\du       rT_W      t(^}{ayï[{a)^dv^  _ 

Si  l'on  pose 


-X"£.-  '-X' 


Ai/' 


d'où  u  =  )  (2)»  ^  =  ^(^).  ces  équations  deviennent,  en  vertu  de  la  for- 
mule (21)  du  n**  275, 

1z  -\-  t  =^  X, 
I,      Q{a-z)   ,    I  ,      Q{a-t) 

ou 

1Z  -\-  t^=x, 
e{z+a)Q{t  +  a)  __  _,^ 
Q[z—a)Q{t  —  a)~^ 

En  remplaçant  a,  b,  z  par  z,  t,  a  dans  les  équations  (i5),  et  remar- 
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quant  que  la  quantité  N  devient  égale  à  e'-^,  on  a 

(      ^^'    ^    ^  "^  k  B7(a)  e-J^e.ix  —  a)  -\-  erd,{sc  -hTTf 
]  .  h'  QAa)  e-rQ^{x-a)  -erQ,{x  +  a) 


y(z)y(t]  ^h'^A^  e-rB,{x-a)-erQ,{x-^a) 
\     ^    >    ^    >  Q^[a)  e-r'Q,{x~a)-here,{x-ha)' 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  des  fonctions  monotropes 
des  deux  variables  indépendantes  x  et  j.  La  première  donne  le  pro- 
duit uvt  la  seconde  donne  \j[\  —-u^)  (i  —  v^),  d'où  l'on  déduira  u^ -y-v"^. 
On  en  conclut  que  u^  et  v^  sont  les  racines  d'une  équation  du  second 
degré 

(21)  9'-P(p-r-Q  =  o, 

dont  les  coefficients  P  et  Q  sont  des  fonctions  monotropes  des  deux 
variables  x  ei  y.  k  chaque  système  de  valeurs  de  x  et  j  correspond  un 
seul  système  de  valeurs  de  lâ  et  v"^-,  ces  valeurs  de  u^  et  de  v^  se  per- 
mutent, quand  les  variables  ^  et  j  arrivent  aux  mêmes  points  par  dif- 
férents chemins. 

A  l'inspection  des  équations  (20),  on  reconnaît  que  les  quantités  u^v"^ 
et  u^  +  V-  reprennent  les  mêmes  valeurs  quand  on  augmente  x  de  w, 
y  ne  changeant  pas,  ou  jde  ni,  x  ne  changeant  pas,  ou  simultanément 

a? de  00' et  j  de On  en  conclut  que  les  deux  fonctions  monotropes  P 

et  Q  reprennent  les  mêmes  valeurs  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
de  X  et  dey  compris  dans  les  formules 

„    ,  ,    .  ,,  o-Tzai 

X  +  mc)  h  m  w  ,     y  -h  m  -Kl  -h  m  5 

&) 

m,  m\  m"  étant  des  nombres  entiers  quelconques.  Ces  deux  fonctions 
admettent  donc  trois  systèmes  de  périodes  conjuguées  : 

pour  X,     M, 
pour  y,     o, 


0, 

M  ; 

7:/, 

T-Tcai 

0) 
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CHAPITRE  II. 


ADDITION    DES    ARGUMENTS    DANS    LES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 


317.  Nous  avons  trouvé  (n°  308)  seize  équations  trinômes,  linéaires 
et  homogènes,  entre  les  quatre  quantités  5  (a-f-  b),  Q^[a-\-  b),  Q^[a-^b)y 
63{a-\-b),  qui  déterminent  leurs  rapports  et  qui,  par  conséquent, 
peuvent  se  réduire  à  trois  d'entre  elles.  Si  l'on  divise  tous  les  termes 
par  le  produit  ô  [a)  6  [b)  6  {a  +  b)  ô  (o),  elles  se  transforment  en  des  re- 
lations linéaires  entre  les  trois  quantités  X(a  +  b),  ii{a  i-  6),  v{a-\-b). 
Les  quatre  premières 

fz  (rt-f-  6)  H-  X(a)X(6)v(a-4-  6)—  a{a)fji{6)  =  o, 
via -h  b)-[-  /i'l{a)l{b)iJ.{a-{-  b)— v{a)v{b)  =  o, 
v{a)v{b)ix{a-hb)-fj.{a}[x{b)v{a-hb)-hI("l{a)'k{b)=o, 
V  {a)v  (b)  V  {a  -h  b)  -  k'ij.{a)  ix{b)  y.{a  -h  b)  —  k'\ 

sont  symétriques  en  a  et  6;  les  douze  autres  sont  les  suivantes  : 

X(a)fJL(a-i-  6)  +  X(6)v(a+6)  — /ji(rt)v(6)X(a+  6)  =  o, 

Ij.  {a)v  [b]  ii.{a  '\'  b)  —  v{a)  iJ.{b)v [a  +  b)  +  k'^'k{a)l{a -\-  6)  =  o, 

À(a)v(6)X(aH-6)-+-/jt{a)/ji(a-i-6)— fjt(6)  =  o, 

li[b)'k{a+b)  —  'k[b)v{a)ix{a  +  b)-l{a)v{b)  =  o, 

v{b)'k{a-hb)-l{b)y.{a)v{a-h  b)~  l{a)y{b)=o, 

y  {a)  V [a  -h  b)  -h  k'l{a)  y.{b)  l{a  -h  b)  —  V  {b)  ^  o, 

et  les  six  qu'on  en  déduit  par  la  permutation  des  lettres  a  et  b. 

318.  Les  deijx  premières  donnent  fj.(a-f-  Z»)  et  v(a-h  b);  en  substi- 
tuant ces  expressions  dans  la  cinquième,  ou  dans  l'une  des  suivantes. 
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on  trouve  X  {a  -h  b).  On  obtient  ainsi  les  formules 

'  ,    ,^       l{a)f:.(b)v{b)-^lih)ix{a)v{a) 

relatives  à  l'addition  des  arguments  dans  les  fonctions  elliptiques.  Quand 
on  connaît  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  pour  les  arguments  a 
et  b,  elles  donnent  leurs  valeurs  pour  un  argument  a-hb  égal  à  la 
somme  des  deux  premiers. 

A  l'aide  de  ces  formules  et  de  celles  du  n°  235,  on  peut,  lorsque  le 
module  k  est  réel,  positif  et  inférieur  à  l'unité,  calculer  les  valeurs  des 
fonctions  elliptiques  X(s),  ii(z)y  v{z)    pour  une  valeur  imaginaire  " 
z  =  X  -h  yi  attribuée  à  l'argument. 

Les  relations  de  seconde  espèce  conduisent  encore  plus  rapidement 
à  ces  formules.  Considérons,  en  effet,  les  trois  équations  (n''  310) 

ô.  {x  H-  a)  Q{x  -  a)  6,(0)  6,{o)  =  d,{a)  0,,(a)  9  {x)  B,[x)  +  Q,{a)  B  (a)  Q,{x)  9,  {x), 
9,{x  +  a)9{x  —  a)  9,{o)  9(o)=^9{a)  9,{a)  9,{x)  9  (x)  -  Q,[a)  9,{a)  9,{x  )  9,{x), 
9,{x  -+-  a)  9{x  -  a)  9,{o)  9  [o]  =  9  {a)9,{a)9,{x)9  {x)  -  9,{a]  9,{a)  9,{x)  9,  [x), 

et  divisons  chacune  d'elles  membre  à  membre  par  la  quatrième  équa- 
tion du  n°  309 

9{x  -\-  a)9{x  -  a)  9'{o)  =  Ô'(a)  9-'{x)  -  9]  (a)  ÔJ  (x), 
nous  obtiendrons  immédiatement  les  formules  (i). 

319.  Les  formules  précédentes,  dans  lesquelles  on  remplace  b  par 
—  bf  deviennent 

/'      ,  ;  ,       lia)  iJ.{b)v{b)~l{h)y.{a)via) 

]      ,          .,       ix{a)ix{b)  +  l[a)l{b)v{a)v{b) 
(^)  fx(a~6)  = \-k-l^[a)-K^[b)  '         . 

f  v{a)v{b)  +  ¥'k{a)'k[b)ii{a)iJ.(bX 
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On  en  déduit  un  grand  nombre  de  relations,  parmi  lesquelles  nous 
citerons  les  suivantes  : 


(4; 


^{a-h  b 
a-h  b 
a-h  b 


(6) 


a-h  b 
a  -h  b 
a-{-  b 

a-\-  b 

a  +  b 
a-\-  b 

a-h  b 
n-\-  b 
a-\-  b 
a-h  b 
a-h  b 
a-h  b 


Le  groupe (5 


^lia-~b)^.^2:S^MÈ}l(È), 
^  '       \  —  h^\'{a)\^{b) 

-hv  {o  —b) 


—  lia  —  b) 


'{a)}:^iby 

2v(a)v(6) 
i—ff'>}{a)V{by 

'i'k{b)[x{a)v{a) 


,         ,,  ^l{a)l{b)v{a)v(b) 


—  v{a-b) 

l{a-b)  = 


I  —/i'}.'[a)}?(b) 
'2f,n(a)'k{b)^ia)li(b)^ 
''~        i  —  k'V{a)l'{b)       "' 

'k'{a)-V{b) 


i-A-»X'(a)X»(6) 


l.^[v'{a)y^b)-k'^] 
;,  ,         i>    ,         i,       — 2*'"X(a)X(A) 


v(a  —  6)-f  X(«  —  Z>)v(«  +  6)  = 


2X(a)  v(a)/:;i(6) 


1  — ^^^'(ajX't^) 
/         t  s      -N  /  1.  ^*    ,  IX        2X(6)v(6)  a(a) 

/  t»       -v  /  iLx    /  i.\        2X(a)a{a)v  (6) 

/  1»        -,  /  Ls     /  JLx  2À  (6)  a(6)  V  («) 

^(„  _  6)  _  X  (a  -  6)^(a  +  J)  =  y^rFF]^)' 

* 

résulte  immédiatement  des  relations  du  n"  309. 


64 
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La  première  des  équations  (4)  peut  être  mise  sous  la  forme 


il) 

on  a  aussi 

(8)  XMa  +  6)-XM«-6)^-i-,l);jog[i-A-a=(a)>'(6)]. 

Jacobi  s'est  servi  de  ces  dernières  formules  pour  trouver  les  dévelop- 
pements des  n*^"285  et  286. 


320.  Si,  dans  les  relations  (3),  on  ajoute  à  a  Tune  des  quantités  —  » 


5  — — -^  on  obtient  les  neut  relations 


I ,    i^ _2'k{a)u{b)v{b) 

ÎJa-h  b)'^' l{a—b)^    V{a)  —  l'{b)   ' 
I  I  ih^ix{a)[x{b) 

I  I  iv{a)v{b) 


(9; 


v(a  +  b)       v{a—b)       h"  +  k'y?{a)ix^[b) 
(ji{a-[-b)       (x{a  —  b)  __'2jx(a)jx{b)v{a)v{b) 
v{a-hb}  "^  v"(«— 6)  "~  k"-]-k'ix'{a)^'{b)  ' 
via  +  b)       v{a  —  b)  _   2/f'fx(a)ftt(6)v(«)v(6) 
lj.{a-^b)  "^  /:x{«  -/>j  "        v'(«)v=(6)  — /P»       ' 

v(aH-6)    ,    v(a  — />) 2X(a)/ji.(6)v  (a) 

X(a-f-F)  "^  IÇa—b)  ~"  ~X»(«)->;^6y ' 

X(aH-6)       >i(a— Z>)_     •2.1{a)ix{b)v{a) 
v[a  4-  6)  "''  i;(«  —  6)  ~  h'^-^  k^ij}[a)y:'{b) ' 
^(a+  6)       X(rt!  —  6)  _  2/.-'X(a)fji(a)v(6) 
u.{a+b)  "^  ]ui(«—  6)  ~-  v^(a)v^(6)  — A-""  ' 

|[x(a4-6)       [x{a—b) 2>(fl)|tx(«)v(6) 

IfûTT)  "^  X(a  —  6)  ~  "X^(a)  — X'(6)  ■ 


Les  équations  (4)  donneraient,  de  la  même  manière,  neuf  relations 
analogues  aux  précédentes. 


321.  Remarque.  —  Nous  avons  dit  (n°  260)  que  le  problème  de  la 
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transformation  est  de  trouver  une  fonction  y  de  x,  telle  que  l'expres- 
sion différentielle  ~,  où  Y  désigne  un  polynôme  entier  du  troisième 
ou  du  quatrième  degré  en  y,  se  transforme  en  un  autre  de  même 
forme  -=î  X  étant  aussi  un  polynôme  entier  du  troisième  ou  du  qua- 

trieme  degré  en  x.  La  formule  l(z-ht)  =  /,-,,,   \J,.-.       -—•> 

dans  laquelle  on  regarde  z  comme  une  variable  et  t  comme  une  con- 
stante, opère  la  transformation  la  plus  simple.  Si  l'on  pose,  en  effet, 
X  =  1  (z),  y  =z\(^z  -i-  t),  et  que  l'on  représente  par  a  la  constante  /  {t), 
cette  formule  devient 

,     ,  X  J{i  —  a^)li  —  />^^)  ■+■  a  \'[i  —  X' ) (ï  —  k^'â;^} 

mais  on  a 

I  dx  1/  ^        I  dv 

dz  =  - —  •>     d(z -h  t)  :=  dz- 


^{i—x'){i-~  ff^x')  V{  I  — ^-^  )  '(  I  —  A-'^*  )  ' 

d'où 

dy  dx 


(«0 


v/(«-r')('  — /'V')     \/{i-x'){i--/(^x') 


Ainsi,  quand  on  remplace  j  par  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (lo), 
la  première  expression  différentielle  se  transforme  en  une  autre  tout 
à  fait  semblable.  Celle  fonction  y  de  x  est  l'intégrale  de  l'équation 
différentielle  (n),  à  laquelle  on  joint  la  condition  initiale  y  ==  a 
pour  X  =  o. 

La  découverte  d'Euler,  à  laquelle  nous  avons  fait  allusion  au  n**  270, 
et  qui  a  été  le  premier  pas  dans  l'étude  des  fonctions  elliptiques,  con- 
siste dans  l'intégration,  sous  forme  algébrique,  de  l'équation  diffé- 
rentielle 

(.2)  *  ^'"^  ■  '^^' 


La  formule  de- l'addition  donne  immédiatement  cette  intégrale;   car, 
si  l'on  pose  x  —  ^{z,  k),y  =  'k{t,  k),  l'équation  précédente  se  réduit 

64. 
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à  dz  -\-  dt  =  o;  l'intégrale  générale  est  ^  +  ^  =  C,  ou  bien 

C  et  C  étant  des  constantes  arbitraires.  En  développant  X(z  + /), 
d'après  la  formule  (3),  on  obtient  l'intégrale  trouvée  par  Euler 


I  —  k^x^'y' 


Autre  méthode. 

322.  On  peut  obtenir  directement  les  formules  de  l'addition  sans 
recourir  aux  propriétés  des  fonctions  B.  La  fonction 

/(Z)=X(2 -4- 0  +  ^(2-0» 

V 

dans  laquelle  on  regarde  t  comme  une  constante  et  z  comme  la  va- 
riable, est  impaire  et  admet  les  périodes  aw,  w',  comme  la  fonction  ^[z). 
Elle  est  du  quatrième  ordre;  car  elle  a  quatre  infinis  dans  chacun  des 
parallélogrammes  du  réseau  construit  sur. les  périodes,  savoir  les  deux 

infinis  z= /,  z  =  w  H i  de  X  (s  +  z)  et  les  deux  infinis 


—  -{-^,  5  =  wH f-/deX(.z  —  /).  Les  quatre  zéros  sont  o,  w,  — j 


M  +  —  j  les  deux  premiers  sont  les  zéros,  les  deux  derniers  les  infinis 

àcl[z).  On  a  d'ailleurs /(w  —  2) —/(2).  D'après  le  théorème  du 
n'^  160,  celte  fonction  est  égale  à  une  fraction  rationnelle  du  second 
degré  en  X(2).  La  fonction  s'annulant  quand  X(^)  devient  infinie,  le 
numérateur  est  du  premier  degré,  le  dénominateur  du  second  degré; 
la  fonction  étant  impaire,  le  numérateur  est  impair,  le  dénominateur 
pair.  Le  dénominateur,  devant  s'annuler  pour  les  quatre*valeurs  de  z, 
qui  rendent /(z)  infinie,  est  de  la  forme 


ADDITION  DES  ARGUMENTS.  509 

on  a  donc 

AX(z) 


/(2)  = 


kn'{z)i'{t) 


On  déterminera  la  constante  A  en  prenant  la  dérivée  et  faisant  ^  =  o, 
ce  qui  donne 

2X'(/)  =  AX'(o), 

d*où 

A  =  7.^{t)v{t). 

On  obtient  ainsi 

(.4,  M..-0-M.-O  =  f^i^,- 

En  permutant  les  lettres  z  et  t,  on  en  déduit 

En  ajoutant  ces  deux  expressions  membre  à  membre,  on  arrive  à  la 
formule 

(.R\  ■>/,    ,    ,,_'^{z)ix(t)vit)-hl{t)[j.iz)v{z) 

{ib)  l{z-^t)- ,-k^i^z}l^{T) 

323.  La  fonction  paire 

Fiz}  =  iM{z  +  t)^y.{z-t), 

qui  admet  les  périodes  2w,  co  -f-  w',  comme  la  fonction  ii{z),  et  a  les 
quatre  infinis  z  =  ±  --  rp  ^  des  deux  fonctions  p,  (z  -r  t) ,  p,  (z  —  t), 

est  aussi  du  quatrième  ordre;  les  zéros  sont  =t-et±— ;  les  deux 

premiers  sont  les  zéros,  les  deux  derniers  les  infinis  de  p-(;z).  D'après 
le  même  théorème,  cette  fonction  paire  est  égale  à  une  fraction  ra- 
tionnelle du  second  degré  en  ii{z).  La  fonction  s'annulant  quand 
lJ'{z)  devient  infini,  le  numérateur  est  du  premier  degré,  le  dénomi- 
nateur du  second  degré;  la  fonction  s'annulant  avec  ^-(2),  le  numéra- 
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leur  ne  contient  pas  de  terme  constant;  on  a  donc 


[.w-.(^-)][{.u)~.(f.0] 


En  faisant  z  =  o,  on  détermine  la  constante  A' =  2ix{t).  On  obtient 
ainsi 


Considérons  maintenant  la  fonction  impaire 

/x{2  +  t)—  y.{z-  t), 


qui  admet  les  quatre  zéros  o,  0),  ûi  ?  dont  les  deux  premiers  sont 

ceux  de  X  (z),  et  les  deux  derniers  ceux  de  v  [z).  La  fonction  paire 

qui  admet  les  périodes  w,  w'  et  les  deux  infinis  z  -~  zh  i—  -\-  i\ ,  est  du 

second  ordre  par  rapport  à  ces  périodes;  elle  a  un  zéro  double  z  ~  —- 

Elle  est  donc  égale  à  une  fraction  rationnelle  du  premier  degré  en  X^  (2), 
et  l'on  a 


i  —  k'p{z)}^ity 


d'où 

En  prenant  la  dérivée  et  faisant  z  =  o,  on  trouve 

■  2/ji'(0=^A'X'(o),' 
d'où 
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et  par  suite 

.  «N  -  /    ^M  i         n  2l{z)v{z)l{t)v{t) 

(i8)  ^.(z+O-Z^l^-O^--  ,_/^-.XH.)À-(ô-" 

Des  deux  expressions  précédentes,  on  déduit  la  formule 

On  arrive,  de  la  même  manière,  à  la  formule 
r,„^  ,,-   .  '.._v{z)v{t)-,k^Mz)l{i)[x{z)fzlt) 

Ce  mode  de  démonstration  des  trois  formules  relatives  à  l'addition 
est  dû  à  M.  Liouville. 

Addition  des  arguments  dans  les  intégrales  elliptiques 
de  seconde  espèce. 

324.  Nous  avons  trouvé  (n"  273)   l'expression   de  l'intégrale  de 
seconde  espèce  par  la  fonction  Q,  savoir 

En  remplaçant,  da^is  cette  formule,  z  successivement  par  z  \- 1  ei  par 
2  —  /,  on  a 

Ç(z -f- 0= -,^  [(z  +  0Ç|^  -  D3log0(z  +  O]' 

Ç(^-O-/7[(^-O^-D.log0(z-o]^ 

d'où  l'on  déduit 

{..)    ;(z  +  o+;(.-/)-^;(»)  =  -pD.iog'""+g'.'ff.-"- 

Pour  transformer  cette  expression,  nous  nous  servirons  de  la  re- 
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lation 

(22)  e{z  t t)6{z-t)6'{o):^-.e'{t)e'{z)-o]{t)6]{z), 

qui  est  l'une  de  celles  du  n°  309,  et  qu'il  est  facile  de  trouver  direc- 
tement, en  remarquant  que  la  fonction 

6iz-ht)6{z~t) 

admet  les  deux  périodes  «  et  w',  et  disposant  des  coefficients  A  et  B 

de  manière  que  le  numérateur  s'annule  pour  les  valeurs  z  =  —  àz  t 

qui  annulent  le  dénominateur;  il  suffit  pour  cela  que  ces  coefficients 
satisfassent  à  la  relation  AÔ^  (/) -h  B5^(i)  =  o;  la  fonction  est  alors 
une  constante;  on  détermine  ensuite  le  coefficient  A  de  manière  qu'elle 
se  réduise  à  l'unité  pour  5  =  0,  d'où  AQ^{o)-=  ô'^  (t)  et,  par  suite, 

BÔ^o)^  -^?(0-  On  a  ainsi 

eHt)9^{z)~e\it)e](z)^ 

e{z-hi)9{z  —  t)9'{o) 

ce  qui  est  la  relation  cherchée. 
De  cette  relation,  on  déduit 

(2:5)  6^{z)9^t)  -i-/.  /  (2)/  (0, 

en  remplaçant  dans  l'équation  (21),  on  a  ^ 

ç(.  +  0  +  Ç(.-0-2Ç(z)_— — -^,^^,-^,-^^, 

et,  si  l'on  permute  les  lettres  z  et  t, 

^[z  +  t]      ^{z      o-2Ç(0-      ,_/,,XMz)ÀM/) 
On  en  conclut 

(24)  •      Kiz  +  t)  =  Kiz)-\-K{t)  +  l{z)l{t)l{z  +  t). 
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Quand  le  module  k  est  réel,  positif  et  plus  petit  que  ud,  cette  formule 
permet  de  calculer  la  valeur  de  la  fonction  Ç(z)  pour  une  valeur  ima- 
ginaire X  -hyi  attribuée  à  z. 

Addition  des  arguments  et  des  paramètres  dans  les  intégrales 
de  troisième  espèce. 

325.  Addition  des  arguments.   —  De  la  formule 
(.5)  nU,a)  =  .-,ijy'-+-logj(-^-^j, 

trouvée  au  n°  275,  on  déduit 

On  peut  transformer  le  second  membre  de  plusieurs  manières.  Si, 
dans  la  deuxième  équation  de  la  troisième  classe  (n°  304),  on  fait 
£f  —  y  =  o,  il  vient 

Q[a+z)Q{b-^z)Q{a+h)B{o)—Q{a)e[b)e{z)e{a-hb+z)^Q,[a)Q,{b)Q,{z)Q^[a+b-^-z), 

et,  en  remplaçant  z  par  —  z, 

Q{a-z)B{b-z)B{a-\-b)B{o)^Q{a)Q{b)e{z)e{a+b—z)—e,{a)Q,[b)Q,{z)e,{a+b-z); 

d'où 

B{a  ^z)B{b-\-z)  _  B{a)  B{b)  B(z) B{a-hb  +  z)-h  B,{a) 0.(6) 0. (z) B^ja-hb  +  z) 
B{a  —  z)B{b  -z)~  B{a)  B{b)  B[z)  B[a  +  b  —  z)-  B,{a)  B,{b)  B,{z)  B,{a  -hb  —  z)' 

On  en  déduit 

B{a-+-z)B(b-\-z)B[a  +  b~z)  _  x  -^  k'l{a)l{b)liz)l(a  -h  b  +  z) 
B(u—z)B{b  —  z)B{a'^b-hz)~  i  — /l^X(a)  X{6)  X(z)  X(a -h  6  —  z) 

et,  en  remplaçant  a,  b,  z  par  z,  f,  a, 

B{z  -\~  a)B[t  -^  a)B{z  ^-  t  —  a)  _  ^ -\- h-'\[z)'k{t)'k{a)l{^  +  t -^  a) 


(^7) 


1(2  — fl)Ô(/  — rt)0(z  H-/  H-a)  "     1  — /»»X(z)X{/)X(«)  A(zH-f  — rt) 
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On  a  ainsi  la  formule  trouvée  par  Legendre 

(28)     Uiz  -+-  t,a)  —Hiz,  a)  —  Hit,  a)=.-\oe, ,  .     [^,  \^   '; ^^• 

326.  L'équation  (23),  dans  laquelle  on  remplace  z  et  t  successive- 
ment par  z  -h  a,  t  -\-  b,  et  par  z  ~  a,  t  —  b,  devient 

eiz-^t  +  a-i-b)9{z-t-^a-b)dHo)_  L^m^^aWit  •   b) 

B^{z+a)B^{t  +  b)  -i-k.l{z-^a)l  [t-i-b], 

e{z  +  t-a-b)B[z-t-a  +  b)B^{o)  _  _ 

on  en  déduit,  en  divisant  membre  à  membre, 

B{z-^t  —  a-b)Biz—i  —  a-hb)B'{z-^-a)B'{t-^-b)  _  i  - k'I^z  —  a)l'{t -  b) 
9{z  +  t-ha+b)Biz—t+a—b)B'{z  —  a)B'{t  —  b)  ~  i  —  A'X^z  +  «}X»(/h- ZT) 

et,  en  permutant  les  lettres  a  et  b, 

B[z-v-t  —  a  —  b)B{z—t  +  a~b)B'{z^b)B^{t-^a)_  i  —  k^l^jz  —  b)V{l— a) 
B{z  +  t-{-a-hb) B{z—t—a-\-b)B^[z~b)B^{t  —  a)  ~  \  —  k^l^ [z  +  b)l' (r+â) ' 

En  multipliant  les  deux  dernières  équations  membre  à  membre,  on  a 

[   ^'(-g  +  a)B^Xz  +  b)  B^t  +  a)  B' [t  -^  b)  B' {z  -h  t  —  a  —  b) 
\   B'{z  —  a}B'{z  —  b)B'it  —  a)6'{t  —  b)B'(z-ht  +  a-\-T) 

_b  ~  ff^'^'i^  —  a)'>^Hi—  b)][i  —  k'IHz  -  b)l'{t  -  a)] 
[        ~  [1  —  k'I'iz  -h  a)}?{t  +  b)][i  —  k'T^'iz  +  b}V{t  -{-  a}]' 

Si  l'on  fait  6  =  0,  cette  équation  se  simplifie  et  devient 

B^{z-ha)  B'[t+a)  B'{z+t—a)  _  [1  —  k'^jt)  l' jz—a)]  [i  —  k'l'' (z)  l'it—a)] 
^  ^'     B'{z—a)'B'{t—a)B'{z-ht-+-a)  ~  [ï—  k''k\t)l'{z-^a}][i~ k'l'{z)l''{t±a)] 

On  obtient  ainsi  l'équation 

/o  X  rr/  X     TT/      N     T,.      N      ï.      \x—k^l'{t)l'(z—a)]\i—k'V(z)lHt—a)] 

327.  Addition  des  paramètres.  —  En  effectuant  la  permutation  du 
paramètre  et  de  l'argument,  d'après  l'équation  (27)  du  n°  277,  on  a 

n  (2,  a  +  b)  -  n  («  +  b,  z)  =  k'  [{a  +  6)  Ç  (2)  ~  zÇ  (a  +  6)]. 
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En  remplaçant  Tl{a-h  b,  z)  et  Ç  (a  +  à)  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (26)  et  (24),  on  arrive  à  l'équation 

I  n  (z,  a  -h  *)  —  n  (z,  a)  —  n  {z,  b) 

(32)  I  i/v-v/Ln/         L\       ».      e(z-]-a)6(z-{-b)d(z  —  a  —  b) 

/       =~  k'zl(a)l( b)l  (a -h  b) -h -\og-^, V^ j^. r-S 

(  K  J    \  j    \  I       2     ^  %'^z  —  a)B  [z—  b)B[z  +  a+  b) 

qui,  à  l'aide  des  relations  (27)  ou  (3o),  se  met  sous  les  deux  formes 
n{z,  a  +  6)  —  n  (z,  a)  —  n  (z,  b) 

(33)  ^  v;   V.    V        /     2    ^\—]i^\[a)\{b^\[z)\{a+b  —  z) 

328.  Formules  générales.  —  Proposons-nous  enfin  de  calculer  la 
fonction  II  (z  h-  /,  a  h-  h).  Si,  dans  l'équation  (32),  on  remplace  z  par 
z  -h  ?,  qu'on  substitue  ensuite  à  II  (s  +  Z,  a)  et  à  II  (2  +  ^,  è)  leurs  va- 
leurs tirées  de  l'équation  (26),  il  vient 

n(z  +  /,  a-f-6)  — n(z,  a)-  n(z,  6)  —  n  (/,  a)  —  Il  (f,  b) 

(34)  /     =-^'(^+0^(«)M^)M«  +  6) 

•       1  I,      e(z-f-g)efz  +  6)0(/  +  fl)0(/H-6)0(z  +  f-a-&) 

(  "^2  ®^e(z-aj9(z-6)e(/-aj0(/-6)ô(z-H/-fa  +  6)' 

et,  en  vertu  de  la  relation  (29), 

n(z  +  f,  a  +  6)  — n(z,  a)  — n(z,  6)  —  n(/,  a)  — ÏI(/,  6) 

^     ^        ^  ,    !_       [i-A-^X^(z-a)X^(f-6)][i-^-»X^(z-6)^»f/-a)] 

'^4^^[i-A-'X'(z  +  a)X'(/  +  6)][i-A-'X^(zH-6)X'(/  +  a)]' 

A  l'aide  de  cette  formule,  le  calcul  de  la  fonction  II (2,  a),  quand  on 
attribue  à  l'argument  et  au  paramètre  des  valeurs  imaginaires  quel- 
conques, est  ramené  aux  cas  où  ces  deux  quantités  sont  réelles,  ou 
imaginaires  et  de  la  forme  a?.        * 
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CHAPITRE  III. 


MULTIPLICATION     DE     L  ARGUMENT. 


329.  Nous  avons  vu  (n^  75)  que  les  quatre  fonctions  $  satisfont  aux 
relations 

6(z  +  cù)  __  ^i(z  4-0))  _  6t{z  -f-  m)  _  03 (z  +  cj)  _ 

^''         ~'êïzj~~   -d,{z)  "   -e.iz)  -     e,{z)     ~'' 

^''■'  —0(2)    ~    -9,{z)    -"   6,{z)       ~      ds{z)      "^ 

^^  (— J/'0(Z)    ~    ^_i)«0,(z)    "  071^)  ~"  0^^!)  ~"^ 


(4) 


(5) 


(6) 


03(2)  ~  0(Z)  0,(2)  -0.(2)  '' 

i0,  (Z)  /0(Z)        -   '  03(2)  0,(2) 

0,(2)  "       —id{z)         '  03(2)         '  /0,  (z)  ^ 

Nous  nous  servirons  aussi,  dans  ce  Chapitre,  de  quatre  des  relations 
du  n°  309,  savoir 

/  d{z-h  a)  B[z~a)  9'  (o)  =  0'  (a)  0»  (2)  -  6]  (a)  Q]  (2), 
0,(2  +  «)  0,(2  -  a)  9'  (o)  =  -  0Î  («)  0»  (2)  +  0'  (a)  9]  (2), 
0,(2  +  a)  0,(2  -  a)  0'  (o)  =r  0^,  (a)  0'  (2)  -  9]  [a]  6]  (2), 
03(2  H-  a)  03  '2  -  a)  0Vo)  z^       0^  (a)  0^  (2)  -  0^,  (a)  0f  (2). 
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Multiplication  par  un  nombre  impair. 


0)  ,  &)' 

-  -h  m  — 
n  II 

étant  des  nombres  entiers  quelconques;  elle  satisfait  aux  relations 


330.  La  fonction  5,  (nz)  admet  les  zéros  z  =  m  -  -h  w'  — >  m  Qim' 
^      '  n  II 


6i{nz -{- n(ù)=— 9i(nz), 
di{nz   \-  non  )=z—  e    "  dt[nz). 

La  fonction 

forméo  par  le  produit  àesn"^  fonctions  oAz  -\- p-  -f-  y  —  )»  que  l'on  ob- 
tient en  donnant  n  valeurs  entières  consécutives  à  cbacun  des  nombres 
p  et  q,  admet  les  mêmes  zéros  et  satisfait  aux  relations 

/(z +  w)  ==.-/.  (z), 

Si  l'on  attribue  à  cbacun  des  nombres  p  el  g  les  n  valeurs  consécutives 

n  —  I  n  —  I 
)'''J      — I,      o,      I,.     .,      — - — j 


les  n^  valeurs  de  la  quantité  p — \-  q—  étant  égales  .deux  à  deux  et 


-  +  q  — 

de  signes  contraires»  leur  somme  est  nulle,  et  la  relation  précédente 
se  réduit  à 


/(.+„')=-«-='•"*""'"■•/{.). 


De  cette  manière,  le  rapport -^y-p^  admettant  les  deux  périodes  w,  «' 

et  restant  bolomorpbe  pour  toutes  les  valeurs  de  z,  est  une  constante  A, 
(n°  146),  et  l'on  a 


?.  (/i2) = A,  jj  ô,  (^2 -I- /.y^ -1- ç^y 
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Nous  mettrons  à  part  le  facteur  ^,  (s),  qui  correspond  à/?  =  o,jq~  o; 
puis  nous  combinerons,  avec  la  valeur  p  —  o,  les  valeurs  positives 

1 ,  2 , . . . , de  q,  et  avec  les  valeurs  positives  i ,  2 , . . . ,  de  p 

les  n  valeurs  o,  ±:  i,    L  2, . .  -,  =fc  — ^^—  de  y;  si  l'on  appelle  a  l'une 

quelconque  des valeurs  de  la  quantité  p-  -h  ^   -  ainsi  obtenues, 

les  autres  valeurs  étant  respectivement  égales  aux  précédentes  et  de 
signes  contraires,  on  aura 

a.(«z)  =  n0.(z)JJ ^ . 

En  remplaçant  le  produit  Ôi{z  -h  a)  dt{-z  —  a)  par  la  valeur  donnée 
par  la  seconde  des  relations  (7),  il  vient 

(8)      .       .       0.(nz)e»'-'(o)  =  n0.(z}n[0'(^)--^-j^î(^)]- 

331.  Les  zéros  de  la  fonction  Ô  (nz)  sont   compris  dans  la  for- 
mule ^  =  m  - -f- (2m' -h  i) —  ?  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

^  —  — h  m  -  ^-  m'j  — )  puisque  n  est  impair,  m  et  m\  étant  des  nombres 
entiers  quelconques;  ils  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  fonction 


formée  par  le  produit  des  n^  fonctions  0  Iz  -{- p~  +^~)'  que  l'on 

obtient  en  donnant  à  />  et  à  çr  les  mêmes  valeurs  que  précédemment; 
d'ailleurs  ces  deux  fonctions  satisfont  aux  relations 

6{nz  -{-  iim)  f{z -h  m) 

e{nz)        -    ■    f{z)       -'' 

9{nz  -h  nci')  _  f(z  ■+&)')_        _!L'(,„2a  +  «-^<..') 
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elles  sont  donc  dans  un  rapport  constant,  et  l'on  a 

0)  w' 


En  combinant  les  facteurs  comme  précédemment,  il  vient 

et,  en  vertu  de  la  première  des  relations  (7  ), 

(9)  6{nz)e"'-^io)  =  eiz)ll^Q^{z)~^^e\{z]j- 
On  trouve,  de  la  même  manière, 

(10)  9,{nz)6'"-^  (o)  =  64z)  fj  [ô'(z)  -  "H^  ^î  (2)]' 

(.1)  e.Anz)e'"'^{o)=:9.iz)Jl^eHz)-^^^9](z)]^- 

332.  Les  formules  précédentes,   appliquées  aux   fonctions  Al  de 
M.  Weierstrass,  donnent 

Al  {nz)=  AI  U)  JJ  [AI' (2)  -  /f'A'(a)  AIJ  (z)], 

AI.(nz)  =  /iAI.(2)Jj[Al'(2)-^AIÎ(2)], 

j  AI,(nz)=  AU(z)];j[aP(2)-  ^AIÎ(2)], 

f  Al,(nz)=  Al,(z)J];  [aP(z)-  /r^  ^^  A\]  (z)]. 

Les  seconds  membres  sont  homogènes  et  du  degré  n^  par  rapport  aux 
quatre  fonctions  Al  (z).  On  en  déduit 
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et  l'on  a 

(i4)  l{nz)z^—^~,     iJ.(nz)=  ^  ^       ,.    v{nzi  =  ~^' 

Les  lettres  P  désignent  des  polynômes  entiers  pairs  en  >.  (2),  et  du 
degré  n^  —  r . 

Multiplication  par  un  nombre  pair, 
333.   Considérons    d'abord   la   fonction    Os{nz),   dont    les    zéros 
z  =  (2m  4-1)  —  f  (2/7i'4-i)  —  sont  les  mêmes  que  ceux  delà  fonction 

où  jo  et  ^  reçoivent  h  valeurs  entières  consécutives.  Si  l'on  attribue  à 
2p -h  i  et  à  2q-hi  les  n  valeurs  impaires  consécutives  ±1,  ±3,.  ., 

d-{n  —  i),  les  n^  quantités  (a/) -m) h  {2q-\-i) —  étant  égales  deux 

à  deux  et  de  signes  contraires,  leur  somme  est  nulle,  et  l'on  a 


e^nz)        '■'       fi{z) 

La  fonction  holomorphe  -^^^-^5  admettant  les  deux  périodes  w,  w',  est 
une  constante,  et  l'on  a 


Si  l'on  combine  avec  les  -  valeurs  positives  de  2p  4-1  les  /î  valeurs  de 
2q  4-  I  et  si  l'on  désigne  par  a^  l'une  quelconque  des  7-  quantités 
(2/)  4-  1) \-  [2q  -\-  \)  —  ainsi  obtenues,  il  vient 

6,(nz)  __  -p-|-  0,  (z  +  a,)  9,{z  —  a,) 
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et,  en  vertu  de  la  seconde  des  relations  (7), 


334.  Les  zéros  z  —  m — h  (2m' +  i) —  de  la  fonction  Binz)  sont 
les  mêmes  que  ceux  de  la  fonction 


où  n  valeurs  entières  consécutives  de  l'une  des  lettres  p  ti  q  corres- 
pondent  à  chacune  des  n  valeurs  entières  consécutives  de  l'autre.  Nous 
attribuerons  à  2^  +  1  les/i  valeurs  impaires  consécutives  ±1,  =1^  3,..., 
=b(/i  — i),  et  à/7  d'abord  les/i  — 1  valeurs  consécutives  o,  ±1,  ±2,.  ., 

—  ( 0'  P^^s  ^^  valeur-  avec  les  valeurs  positives  de  2^  +  1,  et  la 

valeur  —  -  avec  les  valeurs  négatives  de  2^  +  i;  de  cette  manière,  les 

n^  valeurs  de  la  quantité/?  -  -1-  (2^  +  i)  —  seront  encore  égales  deux 
à  deux  et  de  signes  contraires,  et  l'on  aura 


9(«z)  =  Afj0.(2  +  p^+(2^4-i)|^) 


Si  l'on  combine  avec  les  valeurs  p  =  o  et  p  =  -  les  -  valeurs  positives 

de  a^r  -+- 1 ,  et  avec  les  valeurs  positives  i ,  2 , . . . , i  de  />  les  /i  va- 

leurs  de  2q  -r  i,  et  si  l'on  désigne  par  a  les  —  valeurs  correspon- 
dantes de  p-  +  {2q  -{-  ï)  — >  il  vient 


9{nz)   _yt6,{z-{-  a)9i{z  —  a) 
d(o)    ■"""  11  9]{a}  ' 

et  par  suite 
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335.  Les  zéros  de  la  fonction  Q2  [nz)  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la 
fonction 


Mz)-^\le.\z  +  {ip  +  i)^-\-q'Ç^ 


où  nous  attribuons  à  2/?  +  i  les  /i  valeurs  consécutives  zn  i,  ±:  3, . . . , 
±:[n~i),  et  à  q  d'abord  les  n   -  i  valeurs  consécutives  o,  ±1, 

dz  2, . . . ,  dr  f-  —  I  j ,  puis  la  valeur  -  avec  les  valeurs  positives  de 

2/î  -h  I  et  la  valeur avec  les  valeurs  négatives  de  2/?  +  i;  on  a, 

comme  précédemment, 


Si  Ton  combine  a^ec  les  valeurs  ^  =  o  et  5'  =  -  les  -  valeurs  positives 

de  2/?  +-  I ,  et  avec  les  valeurs  positives  1,2,,.., i  de  q  les  n  valeurs 

de  2/>-f-i,  et  si  l'on  désigne  par  a^  les  valeurs  correspondantes  de 
(2/?  +  1) T  q~^  il  Vient 


9i{nz)  _  |-|-  6,{z  +  a,)  9,{z  —  Uj) 
et  par  suite 

336.  Considérons  enfin  la  fonction  ôi{nz)  dont  les  zéros  sont  les 
mêmes  que  ceux  de  la  fonction 


dans  laquelle/?  et  q  reçoivent  les  n^  couples  de  valeurs  entières  com- 
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pris  dans  le  tableau  suivant  : 


pr^o,        q=o;     p^^,   q^o;     p  =  o,q=^',     p 
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n  II 

2        '  2 


p      o,        q  —  '±i,    dz9.,. 

q  —  o,        p  —  ±i,     ±2, 
n 


-f- 


(."- 


q=-h 


7  =  -'        />  =  ». 


2,, 


■-(-: 


n  (  n 

=  ---'   />--^     -=^.--.     -[-- 

H 


9 
p=-i, 


> 


,      q--z^t, 


2,, 


("-) 


De  cette  manière,  la  somme  des  n^  valeurs  de  la  quantité  p-  -h  g  — 
est  nulle,  et  l'on  a 


9,(nz)  =  A,Jj9,  U  +  P^  '^^^ '* 


Les  quatre  premières  combinaisons  donnent  les  quatre  facteurs  9,  (z), 

^2(2),  0{z)j  ^3(2).  Les  autres  valeurs  de  la  quantité  p — h  ç—  sont 

égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires;  en  ne  prenant  que  la  moitié 
des  combinaisons,  savoir  : 


p  =  o,    -,    q  =  i,    ?.,...,    -— i; 


n  n 

q  =  o,     -,     />=i,     2,..., 1 

'2  2 


p  =  i,     2,. 


I,       g=±I,       ±12,..., 
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et  désignant  par  «,  les  valeurs  correspondantes  de/?  -  -r  ^  —  5  on  aura 


^'^''^^"  0(0)0,(0)03(0)  ■'    11     '  0î(rtj      ~      ' 

et  par  suite 

(i8)     Oa'^^)9"^-'(o)0,(o)93(o)  =  /i0(2)0,(^)9,(z)93(z)];j[0^(z)-|^|^0î(2)J. 

337.  Ces  formules,  appliquées  aux  fonctions  Al,  donnent 

I  Al(nz)..Jj[AP(z)-^AlHz)], 
Ah{nz)==  nA\{z)  Al{z)Ah{z)Ah{z)]J^AViz)  -  j^'^~X\]{z)j. 
Minz)^^ll[APiz)-^,'^^Mliz)]. 


!    Al3(..)=.n[^''^^)-X^)^''(^)] 


Les  seconds  membres  sont  homogènes  et  du  degré  n^  par  rapport  aux 
quatre  fonctions  A\{z).  On  en  déduit 


Hnz)     -p^-r      ^n^n  _p 

Al"'(z)   "^IIL        Ha)ji~ 
Al 


(20)   , 

Wiinz) 


Wjnz) 
M"'{z) 

^^l=nMz)^izMz)Jj[r--^;l^^^^^^ 


AI, 

Ai" 


l,(nz)^-p|-r         ^M^)1       p 
l-(z)  "    11  [        A^[a,}] 

et  l'on  a 

^/  V  X(2)U(Z)V(Z)P.  .  .  P,  ,      ,x  P: 

(21)  l{nz):=         ^^^'        '      ,      p(«z)  =  — ,     v(/iz) 


P 


Les  lettres  P  désignent  des  polynômes  entiers  pairs  enX(z);  le  poly- 
nôme V^  est  du  degré  n^  —  4»  les  trois  autres  du  degré  rî^. 
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Méthode  de  calcul  d'Abel. 

338.  Les  quatre  polynômes  P  renferment  des  systèmes  de  constantes 
telles  que  X  (a),  dont  nous  ne  connaissons  pas  la  valeur;  mais  on  peut 
obtenir  ces  polynômes  par  un  calcul  de  proche  en  proche,  imaginé  par 
Abel.  De  la  première  des  relations  du  n^  310,  et  des  quatrième,  hui- 
tième et  douzième  relations  du  n**  309  on  déduit,  en  remplaçant  x 
et  a  par  nz, 

Al,(2n2)  =  2Al,(nz)  Al(nz)  k\i{nz) k\i{tiz), 
AI  {o.nz)  =  kV{nz)  —  hk\\{nz), 
^     '  ^  kU{^nz)  =  k\\{nz)  —  k"K\\{nz\ 

kU{'2.nz)=:k\\{nz)^k*k''k\\{nz). 

Des  première,  quatrième,  huitième  et  douzième  relations  du  n°  309, 
on  déduit  de  même,  en  remplaçant  x  et  a  par  {n  -\-  i)z  et  nz. 


(23) 


k\,[i2n-hJ)z]k\,{z)  =  k\][{n-\-i)z]k\'  (nz)- k\'[in  +  i)z]k\]{nz), 
Al  [(2/n-i)z]  Al  (2)  =  A1'  [{n-hi)z]kV  {nz}-  k'k\]  [[n  +  i)z]kV,{nz), 
kU[{2n-hi)z]kh{z).=  k\l[{n-hi)z']kïl{nz)-k''k\][{n-hi)z]kV,{nz]y 
\  kh[{in  +  i)z]kUiz)=k\l{{n-hï)z]k\l{nz)  +  k'k"k\][{n  +  i)z]k\]{nz). 


Faisons  d'abord  n  =  i,  les  équations  (22)  donnent  les  quatre  fonc- 
tions Al  (2z);  en  les  substituant  dans  les  équations  (23)  et  remarquant 
que  les  seconds  membres  sont  divisibles  respectivement  par  Ali(2), 
Al^  (z), . . . ,  on  obtient,  pour  les  quatre  fonctions  Al  (3z),  des  expres- 
sions entières  contenant  en  facteur  la  fonction  Al  {z)  correspondante. 
En  faisant  n  =  2,on  obtiendra  ensuite  A\{l[z)  et  Al(5z),  et  ainsi  de 
suite.  D'après  ce  mode  de  calcul,  il  est  évident  que  les  coefficients  des 
polynômes,  tels  qu'ils  se  présentent,  sont  des  fonctions  entières  de  k^, 
ayant  elles-mêmes  pour  coefficients  des  nombres  entiers.  Si  l'on  rem- 
place A\l{z)  par  AP(z)-Ai;(z)  et  Al^(z)  par  AP(z)  -  FAl^  (z), 
les  coefficients  conservent  les  mêmes  propriétés.  On  pourrait  aussi 
déduire  de  cette  méthode  de  calcul  les  degrés  des  polynômes. 
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Une  fois  qu'on  a  trouvé  de  cette  façon  les  expressions  homogènes 
des  quatre  fonctions  A\{nz),  en  les  divisant  par  Al'''(z),  on  en  déduit 
celles  des  quatre  polynômes  P.  Ces  polynômes  entiers  P,  ordonnés  par 
rapport  aux  puissances  de  X^(-s),  ont  pour  coefficients  des  fonctions 
entières  de  k^,  ayant  elles-mêmes  pour  coefficients  des  nombres  entiers. 
Si  Ton  remplace  ^^(js)  par  i  —  (x"^  (z)  et  que  l'on  ordonne  les  poly- 
nômes P  par  rapport  aux  puissances  de  fJt.^(^)»  les  coefficients  jouiront 

des  mêmes  propriétés;  mais,  si  l'on  remplace  "^^  {z)  par  - — zr—  et 

que  l'on  ordonne  les  polynômes  par  rapport  aux  puissances  de  v^  {z), 
les  coefficients  cesseront  d'être  entiers  en  k^;  chacun  d'eux  sera  égal 
à  une  fonction  entière  de  k"^  divisée  par  une  puissance  de  ^%  au  plus 
égale  à  l'exposant  de  v^{z). 
Voici  quelques  propriétés  de  ces  polynômes;  représentons-les  par 

/  P  =2A^"U""(z)  =  2B^")a""(z)=--20'")v"«(z), 

\  P,  =  2 AV"^X^"'(z)  =  2B(.'") ix""{z)  =  lC['"H""iz), 

^^^^  j  P.  =  2 A(/^) l""iz)  =  l B(;«) ij.''"{z)  =  l C^f ) v"" (z), 

l  P3  =  2 A';"^ X^" ( z )  =  2 3^3'") ix""(z)  =  l Cf/") v'" ( 2 ). 

Concevons  que  l'on  remplace  k  par  t  et  z  par  ^z.  D'après' les  relations 

du  n°  234,  la  fonction  X(z)  se  change  en  k'k{z),  et  les  fonctions  p. (2) 
etv{z)  se  permutent.  En  vertu  des  relations  (9)  du  n°  288,  les  expres- 
sions (i3)  ou  (20)  des  polynômes  P  au  moyen  des  Al  montrent  que  les 
polynômes  P  et  P,  ne  changent  pas,  tandis  que  les  polynômes  P2  et  P3 
se  permutent.  D'après  cela,  les  coefficients  de  ces  polynômes  doivent 
satisfaire  aux  relations 

A('")(/r)=:/r-^'"AW  QV      CC-^f/r)  =  B('«)  f  i)  , 
(.5)     \A<r\k)  =  k^"'k^'[l),     C^\k)  =  B^'^(^],' 

Ai'"\k)  =  k-''k["'^(^^,     Cl"'\k)  =  B['"'{j-y     C^\k) 


k 


On  en  conclut  que  les  coefficients  A""),  A^^^  ^t^^  ^f\  B("'^  W;r\  B'f , 
B^^\  qui  sont  des  polynômes  entiers  en  P,  sont  au  plus  du  degré  m  par 


MULTIPLICATION  DE  L'ARGUMENT.  527 

rapport  à  F.  Le  coefficient  A^'"'  est  un  polynôme  réciproque  en  k-,  de 
même  A^"'^.  Le  coefficient  k^^^  se  déduit  de  A'^\  et,  par  conséquent, 
P.  de  P, 


3    uv    i  2- 


Méthode  de  calcul  de  Jacohi. 

339.  La  méthode  d'Abel  donne  les  polynômes  P  par  un  calcul  de 
proche  en  proche.  On  obtient  directement  l'un  quelconque  d'entre  eux 
à  l'aide  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  due  à  Jacobi.  Nous  avons 
vu  (n°  290)  que  les  quatre  fonctions 

u  =  A\{z),     u,=^^kA.\,{z),     a,=  i/rjAUCz),     «,= -Lr  Ah  (2) 
satisfont  à  la  même  équation  aux  dérivées  partielles 

t>z'  iz  }i/c  ' 

dans  laquelle  on  suppose  le  multiplicateur  g  égal  à  l'unité.  En  rem- 
plaçant z  par  nZf  on  en  conclut  que  les  quatre  fonctions 

U=:A1(«2),     U.=  v^^AI.(nz),     U,=  i/-^AI,{nz),     V,=: -L- A\,{nz) 

satisfont  à  l'équation 

(27)  ^  -^2n'k'z\^-  -i'  2n'kk"l^  -h  n*k'z'\J  =  o. 

'    .  <)z*  dz  ik 


Puisque 


ciMogM       /^logwX^'       I   yu 


Jz'       ""  \~Tz~)   ~u  Jz"' 
on  peut  mettre  les  deux  équations  sous  la  forme 


,    o,      ^MogM  /;)log?f\=  ,,      ^lo^M  ,,,.àiogM  , 


éZ'  \     ôz      /  ^z  iik 
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Considérons  les  quatre  fonctions 


'.AI"'(z)  '      AF(2)        ^      Al"^(z)  ■'      AK-(2) 

que  l'on  obtient  en  divisant  les  quatre  fonctions  U  par  la  même  quan- 
tité AV''{z).  Si  l'on  remplace  l'une  quelconque  des  fonctions  U  par  sa 
valeur  Vm"'  dans  l'équation  (29),  et  si  l'on  tient  compte  de  l'équa- 
tion (î>.8),  on  a 


MogV 


...   ^logV         ,,    ,       >  3MogM 

t^W*  cZ 

et  en  mettant  à  la  place  de  — r-^  sa  valeur  —  k'^\^  {z)  (n*'  287), 
(3o)     ^-  \-  2/1^ (^-J^^  4-  /r^z^  ^  -F-  2n'/f/r''  ^y  +  n'(n'-  i)k'l'{z)Y  =  0. 

340.  Posons  maintenant  x=  —  =  \/kX(z,  k),  et  regardons  V  comme 
une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x  et  k;  comme  on  a 

Yz  ~~  'dx  ^^    Jz^  ~  ^'  \:)z  )  '^  :ix  ^z-'  ' 

i/f  ~  [jk)  ~^'  :ix  ik  ' 
l'équation  (3o)  devient 

\  i)k 

Les  deux  fonctions  u  et  w,  satisfaisant  à  l'équation  (28),  on  en  déduit, 
par  soustraction, 

^■'««^       /31og«,\.      /Mog«V        ,.    ""^«a.    M./'°^» 
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OU 

et  par  suite 


\    ^z  /  Dz  D/r 


Grâce  à  cette  relation,  le  coefficient  du  second  terme,  dans  l'équa- 
tion (3i),  se  simplifie,  et  l'équation  devient 

En  remplaçant  I  r-J   et  —  par  leurs  valeurs 
on  arrive  enfin  à  l'équation  différentielle 


'33, 

+  2n'/f"-7-  -i-/l'(/l^—  I)J7'V=0. 

On  la  simplifie  un  peu  en  remplaçant  la  variable  k  par  la  nouvelle  va- 
riable a.  —  -  ik  -i-  tY-,  l'équation  devient 


(34) 


(l  —  2(XX''  -+-  X*) •    4-  2(n'  —  l)(0CX  —  X^)  r— 

^  ^x^  -  ôx 

-f-4n'{i  — a')r hn'{n'—i)x'Y=o. 

doc 


Les  quatre  fonctions  V  satisfont  à  cette  même  équation  différentielle. 
341.  Supposons  qu'au  lieu  de  la  variable  a;  =  —  on  prenne  la  va- 
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riable  y  =^  --  =  yji  P-i^*  ^)»  1^  transformation  de  l'équation  (3o) 

s'opérera  de  la  même  manière  :  il  suffit,  dans  les  calculs,  de  rem- 
placer Ut  par  «2  et  ce  par  j;  on  arrivera  donc  à  l'équation 

analogue  à  l'équation  (32).  Mais  on  a  (n°  159) 

et  l'équation  (35)  devient 

I  +  2n'/,'  ^  +  n'(n^-  i)  (I7  -/')  V=  o. 

On  peut  encore  effectuer  la  même  transformation  en  se  servant  de  la 
variable  t  —  ~  —  --y_v(2,  k)\  on  obtient  l'équation 

que  l'on  déduit  de  l'équation  (32)  en  remplaçant  x  par  t.  Gomme  on  a 


l'équation  devient 

(  (-^--'-")  ^7^- ("■-)( -î^'--')^ 
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342.  Voici  comment  on  peut,  à  l'aide  de  ces  équations  différen- 
tielles, calculer  les  polynômes  P.  Nous  avons  substitué  aux  variables  X, 
fx,  V  les  nouvelles  variables 

(39)  *=#JW=^'.  r-v/ï^M^)=.-5^'.  '  =  ;^"W  =  ?rîy' 

et  nous  avons  considéré  les  quatre  fonctions 

;       ^  0(TOz)0"'-(o)  _  0.(ytz)e"^-'(o) 

Si,  pour  les  quatre  polynômes  P,  on  pose 

(41)  A'"-)  =  A'"a('"\     B("'>  =  ^py'6""),     O")  :=  ^  c("), 

les  formules  (24)  deviennent 

(42)  I  P,— 2a(,'")j:"-  =  26(,'")^""  =  2c(,'")/^, 
'    > 

et  les  coefficients  a^"*^  satisfont  aux  relations 

(43)  flW{/f)3=a("0  ^iV     a\'"M^)  =  «^.'"' (t:)'     «^rM^)  =  «'r^  (t)* 

Les  coefficients  A^"*^  et  A^f*^  étant  des  polynômes  entiers  et  réciproques 
en  k  du  degré  2m  ail  plus,  les  nouveaux  coefficients  a^'"^  et  d'^'^  sont 
des  polynômes  entiers  en  a  et  du  degré  m  au  plus. 

D'après  les  premières  des  équations  (i3)  et  (20),  le  polynôme  P  est, 
dans  tous  les  cas,  égal  à  la  fonction  V;  c'est  un  polynôme  entier  pair 
en  Xy  du  degré  /i-  —  i  ou  n^\  on  le  calculera  à  l'aide  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  (34).  Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  V  par  sa 
valeur  la^'^^a;^'",  et  que  l'on  égale  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  degré 
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2m  en  a?,  on  obtient  une  relation  linéaire 


(m) 


|(2m -t- i)(2m -I-  2) «("'+')-!-  /^m{n^  —  'îm)cta 
.  -f  4«'(i  —  a')  —7- 1-  (w'—  2/n  -h  i)(rt'—  2m  -f-  2) «("'-')  =  o 

entre  trois  coefficients  consécutifs.  Le  premier  coefficient  a'"^  est  égal 
à  I  ;  en  faisant  m  =  o,  on  trouve  «'"  =  o;  en  faisant  m  =  1 ,  on  trouve 


,(2) 


n'fn'— i)         .       ,.„       2»'(«'— i)(/i'— 4)a 
—^-7 — '>  puis  «'-'^^ ^ ^\. ^^-5 


3.4 


3.5.6 


et  ainsi  de  suite. 


343.  Nous  allons  maintenant  distinguer  deux  cas,  suivant  que  n 
est  impair  ou  pair.  Lorsque  n  est  impair,  d'après  les  équations  (  i3), 
on  a 


(45) 


V-^P,       V.:r..rP„       V,    :    jP„       V3  ^.  /  P, 


Il  est  évident  que  les  quantités  P,  qui  sont  des  polynômes  entiers 
enX^(z),  sont  des  fonctions  de  z  doublement  périodiques,  aux  pé- 
riodes &),&)',  et  de  l'ordre  n" -- i  ;  elles  sont  représentées  par  les 
formules 


O.(nz)0«--'(o)   .  QAnz)Q"'-^{o) 


(46) 

"^^^~"e,{3)0"'-'(z)  '    -^^-'■-  613(2) ô"°-'(z) 

que  l'on  déduit  des  formules  (l\o),  et  elles  satisfont  aux  relations 


Pl.-.^^        P,f.+  " 


P3(2) 


(47: 


(- 1)  '  p.(2) 

„  /           w  4-  w' 
P    z  -I — 


P3(^) 


p.     z  - 


l"- 


2  /    I 

M  -4-  w' 


P,(zj 


(-0  '  P^{z) 


I 
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Mais,  quand  on  remplace  z  par  z  -f  -,  t  se  change  en  -,  quand  on 
remplace  z  par  2  +  —  ^  a?  se  change  en  —  -,  enfin,  quand  on  remplace  z 
par  z  +  -^^  "^  "  ^  y  se  change  en  -^-  Il  en  résulte  que,  si  Ton  regarde 

les  polynômes  P  comme  des  fonctions  de  l'une  des  variables  x.y^  z,  on 
aura  les  relations 

(48)  p.(^)=(-.^~^"'-p(^j,  p.{r)=r'-'p(^)'  p,{/)-/'''-'p(y)- 

Ainsi,  une  fois  qu'on  a  calculé  le  polynôme  P,  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  de  a?,  on  en  déduit  immédiatement  le  polynôme  P,  ordonné 
aussi  par  rapport  à  x\  le  coefficient  du  terme  en  x"^  dans  P  étant  nul, 
celui  du  terme  en  af'~^  dans  P,  est  aussi  nul.  Si  maintenant  on  ordonne 
le  polynôme  P  par  rapport  à  j  ou  à  /,  après  avoir  remplacé  x"^  par  sa 

valeur  k  —  ky^  ou  — r — ^  on  obtient  P2(j)  et  P3  (/). 
On  a  aussi  les  relations 

(49)  P.(^)=-=^-"^-' P. (^ j ^  Pa (r)={ - 1 )"~r'"-' P. (y) .  P.(o=( - i.)~V''- P. (^^ . 

La  première  donne  P3  (a?),  quand  on  connaît  P2(^);   on  en  déduit 

d^"^  ==  a\  '■      '"\   et,   en   vertu   de   la   troisième   des  relations  (4^), 

(^P~~"''  [k)  ^  «2"^(^)'  aÇ^'^'^k)  rrn  a:i"^iÇ)\  les  coefficients  nu- 
mériques des  termes  également  éloignés  des  extrêmes  dans  les  poly- 
nômes P2(^)  ou  Vz{oc)  sont  donc  égaux  entre  eux.  Il  suffirait,  d'après 
cela,  pour  avoir  les  quatre  polynômes,  de  calculer  directement  la  moitié 
des  coefficients  de  l'un  des  polynômes  ^^(x)  ou  V^(x),  à  l'aide  de 
l'équation  (34). 

On  connaît  les  premiers  coefficients  «;  les  premières  des  relations  (48) 
et  (49)  donnent  les  derniers.  Quand,  dans  l'un  des  polynômes  P(^), 

I  —  Jf'  P 
on  remplace  x'^  par  k  —  ky-  ou  par  — j — »  le  coefficient  de  la  plus 

haute  puissance  de  7  ou  de  ^  est  égal  au  coefficient  de  la  plus  haute 
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n'—  r 

—  —  /  /  '  \     ^- 

puissance  de  ce  multiplié  par  k'  '■    ou  par  (y  j       .  Connaissant  de  la 

sorte  les  derniers  coefficients  b  et  c,  les  deuxièmes  et  troisièmes  des  re- 
lations (48)  et  (49}  donnent  les  premiers.  On  a  ainsi 


(5o) 


I         n         I    "^    I  'i— !     ~~  "^-1  I       ~~      I 

(_,)  ^    n      (-1)  ^ 

I    ~  ".-:ii     "  {Lui      ~  ~r 

(-0  ^         (-1)  '    /* 

ri — I  n  —  I        ■  I  "  I  ' 


&"'         &r         c 


.(0) 
2       


(-1)  ^  (-1)  »    n 

La  connaissance  du  dernier  coefficient,  (r-  *  ^  :i_-  (— i)  '   /i,  servira  de 
vérification  dans  le  calcul  de  P. 

En  appliquant  cette  méthode  au  cas  simple  où  n  —  3,  on  trouve 

/  1—2/(2  \ 


P,  =  3  —  8a:r=  -i-  6.r^  —  ;r% 
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En  l'appliquant  au  cas  oii^  —  5,  on  trouve 

P=  1  —5o:r*-i-28oa:c"— 5(25  + 128a')  x«H-32(23a  +  i6a')x'»— 2o(i5  +  48a')^" 
-l-']20(xx'*—  io5j;"^—  160 xx'^  -h-  (62  -t  64  a' j^^"  —  4oaa:"+  5;r'% 

P,=5  —  /^oocx^  -]  (62  -l-64a')a;^—  160 a j;''—  io5a'*-h  72oa^"— 2o(i5+48a^)  a;" 
H-  32  f  23a  +  i6a^)^"  —  5(25  4-  i28a')a:'^+  180 acx'*  ~  Sox'"  -+-x". 

34-4.  Considérons  maintenant  le  cas  où  n  est  pair;  on  a,  d'après  les 
équations  (20), 

(5l)         Vr^P,       \,=:Xs/l-^acX^+X*P„       V.  =  i/|^  P„       V,=:\/^P3. 

Les  quantités  F  sont  encore  des  fonctions  de  z  doublement  périodiques 
aux  périodes  w,  w';  elles  sont  représentées  par  les  formules 

(  p  , ,.  _  d(nz)e'"-^(o)       p  ,    ^  _  0,(nz)  9.(0)  0,(0)  g"'-^(o) 
et  satisfont  aux  relations 

rK^)   '^{^-^  ^^(-;)     M^-^)     . 


(53) 


P(S)  ii  P3(2)  "  ii  /"* 

(-irp,(3)  '^      -(-i)M^p.(z) 

p(..^)  P.(..^)  P.(..^)  _  P,(..^)  __, 


(-O'P(^)  -(-i)':r^P.(2) 

l     (-i)'P(2)  (-i)^P,(z) 

On  en  déduit  les  relations 

\  P(a;)r-(-ir^-p(^),     P,(^)=--(-.r^"-'P.(M, 
(54)         s  /    \  / 

(  v,{x)=x"-pJ-^y  P3(^)=^"^P3(^]» 
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et  d'autres  de  même  forme  par  rapport %ux  variables  y  et  t.  D'après 
cela,  dans  chacun  des  polynômes,  les  coefficients  des  termes  également 
distants  des  extrêmes  sont  égaux,  ou  égaux  et  de  signes  contraires.  On 
connaît  les  premiers  coefficients  a<"^  =  i,  dl^''  =  n,  à\^^  =  r,  «^3^  =i,  et 
par  suite  les  derniers.  On  calculera  le  polynôme  P,  comme  précédem- 
ment, à  l'aide  de  la  relation  (44)»  et  il  suffira  de  trouver  la  première 
moitié  des  coefficients. 

En  faisant  le  calcul  pour  n  =  6,  on  trouve 

p  =  [i  —  x'')  -  io5a7'(i—  X'')  +-  8ç)6 OCX' {i  —  x'*)  —  12(37  -f  288a')^'{i  —  ar'") 
H-  i536(3a  +  4a')a;'»(i—  x'')  +  4(621  H-  336oa'-l-  \oi^a.*)x''{i  ~  x'') 
+  384(33«+  Zix')x''{i  —  x*)-v-  i26(i5+  i28a')x'^(i  —  x*). 

Équations  différentielles  d' Abel. 

345.  Nous  avons  représenté  par  x  la  fonction  sj'k\[z).  Si  nous  repré- 
sentons de  même  parX  la  fonction  \Jk'X(nz),  ces  deux  quantités  vérifient 
l'équation 

(55)  iffdz  "^^  ''^ 


ny'i  — 2aX^  +  X^       s/i  —  2cxx''-h  x* 


OÙ  a  désigne  la  constante  -  f^  -h  t)*  D'après  ce  que  nous  avons  dit, 

V  . 

X  est  une  fonction  -^  de  x,  rationnelle  si  n  est  impair,  égale  au  produit 


d'une  fraction  rationnelle  par  le  radical  y^i  —  2ckx'^  +-  x*  si  n  est  pair. 
Cette  fonction  transforme  donc  la  première  expression  différentielle 
en  une  autre  de  la  même  forme. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

ii-iax'-hx*]  i-^j  =w'(i-2aX'+X^), 

OU 

(56)  (,_,^^.  +  ^.)(^l^y=«^(x-f-^,-2a). 

On  en  déduit,  en  différentiant, 

(.-2a^-4.^;-^   -.iccx-x^)-^=n^[x^--y 
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V. 


et,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  ^  . 


(57) 


4-  n'V- 
J         '  '      d^ 

y. 

Lorsque  n  est  impair,  V  et  V,  sont  des  polynômes  entiers  en  a?,  le 
premier  pair  et  du  degré  ti'-  —  i,  le  second  impair  et  du  degré  n^.  Les 
numérateurs  des  deux  fractions  précédentes  sont  donc  des  polynômes 
entiers  pairs,  le  premier  du  degré  in^^  le  second  du  degré  in^  +  2; 
les  dénominateurs  V  et  Vj  étant  premiers  entre  eux,  il  en  résulte  que 
chacun  des  numérateurs  est  divisible  par  le  dénominateur  correspon- 
dant, et  que  le  quotient  est  un  polynôme  pair  du  second  degré,  tel  que 
Ga?'  -h  G'.  La  première  fraction  se  réduisant  à  2a  "  et,  par  conséquent, 
à  zéro  pour  07—0,  la  constante  G'  est  nulle.  Le  terme  de  V,  du  degré 

n  —  I 

le  plus  élevé  est  (—1)  "  a?"';  le  terme  le  plus  élevé  dans  le  second 
numérateur  est  n^a?-"'"^'*;  en  le  divisant  par  le  terme  le  plus  élevé  a;'"* 
du  second  dénominateur,  on  obtient  la  constante  G^ti^.  On  conclut 
de  là  que  les  deux  polynômes  V  et  V,  vérifient  les  deux  équations  dif- 
férentielles simultanées 


(58) 


V.^;-^^)  J-M«^-^')V.;^+«'(V'-^'Vî)=o. 

Ce  sont  les  intégrales  de  ces  deux  équations  différentielles,  auxquelles 

dY  dV, 

—  =0,   -T-  —  n 

iix  ax 


dY  dY 

on  joint  le^   conditions   initiales  V— i,   V,  -- o,   — ^  =  o. 


pour  07  =  o. 

Lorsque /i  est  pair,  le  numérateur  Vj  est  de  la  forme  t^,  \/i  — 27.x^-^ûo\ 
Vt  étant  un  polynôme  entier  impair  du  degré  n-  —  3.  Le  premier  numé- 
rateur est  un  polynôme  entier  pair  du  degré  in^ -h  2.  On  reconnaît 
aisément  que  le  second  numérateur  est  aussi  un  polynôme  entier  pair 
du  degré  a/i^.  On  en  conclut,  comme  précédemmeni,  que  les  deux 
fractions  sont  égales  à  un  même  quotient  entier  Gx-  -+-  G'.  En  faisant 

68 
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x  —  o  dans  la  première  fraction,  on  trouve  G'—  o;  en  divisant  les 
termes  les  plus  élevés  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  cette  même 
fraction,  on  trouve  G  =  n^.  Ainsi  les  deux  fonctions  V  et  V,  vérifient 
encore  les  deux  équations  différentiel  les  (58). 

Les  équations  (58)  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

j  D,[A(^)D.log^] -f  n'(X-' -  a;')  .-- o, 
(59) 


D,[A(.r)D,log^]  +  n^l~  -  x^^  =  o, 


en  représentant  par  ^  soit  la  fonction  V,  soit  la  fonction  Vi,  et  dési- 
gnant par  A  (a?)  le  radical  \fi  —  2ax^  -h  x\  Si,  entre  l'équation  (56) 
et  l'une  ou  l'autre  des  équations  (Sg),  on  éliminait  X,  il  est  clair  qu'on 
arriverait  à  une  même  équation  difTérentielle  du  troisième  ordre  par 
rapport  à  la  fonction  ^  de  la  variable  œ.  Cette  équation  admet  les  solu- 
tions particulières  ^  =  V,  ^  =  V,.  Pour  obtenir  l'intégrale  générale,  il 
suffit  évidemment  de  considérer  l'intégrale  générale  de  l'équation  (55) 
et  de  la  substituer  dans  l'une  des  équations  (ôq);  la  valeur  de  ^  sera 
donnée  ensuite  par  deux  quadratures.  L'équation  (55)  admet  pour  in- 
tégrale générale 

|3  étant  une  constante  arbitraire,  ou,  en  posant  h-~  \/kX{^)  et  rempla- 

_  y 

çant  \/k\{nz)  par  sa  valeur^'  en  fonction  de  œ. 


,f.   ,  ^_VV,A(A)4-As/V^-2aV^Vî-f-Vî 

De  la  première  des  équations  (59)  on  déduit  ensuite 

(61)  ïog^=--J^Jn^{X^-x^)dx. 

Multiplication  de  V argument  dans  les  intégrales  de  seconde  espèce. 

346.  La  formule  (i3)  du  n°  273,  dans  laquelle  on  remplace  z  par  nz, 
devient 
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De  la  première  des  formules  (4o)  du  a°  342,  on  déduit 

DJog0(/i2)  =  n*D,log9(z)  -t-D,logV;     . 
on  en  conclut 

(62)  Ç(/izj  =  «Ç(2)-^D.logV--_-«Ç(z)-^^^l^DJogV. 

Multiplication  de  l' argument  et  du  paramètre  dans  les  intégrales 
de  troisième  espèce. 

347.  La  formule  (22)  du  n°  275,  dans  laquelle  on  remplace  z  et  a 
par  nz  et  «a,  devient 

T¥/  \  6'(na)       I,      Q\n{z  —  a)'\ 

n  {nz,  na)  --=^  nz  -^ — -'  4  -  log  ^— ^ '-i  •     . 

d{na)        2     ^  ô[n{z  -h  a)] 

On  en  déduit 

TT/  ^         ,TT/        ^  r    ^'(««)         J'ia)!        I,      e[n{z-a)] 

Ulnz,na)-n^niz,a)  =  z\n^^-n^-^-^l^-,-log    '...^  _  J^' 

t         0[nf  2  -4-  a]] 

Si  l'on  pose  a?,  =  y/^X(z  —  a),  0?^  —  \Jk'k{z  +  a),  s  =  \Jkl{a),  on 
a,  en  vertu  de  la  première  des  formules  (4o)  du  n°  342, 

on  en  conclut  la  formule 

(63)  H{nz,na)  ^--  n»n(z,  a)  4-  2v^A(e)DJogV(e)  ~v  -  log  ^|^'-J. 

2  Y  (  ^jy 


68. 
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CHAPITRE  lY. 


DIVISION    DE    L  UNE    DES    PERIODES, 


Division  de  la  première  période  par  un  nombre  impair. 

348.  La»fonction  (?  (s, -;«')?  que  nous  désignerons  plus  simple- 
ment par  Q  iz,  -)  5  admet  les  zéros  z  =  m-  +  [im' -\- 1)--  ;  elle  satis- 
fait aux  relations 


La  fonction 


formée  par  le  produit  des  n  fonctions  0  iz  +  p-->  w,  wM?  que  l'on  ob- 
tient en  attribuant  à  /?  les  /i  valeurs  entières  consécutives .  •  •  •  > 


I,  o,  +  I, . . . ,  —,  admet  les  mêmes  zéros  et  satisfait  aux  mêmes 


relations;  car,  lorsqu'on  remplace  z  par  z  -+  ->  chaque  facteur  devient 

égal  au  suivant,  et  le  dernier  au  premier.  Les  deux  fonctions  Q  iz,  -  J 
et/(2)  sont  donc  dans  un  rapport  constant.  Si  dans  cette  relation  on 
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remplace  z  par  l'une  des  quantités  s  4-  —•>  s  -l >  z 

obtient  les  quatre  formules 


W  -t-  f.)' 


541 


on 


(I) 


'::)' 


la  lettre  A  désignant  une  constante. 

En  mettant  à  part  le  facteur  qui  correspond  à/?=z  o,  et  en  groupant 
deux  à  deux  ceux  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  p  égales  et  de 
signes  contraires,  on  en  déduit  (n*^  329) 


(2) 


Ô.(z,^)0',(o)0-'(o) 
0»(2,^)0.{o)0'-'(o) 


p- 


0  (z)  JJ        nz) 


[■ 


=0.(^)  n  ^'^^^- 


0,    o, 


^^) 


93(o)0''-(o) 


=-0,{z)  JJ 

If  — 
p-  —r 


[ 


5.(2)    IX  «"(2) 


/>   =   ! 


[ 


^oî) 

^K"^) 
--{"î) 

<--) 

9?{2) 


&î(^) 


] 
] 
] 
1 


349.  Nous  avons  appelé  ^  et  ^  le  multiplicateur  et  le  module  relatifs 
aux  périodes  w,  w';  nous  appellerons  de  même  g^  et  k^  le  multiplica- 
teur et  le  module  relatifs  aux  périodes  -  >  i>'.  Les  formules  précédentes 
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peuvent  être  mises  sous  la  forme 


(3) 


p  =  x 


P-- 


-Mz)(S„ 


'M^»-)  ^"(o) 


-=^(^)^., 


v(z) 


0«(Z)0; 


H I '-*'w;i)""J"'""'- 


les  lettres  $  désignant  des  polynômes  entiers  pairs  en  X(z),  du  degré 
/i—  I,  En  divisant  membre  à  membre  les  trois  dernières  formules  par 
la  première,  on  en  déduit 


,4,    x(.-^..)=f-f^,   ,(,;-.„.) 


fx(z)(£. 


^     '      'V'n''' 


En  faisant  z  ~  o  dans  les  équations  (i),  on  trouve  les  valeurs  des 
trois  constantes  \lkt ,  sjk\ ,  gf ,  telles  qu'elles  sont  définies  par  les  for- 
mules (17)  du  n°76  et  (24)  du  n*'  159, 


p==- 


l^[P 


n  /  ,-rr  iT-.' 


5)   v^.-^fr-n-t^v  v*',-v'."^n  /  «^ 


ir        11 


■(^«) 


P"' 


''■(''«) 
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Des  formules  (i)  on  déduit  aussi 

/  n —  r 


1  -.  ''-   ï 

(6)        (/('•^)=\/l^  n  K'^''») 

H  — I 
p= 

n  —  1 

(-^)=-VI;n"(-pi)- 


p=— 


Les  symboles  \/k  et  \/k'  désignent  des  quantités  bien  déterminées; 
afin  de  simplifier  les  notations,  nous  avons  jusqu'à  présent  représenté 

le  quotient  ou  le  produit  de  ces  deux  quantités  par  i/y  ou  \/kk';  de 

même,  dans  les  formules  précédentes,  les  expressions  y'^»  \lk*",  et  par 

exemple  y  p^»  désignent  les  quantités  (yjk)",  (yjk')",  ^_",.^_:. 

Division  de  la  seconde  période  par  un  nombre  impair. 

350.  La  division  de  la  seconde  période  s'opère  de  la  même  manière. 
La  fonction  0  iz,  w,  ~  j,  ou  plus  simplement  Q  (^»  —  )»  admet  les  zéros 

ai' 

z  —  mtù  -H  iim'  -T  i) —  et  satisfait  aux  relations 


\         n     n  )  \      n  j 

La  fonction 


su 
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formée  par  le  produit  des  n  fonctions  9  iz  -\-  p—U  que  l'on  obtient  en 
donnant  à  /7  les  /i  valeurs  entières  consécutives  — 


5-1,0, 


~t-i,. 


-5  admet  les  mêmes  zéros  et  satisfait  aux  mêmes  rela- 


tions; car,  lorsqu'on  remplace  z  par  z  -\-  —■>  chaque  facteur  devient 
égal  au  suivant,  et  le  dernier  devient  égal  au  premier  multiplié  par 
-.e~^('^^j),  Les  deux  fonctions  6  [z,  —]^f{z)  sont  donc  dans  un 


rapport  constant.  En  remplaçant  dans  cette  relation  z  par  l'une  des 
quantités  z  -+--•>  z  -{-  —^  z  4-  — — —,  on  obtient  les  quatre  formules 


0) 

z,  — 

n 


^'U'{^-'-p~ 


BAz, 


il) 


-v-p 


-j- p.-  \^ 


^p 


analogues  aux  formules  (i).  On  en  déduit  de  la  même  manière 


e[z,-]0"[o) 


p=- 


/         0)' 

o, — 


(z)    H        9^{z) 


z,^    0'.(o)0"-'(o) 


p^i 


pr= 


[ 


»M.~ 


(8) 


'■■(-^) 


e,(.)  n 


/'  =  ' 


0,  (o)G«-'(o) 


0.0, 


e.iz)  U     9Hz) 


e,[z,-.]9Ao)e"->io) 


eAo, 


^o,i. 


p=i 


n 


'(z)- 


9: 


91 


[ 


OV.z) 


9\[z 


] 
1 

] 
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351 .  Nous  appellerons  g^  et  k^  le  multiplicateur  et  le  module  relatifs 
aux  périodes  w,  —  •  Des  formules  précédentes  on  déduit 


(9) 


^(.)9.(o,^) 

1  e-(2)9,(o,^\ 


n  [.    ^■^■(;'^)^M^)]=«'. 


/»  = 


p-(^: 


:^)^.. 


;?[ 


=  v{z)     TT   I  i-fr 


] 


v{^)^„ 


les  lettres  $'  désignant  encore  des  polynômes  entiers  pairs  en  X(z)  du 
degré  /i  —  i,  et  l'on  a 


En  faisant  z  =^  o  dans  les  équations  (7),  on  trouve,  comme  précé- 
demment, 


(lO 


^'-^  n  -7-^'  ^^^-^  n  ■ , . 


.  p,";f"{'ï)'('ï) 


f^MT^ 


69 
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Des  formules  (7)  on  déduit  aussi 


(12) 


^{-i)-'WÎ   n^h"":^ 


»'\        ,  /If  II',     tt'        {  m' 


(^■^)=-Vi   nr{-^-^i) 


352.  Remarque.  —  Les  relations  établies  au  ri°  348  montrent  que  les 
fonctions  ôlz,-^  w' )  sont  égales  à  des  polynômes  entiers  et  homogènes, 
du  degré  7î,  par  rapport  aux  fonctions  ^(2,0),  œ').  Les  relations  du  n°  350, 
dans  lesquelles  on  remplace   w  par  ->  montrent  que  les  fonctions 

ôlz,  -j— I  sont  égales  à  des  polynômes  entiers  ethomogënes,  du  degrés, 

par  rapport  aux  fonctions  Ô  Iz,  -5  w' j  ;  en  mettant  à  la  place  de  ces  der- 
nières leurs  valeurs,  nous  obtiendrons  les  expressions  des  fonctions 
ôlz,--,  --j  par  des  polynômes  entiers,  du  degré  n'^,  par  rapport  aux 
fonctions  Q{z,  «,  w').  Les  fonctions  6{z,  w,  w')  étant  homogènes  par 
rapport  aux  trois  lettres  z,  co,  w'  (n°  73),  les  fonctions  ôlz,  --,  --J 

sont  les  mêmes  que  6{nz,  w,  w');  nous  arriverons  ainsi,  par  deux 
opérations  successives,  aux  polynômes  que  nous  avons  obtenus  direc- 
tement dans  le  Chapitre  précédent  (n°*  330  et  331). 

Le  même  mode  de  transformation  s'applique  aux  fonctions  ellip- 
tiques. Concevons  que  l'on  divise  par  /z,  d'abord  la  première  période, 
puis  la  seconde;  après  la  seconde  opération,  on  retrouve  évidemment 
le  module  primitif^  et  le  multiplicateur  ng.  Les  formules  (10)  et  (1 1), 
dans  lesquelles  on  remplace  ^  et  ^  par  g,  et  ^, ,  et  g2  par  ng,  donnent 


les  expressions  de  liz,  -,  —  J,  ix{z,  -?  —  )»  v  (z,  -? 
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^l^^'^'nj'^^^'n'TTJ  par  des  frac 

lions  rationnelles  en  llz,  -,  w' J  »   ijif^,   -^    w')»    vfz,  -,  w' )?  du 

degré  n;  mais  les  formules  (3)  et  (4)  donnent  les  expressions  de  ces 
dernières  fonctions  par  des  fractions  rationnelles  en  X(z,  w,  w'), 
|ut,(^,  w,  co'),  V  (z,  w,  «');  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules 
précédentes,  on  obtiendra  les  expressions  des  fonctions  >.  (wz),  ii{nz), 
v{nz)  par  des  fractions  rationnelles  en  X(z),  p.(z),  v(z),  du  degré  n'. 

En  effectuant  la  même  opération  avec  les  formules  (6)  et  («2),  on 
trouve 

'  n—t  n  —  I 


:.3)     •,.(-)=  {^'      ri     ri  "(--/-I-*^') 


n  —  I              n  —  I 
<7= r-P= r- 


^         2        '^         » 


i4M/re  méthode. 


353.  Au  lieu  d'exprimer  les  nouvelles  fonctions  elliptiques  par  des 
produits,  on  peut  les  exprimer  par  des  sommes.  Les  fonctions 

admettant  les  périodes  w,  w',  la  somme  des  résidus  de  chacune  d'elles 
dans  un  parallélogramme  (w,  «')  est  nulle.  Considérons  le  parallélo- 
gramme qui  a  pour  sommets  les  points  =±i  -,  ±:  -  -h  w',  et  supposons 

le  point  t  situé  à  l'intérieur.  Les  infinis  des  fonctions  dans  ce  pa- 

69. 
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rallélogramme    sont    z  -  t    et    z  —  - P    •>  P  variant  de   — 

à  —^'  En  remplaçant  à  la  fin  /  par  z,  on  obtient  les  équations 


K-^)=ft  i  ^"y^h"^' 


(•4) 


0»  \  eft 


:  1  '- 


l)Pfi(2  +  /?--M 


V      2, 


-+/>-)• 


Si  l'on  met  à  part  le  terme  qui  correspond  h  p  ~  o  et  si  l'on  groupe 
les  autres  termes  deux  à  deux  à  l'aide  des  formules  (3)  du  n'^SlO,  il 


vient 


^^•^')=A^'H-^S 


"^'^-'yi^{p'i^^{pl) 


,5) 


'^^'■nl=g, 


V  \z,- 
n 


] 


354.  Les  fonctions 


l[z,—\\\l—z-v 


'    f^ 


-T^A 


l-^-z-vW     v(./^lvl/-.+  ^ 


admettant  de  même  les  périodes  w,  w',  la  somme  des  résidus  de  chacune 
d'elles  dans  un  parallélogramme  (w,  w')  est  nulle.  Nous  "prendrons  les 
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mêmes  parallélogrammes  que  précédemment  et  nous  supposerons  le 
point  t  à  l'intérieur.  Les  infinis  des  fonctions  dans  le  parallélogramme 


sont  2  =  / et  2  ~~  '- p  —  1  p  variant  de 

ainsi 


(i6) 


a On  trouve 

2  2 


(^-  ^)  - 


h  h 


('"+''^) 


^(-«)='-''^-"^â-i:  <-"."h^^) 


d'où 


^ (-;?)= '-■'"!.  S  <-')'K^-''v) 


X(.,^)  = 


X(Z)|     )  +  2 


(.7)    1  /..(V^)-(-.) 


[ 


i^\P 


n  - 


(-■ 


I  +2 


M"^) 


-     i-/.aM/>-  U^(z) 


1 


Nous  ferons  remarquer  que  les  formules  (i4)  et  (i6)  sont  des  consé- 
quences des  formules  (4)  et  (lo).  Considérons,  par  exemple,  la  pre- 
mière des  équations  (/j);  si  l'on  y  regarde  X(s,->  w'j  comme  une 

quantité  donnée  et  ^{z)  comme  l'inconnue,  l'équation  est  du  degré  n 
par  rapport  à  cette  inconnue;  le  premier  membre  ne  changeant  pas 

quand  on  y  remplace  z  par  z  -h  — »  on  en  conclut  que  les  n  quantités 
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représentées  par  la  formule  llz  -h p^~U  dans  laquelle/?  reçoit /i  va- 
leurs entières  consécutives,  sont  les  n  racines  de  l'équation;  la  somme 

des  racines  étant  é^ale  à  ~^-l  Iz,  -\  oo'h  on  a 
^  gk      \     71       J 

n  —  I  n  —  t 


355.  La  combinaison  des  formules  (i4)  et  (i6)  donne  l'expression 
des  fonctions  'k{nz),  p.[nz),  v{nz)  par  des  sommes.  On  a,  en  effet, 
d'après  la  première  des  formules  (17), 


n  —  I 
?  =  —, - 


/(n2,  w,  &/)  =  /   2, -,  —     =  ^— 7-       >      /    z -1- fl--5 -5  w'    5 
\     n    n  J        nglî      ^j        \         ^  n     n        J 

n  —  I 

(&)'       Cl)  ^ 

z  -\-  q  —  •>  -  5  w'  J  par  sa  valeur  donnée  par  la  pre- 
mière des  formules  (i  4)» 


__n  —  t         n  —  I 


n  —  ï  n  —  i 

-7= — r-P=-^- 


n— t  n— I 


(.9)  Unz)  =  )^    ^        ^     (_,),x(^,+p^  +  ,^^ 

On  a  de  même 

(20)        ^{nz)^-^^^-^     ^  ]^     (_0/'-V.(.-4-/>^'-l-^^^) 

n  — I       «  —  t 

2      '  2 

n—  I  n — I 


n  n 

n—ï 
1  =  --J-P 


On  obtient  directement  ces  dernières  équations  en  appliquant  la 
méthode  aux  trois  fonctions 

/(/iz)/ (  i  —  2 -I j,     iJ.{nz)ii[t—z-A j»     v(«2)vU  — z-l J, 

qui  admettent  les  deux  périodes  w,  w'.  Les  infinis  contenus  dans  le  parai- 


22 
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1.1  •      1     .  .  »  '      1  .L  i  é  ^'  ^  ^' 

lelogramme  considère  précédemment  sont  z^t  ei  z  =  —  —p-^  ~"^^' 
^  et  ^  variant  de  -  ^^-  à  ^-^     Si  l'on  met  à  part  le  facteur  qui 

correspond  à/?  =  o,  ^  =  o  et  si  l'on  groupe  ensuite  les  termes  deux  à 
deux,  on  en  déduit  , 

Il  —  I 

a(  nz  )  =  ^ u. (z )    I  -r  2  >  -   — .',  *"'  ,    ■    î 

la  lettre  «  désignant  les valeurs  de  la  quantité  p-  -}-  y  —  »  que  l'on 

obtient  quand  on  combine  avec p--o  les  valeurs  positives  i ,  2, . . . , 

de  q^  et  avec  les  valeurs  positives  1,2,..., de  p  les  n  valeurs  o, 

±:  I,  ±.2, . . . ,  dz  ^^^^  de  ^  (n°330).  D'après  la  remarque  du  numéro 
précédent,  elles  sont  aussi  des  conséquences  des  formules  (1 4)  du  n*'332. 

Division  de  la  première  période  par  un  nombre  pair. 
356.  Le  raisonnement  du  n**  348  conduit  aux  formules 


dans  lesquelles/?  reçoit  les  n  valeurs  entières  consécutives  —  (  -  -  1 


—  I,  o,  1,    .   , I)  -;  on  les  déduit  de  la  première  en  ajoutant  à  z 
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une  des  quantités  —  ; ? — +-  —  •  Ln  ajroupant  deux  a  deux 

*  2      2  2/1      2  2AI  2  O  r 

les  facteurs,  excepté  ceux  qui,  dans  les  deux  premières,  correspondent 
a  »"  o  et  à  o —  -)  on  obtient  les  formules 

^  ^  2 

r/-^A —  =«'(^'^"(^)  n  «■('>-  -Kr''''  ' 


',12,- 


(^4) 


que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

■("'7.)      "  ."■    L       '(''«)J 


8»(z)ff 


,,\;/  oA-n  .-*■-- — ^^■(^'  r"^" 
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les  lettres  $,  $,,  cg'a,  $3  désignant  des  polynômes  entiers  pairs  en  X  {z), 
les  deux  premiers  du  degré  n  —  2,  les  deux  derniers  du  degré  n.  On 
a  ainsi 


\     n       J      g       v(z)<-S  '  \     n       /      V  2)*^         \     n       J      v 


% 


(z)^ 


357.  Remarquons  que  les  quantités/?  -  et  (-  —7^)  ^  ou  -  —p  - 

prenant  les  mêmes  valeurs,  quand  p  varie  de  i  à i ,  on  a,  en  vertu 

des  relations  (19)  du  n°  77, 


«                                                n                                                             ni      ,,\ 
/»=: 1  p  — 1  p- 1         /       W\ 

nK''K)  =  riH"-'':;)=ii -H^.' 
nK''7,)=nK^''^)  =  ''"n  —{' 

n  n  n 

n '^  (/<  ~)  =  n  "("-'--:)-'''■"' n'-A-v 

ces  trois  relations  se  réduisent  à  deux  ^  . 

p-t  p=i  p-i 


Les  quantités  (2/?  —  i)  — -  et  f/i  —  (2/?   -  i)]  —   ou  -  —  (2/7  —  i)  — 


prenant  aussi  les  mêmes  valeurs  quand  p  varie  de  i  à  ->  oii  trouve  de 
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même 


n4<^''-'>^]=''"' 


En    faisant  z  =^  o  dans  les  équations   (23),   on  obtient  ensuite  le 
multiplicateur  ^,  et  le  module  k,  des  nouvelles  fonctions  elliptiques 

R 
p=: , 

(-9)     v7M-rn^{(^/^-0^]-    ^'- — '^^^^ 


s     p- 

p=l 


n^'K-'>^] 


pz=i 


Division  de  la  seconde  période  par  un  nombre  pair. 
358.  On  obtient  de  la  même  manière  les  formules       ' 

(3o)  ( 

dans  lesquelles  p  reçoit  les  n  valeurs  consécutives   —  (-—  ii, 
—  I ,  o,  I , . . . ,  -;  on  les  déduit  de  la  première  en  ajoutant  à  z  l'une  des 
quantités -5  — ! ■>  — i ! Par  le  groupement  des  facteurs, 

^  2      22W22W2  or 


I 
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elles  se  mettent  sous  la  forme 


555 


a, 


p  = 


0.(2,  ^')ô'.(o)6"-(o)  P-^ 


(3i)( 


^°-^) 


K^^') 


1 


.,.,-^-^j.,,,. 

'^''3.,,,. 


'■('ï) 


0/2,-)0,(o)ô,(o)e«-='(o)  ^  - 

03(0,     -j  ,..        (  ^3[l3/>-.)-j 


ou 


■32] 


9  (.,  I)  e-(o)  j^q 

et  l'on  a 


-Mz) 

<r 


ii{z)v{z) 


^). 


v{(^.-0,4J 


:33)    X    z,.., 


-g     y?' 


\       '  nj      y?' 
70. 
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On  trouve,  comme  dans  le  numéro  précédent, 

n 

n  " 


M 


n  np-i^i^"'  ~'^'"  n  ^pj^i^i^-^ 


et,  en  faisant  z=  o  dans  les  équations  (3o), 


;35)    s///,  =:../. -n 


62  r^    -''- 


r=' 


359.  Remarque.  —  La  première  des  équations  (26),  dont  on  élève 

les  deux  membres  au  carré  et  dans  laquelle  on  regarde  llz,-)  comme 

une  quantité  connue  etX^(z)  comme  l'inconnue,  est  du  degré  n  par 
rapport  à  cette  inconnue;  les  n  racines  sont  représentées  par  la  formule 

l'^iz  -+- p-U  où  p  reçoit  n  valeurs  entières  consécutives;  la  somme 

des  racines  étant  connue,  il  en  résulte  la  relation 


-'  '•M.^')=(â^' 
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De  la  deuxième  et  de  la  troisième  des  équations  (26)  on  déduit  de  même 

,3,)  ^.(.,i'W(4v  y  ^■(z^f^)-.//.y   '^    -"  !, 


^6' 


p=n~i 


'^«'  <-t)-§.l^h''-. 


g' 


La  considération  du  produit  des  racines  dans  les  deux  premières 
équations  conduit  aux  relations 


p  —  Il — I 


,39,  ,^,'^^^,-,y.y'L    JI    ,^,^„l 

/»  =  » 


p=zo 


Les  formules  (33),  relatives  à  la  division  de  la  seconde  période,  donne- 


raient des  relations  analogues. 


Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  exprimé  les  fonctions  ôlz,  -,  &>'], 
ôlz,  w,  —  J   au    moyen   des   fonctions  0{z,   w,   w').   Les  fonctions 

^(z,  oj,  —  j»  ^Iz,  -,  w' j  s'expriment  par  des  formules  toutes  pareilles 
au  moyen  des  fonctions  ^{z,  w,  w'}. 


Nombre  des  fonctions  provenant  de  la  division  de  l'une  des  périodes  de 
l'un  des  couples  qui  correspondent  à  un  module  donné. 

360.  Nous  savons  qu'à  un  module  donné  k,  le  multiplicateur  g 
étant  supposé  égal  à  l'unité,  correspondent  une  infinité  de  couples  de 
périodes  elliptiques.  Désignons  par  aw,  w'  l'un  d'eux,  par  exemple 
celui  que  nous  avons  déterminé,  au  n°  221,  à  l'aide  d'intégrales  dé- 
finies; tous  les  autres  2a.>,,  oi\  sont  définis  par  les  relations 
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avec  la  condition  (4« -+- i)  (4^'+ 0  —  i6^a'=i  (n°232);  mais  nous 
considérerons  d'une  manière  plus  générale  les  couples  de  périodes 
définis  par  les  relations 

(4i)  ù)  :^  (2a -+- i)w, -h  260/,,     w' --'aa'w,  H- (26' H- i)w'i> 

avec  la  condition 

(42)  (2rt-^l)(26'-+-l)  —  4ftrt'::^^i; 

car  les  fonctions  X(z,  w,,  w'J,  qui  leur  correspondent,  sont  égales  à 
d-  X  (z,  w,  co')  et  ont  pour  modules  ±  ky  de  sorte  que  les  polynômes  ^ï  qui 

entrent  dans  les  expressions  des  fonctions  X(z,  —  ?  w',  J  >  xfz,  w,,  —  ) 

renferment  la  même  fonction  donnée  X^(2,  ^),  la  même  constante  ^^ 

€t  ne  diffèrent  que  par  la  valeur  de  l'une  des  constantes  X'^  y--,  ky 

XM— 5^J,  X^(— 5^),  X^l--.  ^j.  Dans  ce  qui  suit,  nous  ne  distin- 
guerons pas  deux  fonctions  égales  et  de  signes  contraires,  ou  ayant 
leurs  modules  égaux  et  de  signes  contraires. 

Nous  remarquerons  d'abord  que,  lorsque  n  est  impair,  la  division 
de  la  seconde  période  donne  les  mêmes  fonctions  que  celle  de  la  pre- 
mière; car  deux  couples  de  périodes  satisfaisant  aux  relations  (40 
sont  liés  par  des  relations  de  même  forme 

Wj  —  (  2  «I  -+-  I  )  &)|  -f-  2  6,  C.)', ,       w'j  --=  2  rt'i  C0|  +  (26',+  I  )  &)',  , 

avec  la  seule  condition  (201   t- i)  (26'^-+- i)  —  4^i  «i  ~  •;  d'où 

0),  H-  2 0,  —  1      CO j  =r  2 a  w,  4-  (20,  -—  ï)n  — -  • 


n  n 


Pour  que  les  deux  fonctions  "klz,  —,  w'^  J»  x(z,  w,,  —  ]  soient  dans  un 

rapport  constant,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  2a,  -h  i  soit  divisible 
par  n,  ce  qui  est  impossible  quand  n  est  pair;  lorsque  n  est  impair  et 
égal  à  2m  -f-  I ,  il  suffira  de  prendre  a,  —  b,  =  m,  a,  =  b\  =  —  m;  les 
deux  fonctions  seront  alors  égales  et  leurs  modules  égaux  ou  égaux  et 
de  signes  contraires. 

361.  Proposons-nous  maintenant  de  chercher  le  nombre  des  fonc- 
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lions  X  (z,  w,,  —  )»  quand  /i  est  impair.  Les  relations  (4»)  renferment 

quatre  nombres  entiers  2a-\-i,  h,  a',  26'-+-!,  assujettis  à  la  seule 
condition  (42).  Considérons  tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  dans 
lesquels  le  plus  grand  commun  diviseur  de  aa  -h  1  et  n  soit  un  même 
nombre  n'\  posons  n  =  n'n'\  2a  +  i  =  7z'(2«,  -+-  i),  les  nombres  n" 
et  2a,  -h  I  étant  premiers  entre  eux.  La  première  des  relations  (40 
devient 

— -  =:  (aa,-t- i)o),-î- an  b-^- 
n  n 

Puisque  les  nombres  2a,  -h"  i  et  t\n"b  sont  premiers  entre  eux,  on  peut 
déterminer  deux  nombres  entiers  a"  et  26"-+- 1  satisfaisant  à  la  con- 
dition , 

(43)  (îfl,  -+-i){26"-f  1)— 4n"6a".^i. 

D'après  cela,  si  Ton  pose 

n 

»■ 

on  voit  que  le  couple  des  périodes  w, ,  — ^  est  équivalent  au  couple  —  •>  œ", 
et  que  la  fonction  Xfz,  w,,— )  est  égale  à  driXiz,  —,->  w"j  •  Des  rela- 
tions (42)  et  (43),  retranchées  membre  à  membre,  on  déduit 

(2«,  +  i)[26"-M  -  n'(26'+ i)]  z=  46(n"rt''-  «'), 

et  par  suite 

i   n''a"  —  a'—{1a^-\-  \)t, 


(44, 

^^^'  {   ib"  •r-i  —  n'{ib'^i)^^bt, 

t  étant  un  nombre  entier.  Si,  dans  la  valeur  de  w",  on  remplace  a"  et 
2è"-i-i  par  leurs  valeurs  tirées  de  ces  deux  équations,  on  trouve 

w'-i-2/  — 
W"=— ,  +  2f--- • 

n  n  n 

Ainsi  toutes  les  fonctions  provenant  de  la  division  par  n  de  la  seconde 
période  des  couples  qui  sont  fournis  par  les  systèmes  de  nombres  en- 
tiers, dans  lesquels  le  plus  grand  commun  diviseur  de  2a-i-i  et  n 
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est  égal  à  un  même  nombre  n' ,  sont  comprises  dans  la  formule 

(45)  Xf^,  &),,^)  ==hX\  z,  ^ 


n  I  \      w  n  / 

On  pourra  effectuer  l'opération  à  l'aide  de  deux  divisions  successives. 
Onexprinierad'abordXfz,  ^7  w'j  par  une  fraction  rationnelle  en  X(2,w,w') 

du  degré  n',  puis  X\  s, -^j — ~- J  par  une  fraction  rationnelle  du 

degré  n"  en  liz,  — ,?  w'-f-  it—A  ou  X(z,  —,i  w')  • 

362.  Nous  remarquons  que  les  trois  nombres  n',  n",  l  n'ont  pas  de 
facteur  commun;  car,  si  cela  avait  lieu,  d'après  la  seconde  des  équa- 
tions (44)»  ce  facteur  commun  diviserait  2 è"+  i  et,  par  suite,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (43),  ce  qui  est  impossible.  On  en  conclut 
que  le  nombre  entier  t,  qui  entre  dans  la  formule  (45),  n'est  pas 
arbitraire;  il  doit  être  premier  avec  le  plus  grand  commun  diviseur  à 
des  deux  nombres  n'  et  n" .  Nous  allons  voir  qu'on  peut  lui  attribuer 
une  valeur  quelconque  première  avec  c?.  L'équation  (42)  est  une  con- 
séquence des  équations  (43)  et  (44)-  Étant  donné  le  nombre  entier  / 
premier  avec  c?,  proposons-nous  de  déterminer  six  nombres  entiers 
2«,  H-  r,  6,  «',  26'-+- 1,  a'\  ih" -^  i  satisfaisant  aux  trois  équations  (43) 
et  (44).  et  tels  que  2«,  -t- 1  soit  premier  avec  n".  Les  deux  équations  (44) 
donneront  immédiatement  les  deux  nombres  entiers  a'  et2è"+  i ,  quand 
les  autres  seront  connus;  l'équation  (43),  dans  laquelle  on  remplace 
2 6" 4-  I  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde  des  équations  (44)»  devient 

(46)  /l'(2rt,  -4-l)(26'-f-l)  -4/l"6a"z^I-4/(2fl,  -|-l)^>; 

le  premier  membre  étant  divisible  par  è,  le  second  membre  l'est  aussi. 
En  appelant  i  le  quotient  entier,  on  a  la  relation 

(47)  4<(2a,  H- i)6-i-ôi'=--i; 

et  l'équation  (46)  se  réduit  à 

(  48  )  w',  (  2  a,  -M  )  (  2  6'  -I-  I  )  -  -  4  ;?.",  hci!'  .=  /'. 
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n\  et  n\  désignant  les  quotients  premiers  entre  eux  des  nombres  n' 
et  n"  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  5.  La  question  revient  à 
trouver  des  nombres  entiers  satisfaisant  aux  deux  équations  (47) 
et  (48).  Les  nombres  donnés  ^t  et  ^  étant  premiers  entre  eux,  on 
peut  déterminer  des  nombres  entiers  x  et  t'  satisfaisant  à  l'équation 
^tx  +  ât'—i.  Prenons  l'un  quelconque  des  nombres  x;  décompo- 
sons-le en  un  produit  de  trois  facteurs  :  l'un  x\  formé  des  facteurs 
premiers  qui  entrent  dans  n\;  le  deuxième  x",  des  facteurs  premiers 
qui  entrent  dans  n\^  quels  que  soient  d'ailleurs  leurs  exposants;  le 
troisième  y,  des  facteurs  premiers  étrangers  à  n\  et  à  n^.  En  faisant 
2«,  -h  i  =  x',  b  =  x"y,  nous  aurons  deux  nombres  premiers  entre  eux 
et  satisfaisant  à  l'équation  (47)>  avec  la  valeur  correspondante  de  f; 
en  outre,  d'après  cette  relation,  le  nombre  2a,  +  i  est  premier  avec  â; 
comme  il  l'est  déjà  avec  n\ ,  il  l'est  aussi  avec  n";  d'ailleurs  b  est  pre- 
mier avec  n\.  Les  deux  nombres  n\(2af  +  i)  et  l\n\b,  ainsi  formés, 
étant  premiers  entre  eux,  on  peut  déterminer  deux  nombres  entiers 
2^'  -h  I  et  a"  vérifiant  l'équation  (48). 

363.  A  l'inspection  de  la  formule  (45),  on  voit  immédiatement  que 
deux  valeurs  de  t  dont  la  différence  est  un  multiple  de  n"  donnent  la 
même  fonction;  d'ailleurs,  pour  que  deux  de  ces  fonctions  soient  dans 
un  rapport  constant,  il  est  nécessaire  que  leurs  périodes  soient  équi- 
valentes, ce  qui  exige,  puisque  le  rapport  —  est  imaginaire,  que  la 

différence  des  deux  valeurs  de  t  soit  un  multiple  de  n".  Si  donc  on  ne 
regarde  pas  comme  différentes  deux  fonctions  égales  et  de  signes  con- 
traires, on  pourra  dire  que  le  nombre  des  fonctions  qui  correspondent 
à  un  plus  grand  commun  diviseur  n'  entre  aa  +  i  et  /i  est  égal  au 
nombre  des  nombres  inférieurs  à  n"  et  premiers  avec  5,  n"  étant  le  quo- 
tient de  n  par  n'  et  ù  le  plus  grand  commun  diviseur  entr^  n!  et  n". 
On  procédera  de  même  pour  chaque  diviseur  du  nombre  n.  Le  raison- 
nement précédent  montre  que  deux  fonctions  qui  se  rapportent  à  deux 
diviseurs  différents  ne  sont  pas  dans  un  rapport  constant.  En  prenant 
successivement  tous  les  diviseurs,  on  obtiendra  ainsi  toutes  les  fonctions 


X(z,a),,'^ 
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Nous  avons  divisé  par  n  la  seconde  période;  on  opérerait  de  même 
la  division  de  la  première  période.  Tous  les  systèmes  de  nombres  entiers 
satisfaisant  à  la  relation  (42),  et  dans  lesquels  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  26'+  i  et  n  est  n\  donnent  des  fonctions  représentées  par 
la  formule 

(49)  x(.,^.„;).-±.(^.,-^^,^;, 

dans  laquelle  t  désigne  encore  un  nombre  entier  premier  avec  <?;  mais 
nous  avons  vu  que  ce^  fonctions  sont  les  mêmes  que  les  précédentes. 

Dans  le  cas  particulier  où  n  est  premier,  il  n'y  a  que  deux  hypothèses 
possibles,  soit  /i'=  n,  tï'  —  \,  soit  7i'=  i,  «"=  n.  Si  l'on  divise  la  se- 
conde période,  la  première  hypothèse  donne  la  fonction  X(z,  -5  w')»  la 


0) 

n 

-+■  2<6) 


(co' 
Z,  W,  — 

OÙ  l'on  attribue  à  /  les  /i  valeurs  o,  i,  2,. . . ,  ti  —  i,  ce  qui  fait  en  tout 
n  -h  I  fonctions  différentes.  Si  l'on  divise  la  première  période,  la  pre- 
mière hypothèse  donne  la  fonction  X(z,  w,  —  ji  la  seconde  les  n  fonc- 
tions X(z,  ^- ^j  w'jj  ce  qui  reproduit  les  mêmes  fonctions  dans 

un  autre  ordre. 

364.  Considérons  actuellement  le  cas  où  le  diviseur  n  est  un  nombre 
pair,  que  nous  représenterons  par  2^^,,  n^  étant  impair.  Divisons 
d'abord  la  seconde  période.  En  posant  /i,  =  t\!t^'  et  appelant  ^  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  ri  et  ri\  on  démontre,  comme  précédem- 
ment, que  les  systèmes  de  nombres  entiers  satisfaisant  à  la  relation  (42), 
et  dans  lesquels  le  plus  grand  commun  diviseur  de  2«H-  i  et  n  ou  «, 
est  égal  à  ri ^  donnent  les  fonctions  comprises  dans  la  formule 


(50) 

où  t  désigne  un  nombre  entier  premier  avec  à.  En  divisant  la  première 
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période,  on  arrive  de  même  à  la  formule 


(5.)  l[z,^,,J.)=±\z.  "     " 


2"W" 


t  désignant  toujours  un  nombre  premier  avec  &.  Les  fonctions  repré- 
sentées par  ces  deux  formules  sont  différentes.  Le  nombre  des  fonctions 
données  par  chacune  d'elles  et  se  rapportant  à  un  plus  grand  commun 
diviseur  n'  est  égal  au  nombre  des  nombres  inférieurs  à  îa*/i"  et  pre- 
miers avec  $. 

Nous  avons  vu  (n° 236), que,  si  2&),  w'  sont  des  périodes  elliptiques 
de  la  fonction  X(z,  ^),  la  fonction  ^{z,  k')  admet  les  périodes  elliptiques 
—  2&)'i,  wi.  En  comparant  les  formules  des  n°*  349  et  351,  357  et  358, 

on  reconnaît  que  les  deux  fonctions  Xf^,  w,  --)>  XU, 5  wn  ont 

des  multiplicateurs  égaux  et  des  modules  complémentaires,  et  de  même 

les  deux  fonctions  X(z,  -\  «')»  X(s,  —  w't,  —  j- 


•  Division  par  deux. 

365.  D'après  leur  définition  par  les  formules  (6)  du  n°  74,  les  va- 
leurs des  fondions  C(z)  pour  une  valeur  de  z  de  la  forme2  =  «w  h-6u', 
a  et  è  étant  des  constantes  quelconques,  sont  des  fonctions  de  la  quan- 

tité  imaginaire  p  =  -  ;=  r  -f  siy  dans  laquelle  le  coefficient  s  est  positif 

et  différent  de  zéro  ;  si  l'on  représente,  à  la  façon  ordinaire,  la  variable  p 
par  un  point  du  plan  ayant  pour  coordonnées  r  et  s,  ces  valeurs  des 
fonctions  Q  sont  des  fonctions  holomorphes  de  p  pour  toute  la  moitié 
du  plan  située  au-dessus  de  l'axe  des  x.  Les  quantités  sjk  et  sjk',  dé- 
finies par  les  formules  (17)  du  n^  76,  sont,  d'après  cela,  des  fonctions 
holomorphes  de  p;  en  considérant  leurs  expressions  en  produits  par  les 
formules  (29)  et  (3o)  du  n°  205,  on  voit  que  leurs  racines  carrées  sont 

71. 
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elles-mêmes  holomorphes  par  rapport  à  p;  nous  poserons 

l-^qim-l  .^^    j  —  g(2m— i)rfi 


^^=nfT;i=rr=n; 


f-  flfî»'-"        J.X  1  4-  e(''""-','"f' 


Voici  d'autres  fonctions  holomorphes  de  p  qui  nous  seront  utiles  : 
i"  Si,  dans  les  formules  (i3)  du  n°  75,  on  fait  z  =  —  -U  on  trouve 


d'où 


°'',i)=ni)'  Hfy=n4" 


(?)=^'  ^(i)=^"(ï)'  Kî 


I  +  /f' 


En  définissant  le  radical  \j\  +  k'  au  moyen  de  X  (7  l?  on  a 
(53)  xf^)==-_=L=,      J^\  =  -iL.,      vf^'i^v/P. 


En  définissant  sjx  •-  k'  par  la  relation  sj  \  —  k'  -><  sj i  -{-  k'  —  k,  on  en 
déduit 

•  f,,,     ./ti)       w'\  1  /w      w'\       —i\JI('  /co      m'\  .  rr, 

54       >    -+  —    — ,      a    -  +  —    =     — — ^      V    7+—     ^-iV'^'r 

\4        2;       i/,_/f'       ^\4       2/       ^i-A"  \4       2/ 


2''  Si,  dans  les  formules  (i4)  du  n°  75,  on  fait  z  =  —  ^^  on  trouve 
d'où 
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6/ 


En  définissant  le  radical  \'i  -hk  par  la  valeur  de  v  ( -j  j  ?  on  a 


'-'     Kf)=i'  Kt)-t'  "(f)=^-^- 


En  définissant  \Ji  —  k  par  la  relation  v^i  —  ^  x  y/i  +  ^  —  ^',  on  en 
déduit 

3°  Si,  dans  les  formules  (i5)  du  n°  75,  on  fait  z  —  -   -  ,— »  on 
trouve 

d'où  Ton  déduit 
et,  par  suite, 


K^-)  =  ' 


A-  -4-  /^' 


A- 


En  définissant  le  radical  \jk  -\-  ik'  au  moyen  de  X  (— 7— )  '  on  a 


/ir   N  ^/&>+«'\       s/f>-hi/>'        /ro+6)'\  /A'    -V       /&)+«'\        /y-,  ,7 ^,   -7 


En  définissant  \Jk  —  ik'  par  la  relation  \/k  —  iX:'  x  yjk  -+-  ik'  =  i ,  on  en 
déduit 

(58)    x("-^)  =  ^^,    ^(rr)  =  \/P'    v(^')=^V*^eT. 
366.  Divisons  maintenant  par  deux  la  première  période.  Les  for- 
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mules  (29)  du  n''  357  donnent 

(59)  §='  +  ''■'•     ^'''^s/t^' 

et  les  formules  (26)  du  n°  356  se  réduisent  à 

o,\  _  i_(,4-/r')A»(2) 


(bo)  ."U» 


V     z 


2 /  v(z) 


2/  V(Z) 

D'aprèfe  la  dernière  de  ces  formules,  on  a 


iiTBo;} 


«  .  =  V  (  -7  »  - 


42/         I  -H  /<' 

La  quantité  y/^^  est  la  fonction  holomorphe  de  p  que  l'on  obtient  en 
remplaçant  p  par  2/3  dans  l'expression  de  sjk';  d'autre  part,  en  vertu 

\/2  \jl? 

de  ce  qui  précède,  la  quantité  -^-=^=^=  est  une  fonction  holomorphe 

de  p;  ces  deux  fonctions  ont  des  valeurs,  réelles  positives  et  égales, 
pour  toutes  les  valeurs  de  p  de  la  forme  p  =  .«;  leur  rapport  est  aussi 
holomorphe,  et  conserve  une  valeur  constante,  quand  la  variable  p 
décrit  la  partie  positive  de  l'axe  des  j;  on  en  conclut,  d'après  le  corol- 
laire du  n°  114,  qu'il  reste  constant  dans  tout  le  demi-plan.  On  a  donc, 
pour  toutes  les  valeurs  de  p  dans  lesquelles  s  est  positif, 

(6.)  Vï'i=-^^,- 

•  • 

Des  formules  du  n°  205  on  déduit,  par  un  raisonnement  analogue, 

8(0)9,(0)  ■    ë',(o)9,(o)       ^fV  «•"' 
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et  les  formules  (24)  du  n*'  356  deviennent 


\  ''{''  i)  =  V  \/^  [/mPe'iz)-^T--nP6'Az)]. 
367.  En  divisant  par  deux  la  seconde  période,  on  a  de  même 

(63)  ^'  =  .  +  /.-,    v/â;  =  v/I^,    ^/^  =  ^, 

.^,.  )        /        6,'\  tx(z)v(z) 


(^■^)-T 


)_ 

i  —  If}?{z) 


k'K'[z) 
On  a  aussi 


4i)  ^ifcl)  ^i /z 

9,(0)  03(0)        e\{o)0{o)       ^Â^VéT^' 


d'où 


(65) 
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368.  Remarque  I.  —  De  la  division  par  deux  de  l'une  des  périodes, 
M.  Hermite  {Comptes  rendus,  i863)  a  déduit  des  formules  qui  donnent 
immédiatement  les  expressions  en  séries  de  sjk  et  de  sjk'  trouvées  par 
Jacobi.  Si  l'on  considère  les  fonctions  0  formées  avec  les  deux  con- 
stantes w  et  w  +  cù',  d'après  les  formules  (52),  la  quantité  v^^  devient 


s/. 


77     «t  , 

_e'«',  et  les  formules  du  numéro  précédent  donnent 

k' 


(G6) 


les  fonctions  0  des  seconds  membres  étant  celles  qui  sont  formées 
avec  00  et  w'.  A  l'aide  des  deux  premières  formules  de  chacun  des 
groupes  (62),  (65)  et  {^^)i  on  obtient  les  expressions  suivantes  des 
fonctions  elliptiques  ;  ' 


(6,)  /M^,  „,.')  =  ^P    -|         /    =^i^       —  ' 

*     ^  0  ^2,  -,  &yj  '  0^1  z,  M,  —  \ 


[  w-f-w'\ 

2,  C.J, ) 


0)' 


Si,  dans  les  formules  (8)  du  n°  74,  on  remplace  q  par  l'une  des  quan- 
tités q-^  \jq,  i\lq,  et,  dans  le  premier  cas,  «  par-,  on  obtient  les  dé- 
veloppements des  fonctions  0  relatives  aux  trois  couples  de  constantes 
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1-1  w'j»  (w,  —  j ,  (co,  ''^     "  j  •  En  faisant  ensuite  z  =  o  dans  les  deux 
dernières  des  équations  précédentes,  on  trouve 


(6») 


V¥ 


n(n  — il      n(n— i) 


n{n  —  i)     n'n — i) 


I  H-  2%    (—  l)"^*" 
^(_,)«-.(2n-l)/ 


'sjk' 


Î< 


nfn-t-t) 


ii(ii-i) 


-I)     -     {'xn-\)q 


Y  (— i)''-'(2n  —  i)gM«-i) 

v^A» -^2v/2ç'*  — ;î;1 

—  >(—•)       '        (2/1-  l)7       ' 


Des  formules  précédentes  on  déduit  aussi  les  expressions  de  cer- 
taines fonctions  méromorphes  considérées  au  n**  226, 

/a(2,  2&),  w') 


^[i  +  X(z,  w,  w'j]  [i  -t-  /rX(z,  w,  w')]=  X(z,  2w,  w')  + 


V(2,  2  0),  &j') 


/i :; r-^v -7-^^ Tô  /  /.        A-'Afz,  2M,  w') 

V[i  +  X{z,  &),  &)')]  [i  — /r^(z,  w,  &)')]  =  /ui(z,  2w,  w')H — —' 

V\^Zf   2  Ci),  (t)   j 


369.  Remarque  IL  —  Concevons  que  l'on  divise  la  première  pé- 

72 
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riode  plusieurs  fois  successivement  par  deux  et  appelons  kc,,  k^,..., 
les  modules  des  fonctions  elliptiques  correspondantes.  En  rempla- 
çant q  par  q-'"  dans  la  secondé  des  formules  (52),  on  obtient 


^*û  =  nT 


.(jn  —  I  j  ?" 


L'exposant  (2/2  -  1)2'",  dans  lequel  n  et  m  sont  quelconques,  dési- 
gnant tous  les  nombres  pairs,  on  en  déduit 


v/^;/^>;-..-nr-f^ 


et,  en  vertu  des  formules  du  n°  205,  où  l'on  fait  ^  —  1 , 


En  remplaçant  k'.^,  k'. , . . .  par  leurs  valeurs  données  par  la  formule  (61), 
on  a 

\^)  ~F'  v^'  "i~+7r;  r+^A^;  T+7f;  '  "  ' 

et,  en  divisant  membre  à  membre  cette  équation  par  la  précédente, 

r,\  9.  o.  o.  o. 

(70) 


Si  l'on  pose 


TT       I  +  k'  1  -f-  A'    1  -H  A'    I  -F  A' 


«1  -f-  6.       /         / — r 

2 

«I  -i-  62  , 
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on  a  successivement 


a,            2 

^'  -  If' 
a-,           2 

b,        ., 

«,                 2 

at         l  ~r 

k'' 

a,       1  -H 

k\' 

a,  ~  n-  A', 

et  la  relation  précédente  devient 

,      .                                                  (ti       a,  a,  n-, 
(71)  -  = 

7r  flj   «3   CTi 


On  en  conclut,  comme  Ta  observé  Gauss,  que  les  quantités  a  tendent 
vers  une  limite  égale  à  -•,  lesquantitésôtendent  vers  la  même  limite. 
Dans  la  formule 


"='  I -t- 2 </'"-' CCS  ^ — - -h  qH^-) 
v(z,«,co')=:v'Fr[ 


0) 


«=.   I  —  2fl'"-'  CCS  -       -f-  o*('»-'J 

déduite  des  formules  (20)  du  n°  202,  remplaçons  q  successivement 
par  q-,  q\  q^,. . .,  sans  changer  w,  et  faisons  le  produit  des  fonctions 
ainsi  obtenues;  nous  aurons 

"=^    1  -f-  2fl'"C0S r-  </'" 

.      v(z,  w,  2a)')v(z,  w,  4û>)')  .  .  .=  -  \/k'  TT 


1  —  2^2"  ces  —  4-  g" 


et,  par  suite, 


72  v(z,  o),2&i'  v(z,o),  4o)'  .  .  .=  -lang—  -'5-- — -^. 


Équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi. 

370.  Si  dans  les  formules  (8)  du  n"  74  on  regarde  w  comme  une 
fonction  arbitraire  de  q,  les  quatre  fonctions  9{z,  w,  w')  deviennent 
des  fonctions  des  deux  variables  indépendantes  z  et  q,  et  d'après  le 
calcul  du  n**  289,  elles  satisfont  à  une  même  équation  aux  dérivées 
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partielles 

^u  f,\'    yu       c?logco    ^u 

On  obtient  les  fonctions  Olz,  -,  w'j  en  remplaçant  dans  ces  for- 
mules (8)  co  par  -  etq  par  q"  ;  en  regardant  encore  w  comme  une  fonc- 
tion arbitraire  de  q,  le  même  calcul  montre  que  les  quatre  fonctions 
dlz,  -j  w'j  vérifient  l'équation 

On  obtient  les  fonctions  6  Iz,  co,  —  j   en  remplaçant  dans   les  for- 

mules  (8)  y  par  q";  on  reconnaît  de  la  même  manière  que  les  quatre 
fonctions  0  Iz,  w,  —  J  satisfont  aussi  à  l'équation  (2). 

Supposons  maintenant  que,  dans  toutes  les  fonctions  précédentes, 
w  soit  la  fonction  de  q  définie  par  la  formule  (3i)  du  n°  205,  où  l'on 
fait  g=  i-  Appelons  k  le  module  de  la  fonction  l{z,  w,  w'),  lequel  est 
donné  par  la  formule  (29)  de  ce  même  numéro.  Nous  pouvons  inver- 
sement regarder  q  comme  une  fonction  de  k;  alors  w  est  une  fonction 

de  ^,  et  les  fonctions  Ô(z, -)  w'1 ,   5(z,w,  —  )  sont  des  fonctions  des 

deux  variables  indépendantes  z  et  k.  Les  quantités  w  et  w'  sont  aussi 
déterminées  par  les  intégrales  définies  (3)  et  (5)  du  n**  221,  où  l'on 
fait  ^=  I,  et  elles  satisfont  aux  relations  (33)  et  (34)  du  n°  279.  A 
l'aide  de  ces  relations,  nous  avons  opéré  le  changement  de  variable  au 
n*^  289;  l'équation  (2)  devient  ainsi 

(3)  --  +  2n(A-^-H)z-+.n/r/.'^^-o. 
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Désignons  par  'f ,  ç?,,  92.  93.  soit  les  quatre  fonctions 

,,,    .^i}^^{''t)     _:Li^^^'(^'^)     ^"jui^^'^t)     _'iiii.'^^ ("'';;) 

0(o,  w)  9,(0,  w)  0,(0,  co)  03(o,w) 

soit  les  quatre  fonctions 

--/îM)        -^'^'(''^)        -"-l'-l'^'(''^)        -"Jl£.'^'("'^) 
^    '     ^      '     0(o,co')'    ^      '     0',(o,w')'    ^      '     0.(o,w')'    ^      '      03(o,w')' 

ces  fonctions  9  joueront  le  même  rôle  que  les  fonctions  Al(z);  en  ré- 
pétant le  calcul  du  n°  290,  ou  trouve  qu'elles  satisfont  aux  équations 

I  ^-  4-  ^nk'z  ^'  -+-  2«/r/f"  ^-  +  (n/»"  -^-  n'/r'z')o.  =  o, 
1    ^z*  Dz  D/r       ^  y  .  > 

(6)  { 

^'  -t-  2«A-'z  ^'  -h  a/iÂ A'=  ^-  H-    { n    -f  n'Â'zM  ©,  =  o, 

-T-^-  +  2«A»z  ^'  -h  an/. A-'^  '-^'  4-  (  nh  •    i-  w'A^z'  )  93  =  o, 
Dz*  Dz  D/f  /T.»        » 

et,  par  conséquent,  les  quatre  fonctions 

(7)  U  =  9(z),     U.  =  ^/I-cp.(z),     U.=  y^p9.(2),     U3  =  -Lç3(z)  • 

vérifient  la  même  équation  différentielle 

(8)  ^  4.2„/,»a^+2«M"^+n'A'z'U  =  o. 
t>z*  Dz  DAr 

Cette  équation  ne  diffère  de  l'équation  (27)  du  n°  339  qu'en  ce  que 
n^  est  remplacé  par  n.  Il  en  résulte  que  les  quatre  fonctions 

(9)         ^""Âi"(Tj'   ^'""ÂHT)'   ^'^xWzY   ^^""âitT) 
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satisfont  aux  équations  aux  dérivées  partielles 


-  2n/r/r'  ^-J  -  nin-i)U,  -  rW  z=  o, 


-■■^■■Li/'itiy, 
que  l'on  déduit  des  équations  (34),  (36)  et  (38)  des  n""*  340  et  341,  en 
remplaçant  n^  par  n. 

371.  Ces  quatre  fonctions  V  ont  pour  expressions,  à  l'aide  des  6, 

\  ^'-        6"iz)       '      '-        e"{z) 

s'il  s'agit  de  la  division  de  la  première  période,  et  des  expressions 
toutes  pareilles  s'il  s'agit  de  la  seconde  période. 

Lorsque  n  est  impair,  on  a,  d'après  les  formules  (3)  du  n°  349,  et 
en  vertu  des  relations  du  n"  205, 

(.4)  v=y/||i.,  v^ysp.,.,  v.ygï..,.  y.=/è,,. 

On  a  aussi 
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et,  par  suite, 

(i5)      Y,(x]  =  (-ifr:rny(^yy      V.(r)=rv(~),     V3(0-/"v(yV 

Pour  avoir  les  quatre  polynômes  ^J^,  il  suffira  donc  de  calculer  le  poly- 
nôme V(a;),  qui  est  pair  et  du  degré  /i  —  i .  Si  l'on  pose  Y  =  la^'"^ x^'" , 
l'équation  différentielle  (lo)  donne  une  relation  linéaire 

(16)     <  .  «a 

(  -h  {n  —  im -\- i)(n  —  7.171 -h- •2)a^"'-'^  =  0 

entre  trois  coefficients  consécutifs.  Le  premier  coeffîcientest«^"^  =  i/  ^p  > 

(-—)       •  "--'  o-»  /(>  If- 

le  dernier  a^  '  ''  —  (—  i)  '   t/^'     /  • 

L'équation  (35)  du-n®  279,  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 


w 


,0)  7.TII     ,j 


M  h  h' 


a  été  établie  en  supposant  le  multiplicateur  égal  à  l'unité;  si  le  multi- 
plicateur est  égal  à  g^  cette  équation  devient 


,    ,  ,0/  27ri    ,. 

ff^oi^a  --  —  —  ,-y—  dk. 


En  y  remplaçant  w  par-j  on  a 

6?6/  o.mzi 


S\'^''7l:=-   TTiTififf^y 


r/&)  /r,  k\ 

d'oïl  l'on  déduit 

nkk'^  dk, 
kTk^  dk 


(^1)  ï;1 


Pour  effectuer  le  calcul  des  polynômes  (J?  par  cette  méthode,  il  faudra 
se  servir  de  l'équation  algébrique  qui  existe  entre  les  modules  k  et^,, 
équation  dont  il  sera  question  plus  tard. 
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CHAPITRE  Y. 

DIVISION    DE    l'argument    DANS   LES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 


372.  C'est  la  question  inverse  de  celle  qui  a  été  traitée  dans  l'avant- 
dernier  Chapitre.  Nous  avons  trouvé  les  expressions  deX(nz),  iJ,{nz), 
v(nz)  en  fonction  de  X(z),  fji.(z),  v(z).  Proposons-nous  maintenant, 
connaissant  l'une  des  quantités  X(«z),  [k{nz),  v{nz),  de  trouver  X(z), 
p,(z),  v{z).  Quand  on  donne  ij.{nz)  ou  v{nz)  et  que  l'on  cherche  11(2) 
ou  v(^),  l'équation  est  du  degré  n'-;  si  n  est  pair,  elle  s'abaisse  au 
degré  moitié;  mais,  quand  on  donne  l{nz)  et  que  l'on  cherche  X(z), 
l'équation  est  du  degré  n-  si  n  est  impair,  du  degré  271^  si  n  est  pair; 
dans  ce  dernier  cas,  l'équation,  ne  contenant  que  des  puissances  paires 
de  l'inconnue,  s'abaisse  au  degré  n^. 

Lorsque  la  quantité  donnée  est  prise  arbitrairement,  les  racines  de 
l'équation  sont  toutes  différentes.  Supposons  que,  n  étant  impair,  on 
donnej  =  ^{nz)  et  que  l'on  cherche  œ  ~  X(2);  l'inconnue  est  donnée 
par  une  équation  du  degré  n^ 

(i)  .        jP  — .rP,  —  o, 

dans  laquelle  P  et  P,  désignent  des  polynômes  entiers  pairs  en  x  du 
degré  n-  —  i ,  et  que  l'on  sait  former,  par  un  calcul  de  proche  en  proche, 
d'après  la  méthode  d'Abel  (n°  338),  ou,  directement,  par  celle  de  Jacobi 
(n°  342).  A  une  valeur  de  y  correspondent  les  valeurs  de  àz, 

nz  -j-  "zpo)  -j-  q(à\     n(ù — nz -{- y.pcù  +  qoi', 

et,  par  conséquent,  les  valeurs  de  œ, 

A[z  +  2p-  +  n -— ] ,     Aw— z-f-2» — f-a  — 
\  ^  n       ^  n  \  ^  n       ^  n 
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p  et  q  étant  deux  nombres  entiers  quelconques;  mais  les  valeurs  de  œ 
données  par  cette  dernière  formule  sont  égales  à  celles  que  fournit  la 
première;  on  en  conclut  que  les  n-  racines  de  l'équation  sont  repré- 
sentées par  la  formule 

(2)  X  —  llz-h  -zp-  -}-  q  — 

dans  laquelle  chacun  des  deux  nombres  p  et  g  reçoit  n  valeurs  en- 
tières consécutives.  Nous  leur  attribuerons  les  valeurs ^^i-     ■, 

2 

n  —  I 
-  I,   O,    I,...,    — ^ 

Pour  que  deux  valeurs  de  x  soient  égales,  il  faut  que  la  somme 
de  leurs  arguments  2z  -h  2{p  -\- p')-  -^  {ç  +  q')—  soit  de  la  forme 
(am-hijcj+m'w',  ce  qui  exige  que  tiz  soit  de  la  forme  (2/w,-i-i)-  -hm',— 
et,  par  conséquent,  que  y  soit  égal  à  ±:  i  ou  à  zb  y 

Pour  voir  ce  que  deviennent  les  racines,  nous  distinguerons  deux 
cas,  suivant  que  le  nombre  entier  ~  est  pair  ou  impair.  Dans  le 
premier  cas,  lorsque  j  =  i ,  l'une  des  valeurs  de  nz  est 


1 W  =  )      a  ou        2=r-, 

222  2 


et,  par  suite, 


.  =  .(!> 


W  6) 

2p  -      +0    - 

*       n  *      rt 


la  combinaison/?  =  0,  g  =  o  donne  la  racine  simple  oo  —  i;  deux  va- 
leurs égales  et  de  signes  contraires  de  la  quantité  2/?  — ^  g  --  donnant 

la  même  valeur  de  x,  toutes  les  autres  racines  sont  doubles  :  on  en 
conclut  que  le  polynôme  P  —  a?  P,  est  égal  au  produit  de  1  —  oo  par  un 

polynôme  carré  parfait.  Lorsque  j  =  v>  l'une  des  valeurs  de  nz  est  de 
la  forme 

&)  +  &)'         n — I  ,            ,.        w(&j-+-o/)        -,   ,              w -4- 0)' 
f-  (w  -I-  w')=  — ^ -i     d  ou     z  =  1 


73 


S78  LIVRE  VII.   -  CHAPITRE  y. 

et,  par  suite, 

07  =r  /  I  — -h  2p h  q  — 


la  combinaison/?  =  o,  ^^  —  o  donne  la  racine  simple  x  =  -r'-,  toutes  les 

autres  racines  sont  doubles  :  on  en  conclut  que  le  polynôme  P  —  kxV,, 
est  égal  au  produit  de  i  —  koo  par  un  polynôme  carré  parfait.  Nous 
remarquons  que  si,  dans  l'équation  (i),  on  remplace  j  par  —y,  les 
racines  de  la  seconde  équation  sont  égales  à  celles  de  la  première  et  de 
signes  contraires.  Les  cas  où  la  quantité  donnée  y  est  égale  à  —  i  ou 

à  —  ^-  se  ramènent  ainsi  aux  précédents.  11  en  résulte  que  les  deux 

polynômes  pairs  P  et  P,  satisfont  aux  deux  identités 

(3)  P-^P,  =  (i-a7)G:,     P-^^P,  =(i-/ra;)Hï, 

G,  et  H,  étant  des  polynômes  entiers  en  x  du  degré >  et  à  celles 

qu'on  en  déduit  en  remplaçant  œ  par  —  x. 
Lorsque  le  nombre est  impair,  on  a  les  deux  identités 


(3')  P-^P,=rr(i-f-^)Gî,     P~/r^P.=^(i  +  /r^)H;. 

La  considération  des  équations  qui  donnent  p-iz)  ou  v(z),  quand  on 
connaît  i)\nz)  ou  v{nz)y  conduit  à  des  résultats  analogues.  La  pre- 
mière admet  des  racines  égales,  lorsque  la  quantité  donnée  i}\nz)  est 

ih' 
égale  à  ±:  i  ou  à  ±  -y-?  la  seconde,  lorsque  la  quantité  donnée  v{nz) 

est  égale  à  ±  i  ou  à  ±:k'.  On  en  déduit  les  identités 

(4)'  P-f/P,  =  (i-/^)G^      /r'P-i/r/zP,  =  (/r'-//r//)H^ 

(5)  P-  vP3:=^(i-v)G^      A'P-vP3--=(/f'-v)H^ 

quel  que  soit  le  nombre  impair  n.  D'après  une  remarque  faite  au  n**  338, 
les  secondes  des  relations  (3)  et  (3')  se  déduisent  des  premières,  et  les 

relations  (5)  des  relations  (4),  en  remplaçant  k  par  r  et  s  par^z. 
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Division  par  deux. 
373.  Connaissant  X  =  >jlc'k[iz)y  cherchons  a?  =  \llck[z).  La  formule 

conduit  à  l'équation  du  huitième  degré 
c'est  une  équation  réciproque 

que  Ton  peut  résoudre  par  des  racines  carrées.  On  en  tire 

,        i_  _  a(i-4-v/i  — 2«X*H-"X^)  _  2fi4-AX) 
""  '^  x^~  X»  ~  X'         ' 

Av        n v^ Âvi       (iH-  ^i  -  A-X')  (  1 4-  i/ 1  -  7  XM 

1+  AX  -H  v/2  (ï  —  aX»  H-  AX)  _  ^  M^      y  A"      / 


jr'  = 


les  trois  radicaux  étant  indépendants  les  uns  des  autres,  cette  formule 
donne  huit  valeurs  différentes. 

Il  est  facile  de  reconnaître  a  priori  que  les  racines  sont  réciproques 
deux  à  deux;  car  elles  sont  représentées  par  les  deux  formules 


X  -: 


--  s/ /tl  Iz  -h  poi  -h  q  —  ]  ■)     x=:  ^"kl z  -\-  pM  -h  g  —  ) 


dont  la  première  donne  les  quatre  valeurs  ±  \Jk'k{z),    ±  y^À  Iz  -{-^ 
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réciproques  deux  à  deux,  la  seconde  les  quatre  valeurs  ±  y/^X  l-  —  z] 
z  -f  —  )  )  qui  sont  aussi  réciproques  deux  à  deux. 


\/kl( 


—  z  -f  - 

2  2 


Résolution  de  l'équation  d'où,  dépend  la  division  de  l'argument 
par  un  nombre  impair. 

374.  On  effectuera  la  division  de  l'argument  par  un  nombre  impair 
quelconque,  en  le  divisant  successivement  par  les  facteurs  premiers  de 
ce  nombre.  Nous  venons  d'effectuer  la  division  par  deux;  il  nous  reste 
à  voir  comment  s'opère  la  division  par  un  nombre  premier  plus  grand 
que  deux.  Nous  supposerons  plus  généralement  que  le  diviseur  n  est 
un  nombre  impair  quelconque.  Abel  a  démontré  que  l'on  peut  exprimer 
algébriquement  les  racines  de  l'équation  (i),  qui  est  du  degré  /i%  au 
moyen  des  quantités  k  et  j,  qui  entrent  dans  celte  équation,  des  racines 

de  l'équation  binôme  a?"  =  i ,  et  des  deux  quantités  ^  (  -  )  '  X  (  —  )  • 

Nous  ferons  d'abord  remarquer  que,  quand  n  est  impair,  les  quan- 
tités X(/?-J5  |JL (/>-),  v(p-)  peuvent  s'exprimer  rationnellement  à 

l'aide  de  X(-j  et  du  module  X:,  quel  que  soit  le  nombre  entier/?.  Il 

résulte,  en  effet,  des  formules  (i4)  du  n°  332  et  du  calcul  des  poly- 
nômes P  par  la  méthode  d'Abel   (n°  338),   que  ces  quantités  sont 

des  fonctions  rationnelles  de  P  et  de  ^f-)'  /^(-)'  ^\~]'  ^^^^^  ^^ 
deuxième  de  ces  formules  (i4)  indique  que  la  quantité  /jif  w- ],  c'est-à- 
dire  —  I,  est  égale  au  produit  de  /x( -j  par  une  fraction  rationnelle  en 
Xm  -  j  ;  on  en  déduit  l'expression  de  /jl  (  -  )  par  une  fraction  rationnelle 
en  X"( -)  •  La  troisième  donne  pareillement  l'expression  de  v(-)  par 
une  fraction  rationnelle  en  X-(- )  •  Ainsi  les  quantitéS/Jifp -]»  v  (/>-) 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  k"^  et  de  X^  (  -  )  -,  la  quantité  ^  (/^  -  ) 
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est  égale  au  produit  de  ^•(- )  par  une  fonction  rationnelle  de  k-  et  de 

enverrait,  delà  même  manière,  que  les  quantités  ^Àq  —  ]-»  MQ  —  p 

v(^  — )  s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  k-  et  de  ^>(  — )'  quel 

que  soit  le  nombre  entier  q. 

Les  formules  (i)  dan"  318,  relatives  à  l'addition  desarguments,  mon- 
trent ensuite  que  les  trois  quantités  X(/?-  4^— j?  l^\p-  -^  q—p 
vip-+q  —  \  s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  k-  et  des  deux 

quantités  ^(-j»  ^(~)* 

375.  Soient  a  et  (3  deux  racines,  différentes  ou  non,  de  l'équation 
binôme  af'  =  \.  Considérons  l'expression     . 

que  nous  représenterons  par 

(6)  R(z,a,  (3)=    S       y   <xP'^i'k(z+p^-^  +  q'^~ 


{J=ZO  p=zo 


Remarquons  d'abord  que  celte  expression  conserve  la  même  valeur, 
quand  p  et  q  désignent  n  nombres  entiers  consécutifs  quelconques; 
car,  lorsqu'on  augmente  p  d'une  unité,  les  termes  d'une  même  ligne 
borizontale  se  permutent  circulairement;  de  même,  lorsqu'on  aug- 
mente q  d'une  unité,  les  termes  d'une  même  colonne  verticale  se  per- 
mutent circulairement. 
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Remplacer  z  par  z  +  ^  et  multiplier  tous  les  termes  par  a  revient 


à  augmenter  p  d'une  unité;  de  même,  remplacer  z  par  ^  -h  —  et  mul- 
tiplier tous  les  termes  par  ]S  revient  à  augmenter  q  d'une  unité;  on  a 
donc 

Comme  on  a  d'ailleurs  R(z  h-  w)  -    -  R(2),  on  en  déduit 
et  par  suite 


"hr^)= 


a-  \(z). 


Les  valeurs  de  z  qui  rendent  infinie  la  fonction  R  (s)  sont  celles  qui 
rendent  infini  l'un  de  ses  termes  et  qui,  par  conséquent,  satisfont  à  la 
relation 

2  M  &)'  &)'  ,  ,     , 

'^    n        ^  n        2       ^  ' 

d'où 

nz  = i-  [np  —  ip)(ù^v  (  nq  —  q  H 1  w'. 

On  peut  déterminer  les  deux  nombres  entiers/)  et  q  plus  petits  que  n 
et  les  deux  nombres  entiers/?' et  y',  de  manière  que  les  deux  coeffîcienfs 

np'  —  2/?,  nq--q~\ soient  égaux  à  des  nombres  entiers  quel- 
conques. Il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître  que  deux  termes  ne 
peuvent  devenir  infinis  à  la  fois.  On  en  conclut  que  la  fonction  R(z) 
admet  les  mêmes  infinis  que  la  fonction  X(7iz),  chacun  au, premier 
degré. 

La  fonction  R(2)  admet  les  périodes  2 œ,  'ù'\  mais  la  fonction 

(7)  /(z)  =  [R(zj]«, 
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qui  satisfait  aux  relations 


admet  les  deux  périodes  ^^î  —  ;  elle  a  d'ailleurs  les  mêmes  infinis  que 

la  fonction  l{nz)y  aux  mêmes  périodes,  chacun  au  degré  n.  En  vertu 
du  théorème  de  M.  Liouville  (n°  161),  elle  s'exprime  rationnellement 
à  l'aide  de  la  fonction  X{nz)  et  de  sa  dérivée;  comme  elle  ne  devient 
infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  \{nz)y  le  dénominateur  est  con- 
stant, et  l'on  a 

(8)  /(z)  =  M-f-NX'(wz), 

M  et  N  étant  des  polynômes  entiers  en  l(nz);  à  cause  de  la  relation 
flz  -+-  -  j  =  ~/{z)y  le  polynôme  M  est  impair  et  du  degré  /î,  le  poly- 
nôme N  pair  et  du  degré  /i  —  3  au  plus.  On  en  déduit 

<y  =: «  —  I  p  —  n—t 


(9)      R(z,a,[3)=    ^      ^    aP^^lIz+p^-^  +  q'-l^^^-^M  +  m'inz). 


tj  =  0         p  —  0 


A  chaque  combinaison  de  deux  racines  a  et  |3,  différentes  ou  non, 
de  l'équation  binôme  oo"  =  i,  correspond  une  équation  analogue  à  la 
précédente.  Remarquons  que,  d'après  la  formule  (19)  du  n°355,  l'équa- 
tion qui  se  rapporte  à  la  combinaison  «  =  |3  =  i  a  son  second  membre 
égal  à  nX{nz).  Si  l'on  ajoute  ces  n-  équations  membre  à  membre, 

chacun  des  termes  llz  -{-p—  +  Ç  —  )  du  premier  membre,  dans  l'é- 
quation résultante,  aura  son  coefficient  nul,  à  l'exception  du  terme X(z), 
dont  le  coefficient  sera  égal  à  n-,  et  l'on  obtiendra  la  formule 

(10)  X[z)=^^X(nz)-i-^Vv'M  +  NX't^, 

qui  renferme  n'  —  i  radicaux. 

376.  Voici  comment  on  peut  calculer  ces  deux  polynômes  M  et  N. 
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Si  l'on  développe  chacun  des  termes  de  la  fonction  R  [z)  par  la  formule 

le  multiplicateur^  étant  supposé  égal  à  l'unité,  la  fonction  R{z)  se 
composera  de  deux  parties,  l'une  égale  à  une  fraction  rationnelle  en 
a(z),  l'autre  égale  au  produit  de  X'(z)  par  une  fraction  rationnelle 
en  X(z).  Il  en  sera  de  même  de  la  fonction /(z)  ou  [R(2)]".  Si  l'on 
prend  la  dérivée  de  l'expression  deX(nz)  par  une  fraction  rationnelle 
en  l{z)  {n°  332),  la  valeur  de  V {nz)  sera  égale  au  produit  de  y{z)  par 
une  fraction  rationnelle  en  X(^);  on  en  déduit  la  valeur  de  X'(z)  égale 
au  produit  de  X'(Vis)  par  une  fraction  rationnelle  en  X(z);  la  seconde 
partie  deviendra  ainsi  égale  au  produit  de  l'{nz)  par  une  fraction 
rationnelle  en  X(z),  et  l'on  aura. 

A,  B,  C  étant  des  polynômes  entiers  en  X(z). 

La  fonction  f{z)   ne  changeant   pas  quand   on   remplace  z   par 

z  -\-  2p  -  -h  q  —i  les  fractions  rationnelles  -^5  -^  ne  changent  pas  quand 

on  y  remplace  l{z)  par  l'une  quelconque  des  valeurs  de  x  données  par 
la  formule  (2),  c'est-à-dire  par  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion (i).  On  prendra,  pour  chacune  de  ces  fractions,  la  moyenne  arith- 
métique de  ses  valeurs,  lorsqu'on  y  remplace  X(z)  successivement  par 
les  n^  racines  de  l'équation  (i);  cette  moyenne  arithmétique,  étant  une 
fonction  symétrique  des  racines,  s'exprimera  rationnellement  à  l'aide 
des  coefficients  de  l'équation  (i)  et,  par  conséquent,  à  l'aide  de  P  de 
la  quantité  donnée  y  =  \[nz).  On  arrivera  ainsi  à  la  forme  (8). 

L'expression  trouvée  de  la  sorte  renferme,  en  outre,  rationnellement 
les  constantes  X(«),  [i[a),  v(a),  a  désignant  les  diverses  quantités 

2p--  +  q—\  mais  ces  constantes,  d'après  la  remarque  faite  au  n°  374, 


s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  lî^  et  des  deux  quantités  X( -)» 
X(  — )•  On  en  conclut  que  les  deux  polynômes  M  et  N,  entiers  par 
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* 

rapport  kl{nz),  renferment,  en  outre,  rationnellement  les  trois  cc^n- 
stantesP,  xf'^V  ll^Y 

377.  La  formule  (lo),  qui  donne  les  valeurs  de  l'inconnue,  ren- 
ferme n-  —  I  radicaux;  mais  on  peut  les  ramener  à  deux  d'entre  eux. 
Si  l'on  suppose  que  a  et  |3  soient  deux  racines  primitives  de  l'équation 
binôme  x"  =  i,  deux  racines  quelconques  de  cette  équation  pourront 
être  représentées  par  a'"  et  j3%  r  et  5  étant  deux  nombres  entiers  variant 
de  o  à  n  —  I .  La  fonction 

(11)  F(2)  =  [R(z,a,i)]''-[R(z,  .;{3]''-'R(z,a%(30, 
qui  satisfait  aux  relations 

admet,  dans  tous  les  cas,  les  deux  périodes  —  >  —5  elle  a  les  mêmes 

infinis  que  la  fonction  X(/iz),  aux  mêmes  périodes,  cbacun  au  degré 
271  —  r—  s  -\-  i;  on  à  donc 

(12)  ¥(z)  =  V-hQ'k'{nz), 

P  et  Q  étant  des  polynômes  entiers  en  l{nz).  Quand  le  nombre  r -^  s 
est  pair,  le  premier  polynôme  est  impair,  le  second  pair.  Quand  r  -{-  s 
est  impair,  le  premier  est  pair,  le  second  impair.  Le  premier  polynôme 
est  donc  du  degré  2«  —  r  —  ^  +  i,  le  second  du  degré  2n  —  r—  s—  2. 
au  plus.  On  les  calculera  comme  on  a  calculé  les  polynômes  M  et  N 
dans  le  numéro  précédent. 

Des  équations  (n)  et  (12)  on  déduit 

"^'    «<^>  ^''  p')  =  [K(..ltMRu,'..g)r  [«(^'  "■  ONRi^.  ■-  ?)]•• 

Le  premier  facteur  du  second  membre  est  une  fraction  rationnelle  en 
'X{nz)  etX'(ns);  de  cette  manière,  tous  les  radicaux  se  ramènent  aux 

74 


a86  LIVRE  VII.  -  CHAPITRE  V. 

deux  seuls  radicaux  R(5,  a,  i),  R(z,  i,  |S),  et  la  formule  (lo),  après  la 
substitution,  ne  donne  plus  que  les  rï^  valeurs  de  l'inconnue. 

378.  La  fonction  résolvante  d'Abel  se  met  sous  la  forme 


R{Z,  «,(3):^  -=:>>«/' (3î 


n       '  n 


VJ^^       e{.-..pl..<,%) 


Nous  supposerons  mainfeeiiant  que  l'on  attribue  à  chacune  des  lettres 

/?  et  g' les  n  valeurs  consécutives •,■•••>  —  i,  o,  -f-i,..., 

Considérons  le  produit  des  dénominateurs;  les  nombres  2/?  donnant 
pour  résidus  par  rapport  à  w  les  /i  nombres  consécutifs  — 


n—  I 

, .  . . , 


2 


—  1,  o,  I,..., »  et  la  fonction  B  ne  changeant  pas  quand  l'argu- 
ment augmente  ou  diminue  de  w,  ce  produit  est  égal  à 


c'est  la  fonction  B[nz),  multipliée  par  un  facteur  constant  (n**  331). 
Nous  pouvons  représenter  deux   racines  quelconques  de  l'équation 

binôme  x"  —  1  par  a  —  e"^,  |3  =  6"^',  a  et  b  étant  deux  nombres 
entiers.  La  fonction  holomorphe 

satisfait  aux  relations 

La  fonction  holomorphe 

^    '  \  n'  n-J 
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satisfaisant  aux  relations 

est  égale  à  la  fonction  0,{nz)^  multipliée  par  un  facteur  constant 
(nM50).  On  en  déduit 

(^{z)  =  ke-^-^ e,(nz  ~  b-  ~  a-\, 
\  n  n  / 

et,  par  suite, 

Iiil£?-    /  .03  w'\ 

"    6,{nz  —  o «  — 

\  n  n  ! 


e 

(i4)  R(z,a,(3)^A- 


Q{nz) 


On  connaît  ainsi  les  zéros  de  la  fonction  doublement  périodique  R(ï), 
aux  périodes  aw,  w';  ils  sont  donnés  par  la  formule 

(i5  z  =  6— +  a— +  o- 4- 0— 5 

dans  laquelle  «  et  6  sont  deux  nombres  entiers  constants,  caractéri- 
sant les  deux  racines  a  et  /3  de  l'équation  binôme  x"  —  y,  p  et  q  deux 
nombres  entiers  arbitraires.  On  déterminera  la  constante  A  en  faisant 


z  =  —:  on  trouve 

2  ' 


A=-(-.)'|-^^ 


/,6)  0)'\ 

[b-  -ha—) 
\    n  n  ) 


379.  Considérons  maintenant  la  résolvante  R(2,  a  ',  |3-  ');  d'après 
la  formule  (6),  on  a 

R(2,a-,(3-')  =  -R(-z,a,[3); 

les  /i'^""^*  puissances  des  deux  résolvantes  R(s,  a,  |3),  R(s,  a~^',  |3~') 
sont  donc  des  quantités  conjuguées  M  +NX'(wz),  M  —  NX'(/î-).  Pour 
avoir  l'expression  de  la  seconde  résolvante,  il  suffit  de  cbanger  les 
signes  des  nombres  entiers  «  et  6  dans  la  formule  (i4);  la  constante  A 

74. 
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ne  change  pas;  on  en  déduit 

-    /  ,  W  0)'\   .    /  ,6)  m' 

QAnz  —  b a—\Qi\nz^b--\-a  — 

\  n         n  /      \  n  n 


R(z,a,(3)R(2,a-',(3-')  =  A» 


6'{nz) 
et,  par  suite,  en  vertu  de  la  seconde  des  relations  (7)  du  n°  329, 

(,6)  R(z,«,p)R(2,a-',(3-)  =  /i^[x^(n2)-X'^6^+«^')]. 

Les  radicaux  conjugués  se  ramènent  ainsi  l'un  à  l'autre. 

En  élevant  les  deux  membres  de  l'équation  (16)  à  la  /i'^'"^  puis- 
sance, on  obtient  la  relation 

Si  Ton  pose  M  —  7i"Mo  N  —  n"N,,  p  —  llb^^  +  a^]^  cette  relation 
devient 

(17)  M?-Nî(i-j')(i-/r'r=)  =  (r'-p')". 

Elle  peut  faciliter  le  calcul  des  polynômes  M,  et  N,  en  y:  le  premier, 
qui  est  impair  et  du  degré  n,  renferme  coefficients;  le  second, 

qui  est  pair  et  du  degré  72  —  3,  en  renferme  -i  ce  qui,  avec  p,  fait 

n  +  i  inconnues.  L'identification  des  deux  membres  donne  n-hi  équa- 
tions entre  ces  inconnues.  Mais  la  constante  p  est  l'une  des  racines  oo^ 
autre  que  zéro,  de  l'équation  (i),  dans  laquelle  on  fait  y  ^  o.  Comme 
à  chaque  valeur  de  p^  correspond  un  couple  de  polynômes  M^  et  N,, 
les  coefficients  pourront  s'exprimer  rationnellement  à  l'aide  de  p^,  en 
tenant  compte  de  l'équation  qui  détermine  cette  quantité.  On  retrou- 
verait d'ailleurs  cette  équation  en  éliminant  les  n  coefficients  des  po- 
lynômes Ml  et  N,  entre  les  72  -h  i  équations  provenant  de  l'identification. 

Multiplication  de  la  première  période  par  un  nombre  impair. 

380.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  trouvé  les  expressions 
de  X(s,  -5  (ù'\   et  de  X(z,  w,  —  j  en  fonction  de  X(2,  w,  w').  Il  s'agit 
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maintenant,    connaissant  llz,   -,  w'J    ou  X(z,  «,  —  ]?   de  trouver 

Proposons-nous  d'abord,  connaissant  y  =  llz,  -,  w'j>  de  trouver 
x  =  X(2,  w,  &)');  on  a  l'équation  du  /i"^'"*"  degré  (n°  349) 

(18)  j^e-^a:®,  =  0. 

Les  /i  valeurs  de  l'inconnue  sont  comprises  dans  la  formule 

(19)  x  =  llz-h^p^^U 

dans  laquelle/?  reçoit  n  valeurs  entières  consécutives. 

On  voit,  comme  au  n'*  372,  que  l'équation  a  des  racines  égales  lorsque 

la  quantité  donnée  j  est  égale  à  ±  i  ou  à  liir-*  Quand  le  nombre  en- 
tier   est  pair,  si  j  —  i ,  l'équation  admet  la  racine  simple  a;  =  i , 

et  toutes  les  autres  racines  sont  doubles  ;  si  j  =  y-  >  elle  admet  la  racine 

a7=  7»  et  toutes  les  autres  racines  sont  encore  doubles.  On  en  conclut 
que  les  polynômes  pairs  $  et  $,  satisfont  aux  deux  identités 

(20)  (e-^^$,  =  (i-^)G%     (S-^fi\x(S,=z(i-kx)E'y 

g  g 


G  et  H  étant  des  polynômes  entiers  du  degré 5  et  à  celles  qu'on  en 


n  —  I 

2 

n  —  I 


déduit  en  remplaçant  x  par  —  x.  Quand  le  nombre  est  impair, 

on  a  les  deux  identités 

(20')  (î^-^a;(S^  =  (i-i-x)G\     ^-^k,x(Si={i-hkx)E\ 

g  g 

Pour  résoudre  l'équation  (18),  nous  nous  servirons  de  la  fonction 
(21)  ^(z,a)=    \     aPllz  -i-p  — 
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qui,  comme  la  fonction  R(z,  «,  p),  satisfait  aux  relations 

Cette  fonction  admet  les  deux  périodes  2w,  w';  mais  la  fonction 

f{z)  =  [a(z)]«, 
qui  satisfait  aux  relations 

admet  les  périodes  — 5  w';  elle  a  d'ailleurs  les  mêmes  infinis  que  la 

fonction  llz,  -?  w'j  5  aux  mêmes  périodes,  chacun  au  degré  n.  On  a 
donc 

(22)  f{z)=:OVu-hSfLl'(z,^^,    oAy 


OTO  etx  étant  des  polynômes  entiers  en  liz,  --,  wM  ?  le  premier  impair 
et  du  degré  n,  le  second  pair  et  du  degré  «  —  3  au  plus.  On  en  déduit 


p  --.  n   - 1 


(23)        ^(i!,a)r^    S    a/'X(z  H-;?^")  =  y/OlL  +  ^a'^s,  ^\  co'). 

A  chaque  racine  a  de  l'équation  binôme  ^r"  —  i  correspond  une  équa- 
tion analogue  à  la  précédente.  D'après  la  formule  (18)  du  n**  354, 
l'équation  qui  se  rapporte  à  la  racine  a  =  i  a  pour  second  membre 
^^Xf^, -»w'|«   Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  ces  n  équations, 

chacun  des  termes  Xiz+p—X-,  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion résultante,  aura  son  coefficient  nul,  excepté  le  terme  \{z)y  dont  le 
coefficient  sera  égal  à  tz,  et  l'on  obtiendra  la  formule 

(.4)    i(z,.,.')--Mj^-,{z,l,J)  -i-:^^a,L  + w(.,i; 
qui  renferme  n  —  i  radicaux. 


5  W       J 
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La  méthode  suivie  au  n**  376  permet  de  calculer  les  polynômes  3îl 
et  3^.  Si  l'on  développe  chaque  terme,  la  fonction  ^{z)  se  compose 
de  deux  parties,  l'une  égale  à  une  fraction  rationnelle  en  X(z),  l'autre 
égale  au  produit  de  W{z)  par  une  fraction  rationnelle  en  X(z).  II 
en  sera  de  même  de  la  fonction  f{z)  =  [.^(-s)]"-  De  la  dérivée  de 

l'expression  de  X  Iz,  -■>  w')  par  une  fraction  rationnelle  en  X(2),  on 

déduit  X'(z)  égale  au  produit  de  XMz,  -  j  par  une  fraction  rationnelle 

enX(z);  la  secoi5de  partie  deviendra  ainsi  égale  au  produit  de  X(z,  -  j 
par  une  fraction  rationnelle  en  X(z),  et  l'on  aura 

A,  B,  C  étant  des  polynômes  entiers  en  X(s). 

La  fonction  /(z)  ne  changeant   pas   quand   on   remplace   z    par 

z  -i- p — ')  les  fractions  rationnelles  j^'  tt  ne  changent  pas  quand  on 

remplace  X(z)  par  l'une  quelconque  des  valeurs  de  oc  données  par  la 
formule  (19).  On  prendra,  pour  chacune  de  ces  fractions,  la  moyenne 
arithmétique  de  ses  valeurs  quand  on  y  remplace  X(z)  successivement 
par  les/i  racines  de  l'équation  (18);  cette  moyenne  arithmétique,  étant 
une  fonction  symétrique  des  racines,  s'exprime  rationnellement  à 
l'aide  des  coefficients  de  l'équation  et,  par  conséquent,  à  l'aide  de  la 

quantité  donnée  J  —  X  (z,  -  )  et  des  deux  constantes  F  et  X-  (  —  j  •  On 

arrive  ainsi  à  la  forme  (22). 

381.  On  peut  ramener  à  un  seul  les  /i  —  i  radicaux  que  renferme 
la  formule  (24).  Désignons  par  a  une  racine  primitive  de  l'équation 
binôme  x"  =  i  et  par  a'"  une  racine  quelconque.  La  fonction 

(25)  ¥iz)r=r[Si{z,a)]"-^Si{z,ocn, 

satisfaisant  aux  relations 

Y(z-h'^\=i-iY¥iz),     ¥iz-hr^')  =  ¥{z). 
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admet,  dans  tous  les  cas,  les  deux  périodes  -^,  w';  elle  a  les  mêmes 

infinis  que  la  fonction  llz,  -?  w'J  ?  aux  mêmes  périodes,  chacun  au 
degré  n  —  r  -h  i;  on  a  donc 

P  et  Q  étant  des  polynômes  entiers  en  X  iz,  -  j  •  Quand  r  est  pair,  le 

premier  polynôme  est  pair,  le  second  impair;  c'est  le  contraire  qui  a 
Ireu  quand  r  est  impair.  Il  en  résulte  que  le  premier  polynôme  est  du 
degré  n  —  r-j-  u  le  second  du  degré  n  —  r  —  i  an  plus.  On  les  calcu- 
lera comme  on  a  calculé  les  polynômes  oïL  et  3iL.  On  déduit  de  là 

P  -f-QX'  (z,- 

Les  n  —  I  radicaux  se  ramènent  ainsi  au  radical  S{.{z,  a),  et  la  for- 
mule (24),  après  la  substitution,  ne  donne  plus  que  les  n  valeurs  de 
l'inconnue. 

382.  La  résolvante  peut  être  mise  sous  la  forme  (n"  173) 


„_,     â  [z-i-2p- 


Concevons  que  l'on  réduise  les  n  fractions  au  même  dénominateur, 
et  prenons  pour  dénominateur  commun  la  fonction  ^iz,  -,  w'J-  Le 
numérateur,  ou  la  fonction  holomorphe 

satisfaisant  aux  relations 

(\  vi  /  10'     to  \ 


DIVISION  DE  L'ARGUMENT.  S93 

inr.i 

si  l'on  pose,  comme  précédemment,  a  =  e~«~,  est  égal  à  la  fonc- 
tion 3^1  (z  —  a  — 5  -5  w'j»  multipliée  par  un  facteur  constant  (n**  150). 
On  a  donc 


r.     /  W         W  A 

5,  (  Z  —  a  — >  -»  w') 
\  n    n 


>IIT.  z  l 


{28)     jK{z,ix)=,Xi  — ^ — 7 "- — '-\ ~  =X 


(-!'"')  i-î'--) 


On  connaît  ainsi  les  zéros  de  la  fonction  ^(z,  a);   ils  sont  donnés 


W  C)  .       -r^  o    •  .  M 


par  la  formule  z  =  a hp~  -i-  çcù'.  En  faisant  z  =  —  »  on  trouve 


\    n     n       /  \     n     n       f 


(29)  x,=- r  —, — -, -.  '     <^^=  —r 


La  résolvante  a (2,  a~')  étant  égale  à  —  si{—  z,  a),  les  /i'''"**  puis- 
sances des  deux  résolvantes  a(z,  a),  éi{z,  a~*)  sont  des  quantités 

conjuguées  OlL  + —3^X'( 2, -h  01L  — —xX'fz, -)•  Pour  avoir  l'ex- 

pression  de  la  seconde  résolvante,  il  suffit  de  changer  le  signe  du  nombre 
entierfldans  la  formule  (28);  on  en  déduit 

ù    f  w'     W         Au/  ^''      ^>         f\ 

et  par  suite  (n°  329) 

(3o)      ^(z,a)a(z,a-}  =  (^y[x^(z,  ^,  co']  -V(«'^,^,  co')]. 

Les  radicaux  conjugués  se  ramènent  ainsi  l'un  à  l'autre. 

Si  l'on  pose  on  =  (^VoiL, .  ^  =  ^^V'j;^,,  p,  :=.x(a^,  ^\  w'). 
en  élevant  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  à  la  n'^'""  puis- 
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sance,  on  obtient  la  relation 

(3i)  ^i  -  OL'Ai  -  f)  (i  -  1(]y^)  -  [y--  p\)% 

qui  a  la  même  forme  que  la  relation  (17),  et  qui  pourra  servir  dans  le 
calcul  des  coefficients  des  polynômes  aiL<  et  3^, ,  à  l'aide  delà  constante  p, , 
que  l'on  regardera  comme  connue;  à  chaque  valeur  de  /j,  correspond 
un  couple  de  polynômes. 


Multiplication  de  la  seconde  période  par  un  nombre  impair. 

383.  Le  même  raisonnement  s'applique  à  la  multiplication  de  la 
seconde  période.  En  désignant  par 7  la  quantité  donnée  Xiz,  w,  —  ) 
et  par  x  l'inconnue  ^{z,  w,  w'),  on  a  l'équation  du  /î'^'"^  degré  (n"  351) 

(32)  y<^'--^x(S,=  o. 

Les  valeurs  de  l'inconnue  sont  comprises  dans  la  formule 

L'équation  a  des  racines  égales  lorsque  la  quantité  donnée  j  est  égale 
à  ±  I  ou  à  ±  ^',  quand  j  =  i ,  elle  admet  la  racine  simple  ^r  =  i  et 
toutes  les  autres  racines  sont  doubles;  quand  y=  t-î  elle  admet  la 
racine  simple  a?  =  t-  et  toutes  les  autres  racines  sont  encore  doubles. 

On  en  conclut  que  les  polynômes  $'  et  <ï'i  satisfont,  quel  que  soit  le 
nombre  impair  n,  aux  deux  identités 

(33)  f'_.  ii^^  -,(i_^)G%     (^ï:'-^k,x(^,={x-kx)\\\ 

g  g 


G  et  H  étant  des  polynômes  entiers  en  x  du  degré 


,  n  —  \ 

2 
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Od  résoudra  l'équalion  (32)  à  l'aide  de  la  fonction 

(7=:n  — 1 


(34)  ^{z,^)=    ^    ^7X^2-4-^^ 


q  =  o 


qui  satisfait  aux  relations 

^(z4-w)  =  -^(z),     ^(2 +  —  )  =(3-51(2). 
La  fonction 

/(2)=[A(2)]-, 

qui  satisfait  aux  relations 

/(2-+-C0)=-/(2),       /(^  +  ^)=/(2)' 

admet  les  périodes  200,  — »  et  l'on  a 

(35)  f{z)  =  Dïi'-h-Sf^'vlz,(à,'^\, 

Cfïi'  et  01:,'  étant  des  polynômes  entiers  en  X  (z,  w,  —  j  >  le  premier  impair 
et  du  degré  /i,  le  second  pair  et  du  degré  /i  —  3  au  plus.  On  en  déduit 


(f  =  n  —  i 


(36)        .!a(2,(3)--=    y     ^ilfz-^-q"^]  =UDrL'-i--^^'l'lz,oi,'^ 


q=o 


et  par  suite 

On  calculera  les  polynômes  31l'  et  X'  comme  les  précédents.  On  peut 
de  même  réduire  les  ti  —  i  radicaux  à  un  seul  par  la  relation 

(38)  ^(2.(3')=P'  +  ^Q'X'(2,  ^)[a(2,(3)]% 

^  étant  une  racine  primilive  de  l'équation  binôme  x"  =  i . 

75. 
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384.  La  résolvante  peut  être  mise  sous  la  forme 


n  —  I 


^''^^=-h  1  ^ 


S/k 


„_T      ^  iz  -1-  q  —  \ 
7=--- -  V         ^  n  ) 


Concevons  que  l'on  réduise  les  fractions  au  même  dénominateur,  et 
prenons  pour  dénominateur  commun  Oizy  w,  —  )•,  le  numérateur,  ou 
la  fonction  holomorphe 

cp(z)r^.!a(2,  (3)0^^,0),  ^), 

satisfaisant  aux  relations 

9(2  +  w)  =  —  (p(z),      9(z-f-  — )= — e    "^'''    ""^">'9(0), 


si  l'on  pose  ^  =  e    «  ,  est  égal  à  la  fonction  OAz~b-'>  w,  —  )» 
multipliée  par  un  facteur  constant.  On  a  donc 

0Az  —  b--,(,^,—\  ,     .  âAz —b -■>  M,—\ 

39        3{{z,^)  =  \?o — ^ — -  =  '\?„,e    ■■■  ^  ^ 


(.,03,^j  ^{z,^/^) 


0»  connaît  les  zéros  z  —  b^ -\- pu  -\- q~  de  la  fonction  Si{z,  |3).  En 
faisant  z  —  — ,  on  trouve 

\    H         n  J  \    n         n 

La  résolvante  ^(z,  |3~')  étant  égale  à  —  Ji(—  ij,  |S),  les  /^'^""■*  puis- 
sances des  deux  résolvantes  S^[z,  p),  .a (s,  ^''')  sont  des  quantités 


DIVISION  DE  L'ARGUMENT.  •»? 

conjuguées  arL'+ —  Jb'X'lz,  —  )  »  31l' o^'XMz,  —  j- On  a  d'ailleurs 

et  les  radicaux  conjugués  se  ramènent  l'un  à  l'autre.  Si  l'on  pose 
31L'=  {^)'0K\.  s^'=  (^')"*'.-  P>->(*^'  "■  ^)  •  »n  «btient 
la  relation 

(42)  01L',»-X-(r-j')(i-;^^jy-)r^(j'-pî)«, 

analogue  à  la  relation  (3i),  et  qui  pourra  servir  dans  le  calcul  des 
coefficients  des  polynômes  Dïl'  et  DX,'  à  l'aide  de  la  constante  pa,  que 
l'on  regardera  comme  connue.  A  chaque  valeur  de  p-i  correspond  un 
couple  de  polynômes. 

Les  trois  relations  (17),  (3i)  et  (42)  ont  la  même  forme;  chacune 
d'elles  renferme  le  module  de  la  fonction  donnée;  elles  diffèrent  par 
la  signification  de  la  constante  p, 

385.  Remarque.  —  Nous  avons  traité  le  problème  de  la  division  de 
l'argument  par  un  nombre  impair  n,  en  résolvant  une  équation  du 
degré  n^.  On  peut  traiter  la  même  question  en  résolvant  successivement 

deux  équations  du  degré  n.  On  donne  j  =  X(/iz,  w,  w')  =  X  (z,  -,  —  )  ; 

cherchons  d'abord  i  =  X(z,  -?  w'j  ;  c'est  la  multiplication  de  la  seconde 
période  par  n  (n°  383).  On  a  à  résoudre  l'équation  du  n'^"'"  degré 


P=-T~ 


La  formule  (37)  devient 

(43)  t  r=  1!L  {y.+  2"^0]L',-^  dl,\àf). 

glffl 
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Les  polynômes  DXi\  et  2fc\  en  7  satisfont  à  la  relation 

(44)  s/ïi',^ -  dL\'{i - x'){i  -  k'r')  =ir' - pl)"' 

"^  \    n'    n    n  j  \     n  ) 

Connaissant  ^  =  XU, -,  w'j  5  on  cherchera  ensuite  a?  =  X(z,  w,  w'); 

c'est  la  multiplication  de  la  première  période  (n°  380).  On  a  à  résoudre 
une  seconde  équation  du  n^*'"'^  degré 


"n[-.fs]-'H['-""("-)i=^"^ 


La  formule  (24)  devient 

(45)  x:^.^^{t-\^l  "sJîfiL,  +  m.,  M). 


S' 


Les  polynômes  Oïï^,  et  3^,  en  t  satisfont  à  la  relation 

(46)  D\L] -dmi-  p){y- k] p)  =  [t'-pi y, 

où  ^,=:r>.  («.— 5  -»  0)']  ••,  cette  dernière  constante  est  une  fraction  ration- 
nelle de  Xla-^  (W,  w'j  •  D'après  les  formules  du  n*^  349,  les  deux  con- 
stantes k.  et  —  sont  des  fonctions  rationnelles  de  X(  ~  )  •  Ainsi  toutes 

g      ^  \nj 

les  constantes  qui  entrent  dans  ces  calculs  s'expriment  rationnelle- 
ment au  moyen  du  module  donnée  et  des  deux  constantes  Xf-U  >,(  —  ); 


ceci  est  bien  d'accord  avec  ce  que  nous  avons  dit  au  n**  376. 

Appliquons  cette  méthode  au  cas  où  n  —  3.  Les  deux  formules  (43) 
et  (45)  renferment  chacune  deux  radicaux  conjugués,  qui  se  ramènent 
immédiatement  l'un  à  l'autre,  en  vertu  des  relations  (3o)  et  (40''  ^" 


a  donc 
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Le  calcul  des  polynômes  n'offre  aucune  difficulté.  L'identification  des 
deux  membres  de  l'équation  (44)  ou  (46)  donne 

On  peut  supposer  a  —  b  =  i,  d'où  p.  —  ^(1)»  pi  =  ^(t'  |)' 


Calcul  de  X 


^) 


386.  Les  formules  précédentes  renferment  rationnellement  le  mo- 
dule ^  et  les  constantes  Xm- H  X-(  — )5  ces  dernières  quantités  sont 

deux  des  racines  de  l'équation  P,  =0,  à  laquelle  se  réduit  l'équa- 
tion (i),  quand  on  y  fait  j  =  o,  et  qu'après  avoir  supprimé  la  solu- 
tion a?  =  o  on  regarde  x^  comme  l'inconnue.   Nous  savons  former  le 


n'  —  1 


polynôme  pair  P,  du  degré  — — -  par  rapport  à  x-  ;  les  coefficients  sont 

des  polynômes  entiers  en  P,  qui  ont  eux-mêmes  pour  coefficients  des 
nombres  entiers.  Nous  nous  bornerons,  dans  l'étude  de  cette  équation, 
au  cas  où  le  nombre  impair  n  est  premier  et  nous  poserons  n  =  im  -\- 1 . 
Nous  supposerons  en  outre  le  multiplicateur  g  égal  à  l'unité. 

Les  racines  de  l'équation  P,  =  o,  qui  est  du  degré  m(/i  -1-  i),  sont 

représentées  par  la  formule  £c-  =  X-  (/?  -  +  ^  —  )  »  dans  laquelle/?  et  q 

désignent  deux  nombres  entiers  quelconques.  On  peut  remplacer  les 
nombres  p  Qi  q  par  leurs  résidus  relatifs  au  diviseur  n,  et  prendre 
ces  résidus  positifs  ou  négatifs,  de  manière  que  leurs  valeurs  absolues 
soient  inférieures  ou  égales  à  m;  d'ailleurs  on  peut  supposer  l'un  d'eux 
positif.  Nous  obtiendrons  donc  toutes  les  racines  en  combinant  avec 
q  =  o  les  m  valeurs  positives  1 ,  2, . . . ,  m  de  />,  et  avec  les  m  valeurs  po- 
sitives 1 ,  2,. . . ,  m  xle  gr  les  /i  valeurs  consécutives  o,  ±:  i  ±2,. . . ,  ±  m 

de/?.  Les  m  premières  racines  sont  comprises  dans  la  formule  X^{/?—)  - 
Les  w/i  suivantes  peuvent  être  représentées  par  la  formule  X-  (  q  - — ^-^ ]  > 
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dans  laquelle  t  reçoit  n  valeurs  entières  consécutives;  car  les  n  mul- 
tiples consécutifs  du  nombre  2^  premier  avec  n  donnent  pour  résidus 
par  rapport  à  n  les  ti  nombres  o,  ±  i ,  i  2, . . . ,  ±  m;  de  cette  ma- 
nière, nous  disposerons  les  m{n  -h  i)  racines  en  /i  -h  1  suites,  compre- 
nant chacune  m  racines.  Les  racines  de  la  première  suite  sont  données 

par  la  formule  V  f/^--)'  dans  laquelle  p  varie  de  i  à  m;  celles  d'une 

autre  suite  par  la  formule  X-  Ip j  »  dans  laquelle  t  est  un  nombre 

constant  et/?  varie  de  i  à  m.  Désignons,  en  général,  par  e  Tune  des 
n  -\- 1  quantités  -> ,  les  m  racines  d'une  suite  quelconque  seront 

(47)  X'(ê),     X'{2e),     X'(3£),...,     X'(m£). 

Remarquons  que,  si  l'on  remplace  e  par  as,  a  étant  un  nombre  entier 
premier  avec  n,  ces  m  racines  se  reproduisent  dans  un  autre  ordre. 

387.  Cela  posé,  appelons  ^  une  fonction  symétrique  et  rationnelle 
des  m  quantités  de  la  suite  (47)»  et  concevons  que  dans  cette  fonction 
on  remplace  les  quantités  X'^(2e),  X^(3e), . . . ,  ^^{mi)  parleurs  expres- 
sions rationnelles  à  l'aide  de  ^'  et  de  X*(£),  d'après  les  formules  rela- 
tives à  la  multiplication  de  l'argument,  ^  sera  une  fonction  rationnelle 
de  kr  et  de  X-(e),  que  nous  désignerons  par  F[X^(e)].  Supposons  que, 
dans  l'expression  de  la  fonction  |,  on  remplace  e  par  as,  a  étant  un 
nombre  entier,  positif,  inférieur  ou  égal  à  m;  comme  nous  venons  de  le 
remarquer,  les  m  quantités  de  la  suite  (47)  se  permutent,  et,  par  con- 
séquent, la  fonction  symétrique^  de  ces  m  quantités  conserve  la  même 
valeur;  on  aura  donc 

,    Fp(ae)]=--F[X'(e)]. 

Ainsi,  la  fonction  Y(x^)  jouit  de  cette  propriété  de  conserver  la  même 
valeur,  quand  on  y  remplace  x"^  par  l'une  quelconque  des  m  racines 
d'une  même  suite.  La  fonction  ^  est  donc  égale  à  la  moyenne  arithmé- 
tique des  valeurs  de  la  fonction  F,  portant  successivement  sur  les  m  ra- 
cines de  la  suite,  et  l'on  a 
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La  quantité  ê  ayant  n  -\-  i  valeurs  différentes,  la  fonction  |  a  elle- 
même  n  -h  I  valeurs  différentes,  une  pour  chaque  suite.  La  somme  de 

ces  n  -h  I  valeurs  de  |,  savoir  —  22F(^-),  est  une  fonction  symétrique 

et  rationnelle  des  m(n  -+-  i)  racines  de  l'équation  P,  =  o;  elle  s'expri- 
mera donc  rationnellement  au  moyen  des  coefficients  de  cette  équation, 
c'est-à-dire  au  moyen  de  k'. 

Toute  autre  fonction  symétrique  et  rationnelle  des  m  quantités  de  la 
suite  (47)  jouira  des  mêmes  propriétés;  elle  aura  n  +  i  valeurs,  dont 
la  somme  s'exprimera  rationnellement  au  moyen  de  k-.  Telles  sont  les 

fonctions  1^^% On  en  conclut  que  les  coefficients  A,,Ao , 

A„+,  de  l'équation 

(48)  e+'  -+-  A,  ^^  4-  A,^"-'  +  ,....-+-  A„+.  =r  o, 

du  degré  /i+  i,  qui  admet  pour  racines  les  /i -f-  i  valeurs  de  S,  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  P. 

Une  autre  fonction  symétrique  et  rationnelle  yj  des  quantités  de  la 
suite  (47)  satisfera  à  une  équation  analogue  à  la  précédente  ;  mais,  comme 
à  chaque  système  de  valeurs  de  k^  et  de  |  correspond  une  seule  valeur 
de  vj,  on  conclut,  d'après  un  raisonnement  pareil  à  celui  du  n*'  182, 
que  vj  s'exprimera  rationnellement  au  moyen  de  P  et  de  Ç. 

388.  Considérons  maintenant  l'équation 

(49)  «"■  —  B,  II"-  '  4-  BîM™--'  —  ,...,  =t  B„,  =  o 

du  degré  m,  dont  les  racines  sont  les  m  quantités  de  la  suite  (47  )• 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  coefficients  BjjBo B;„  de 

l'équation,  étant  des  fonctions  symétriques  et  rationnelles  de  ces  quan- 
tités, s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  P  et  de  |. 

Cette  dernière  équation  peut  être  résolue  par  la  méthode  d'Abel. 
Appelons,  en  effet,  a  une  racine  de  l'équation  binôme  ac'"  =  i,  et  /•  un 
nombre  entier,  inférieur  à  n,  et  qui  soit  racine  primitive  de  ce  nombre 
premier  n.  Puisque  /""'  ou  /-'"  donne  le  résidu  i  par  rapport  au  divi- 
seur n,  r"*  donnera  le  résidu  —  i  ;  il  en  résulte  que  les  puissances 
r",  r',  /■-,...,  r"'-'   donnent   pour   résidus  les  m  premiers  nombres 
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I,  2,...,  m,  affectés  chacun  de  l'un  des  signes  +  ou  —  ;  d'après  cela, 
les  Tn  quantités  de  la  suite  (47)  seront  représentées  par  la  formule 
x^  =  \'^{f{),  dans  laquelle  on  attribue  à  l'exposant  s  les  m  valeurs 
o,  I,  2,...,  m  —  I. 
La  fonction 


5  =  ;n~  I 


(5o)  ^{e,a)=  V  a}\\}^i) 

satisfaisant  à  la  relation 

la  fonction /(e)  =  [c'a(£)]"'  satisfait  à  la  relation 

nrt)--=f{t). 

Si  l'on  remplace  les  quantités  ^^(r^s)  par  leurs  expressions  rationnelles 
au  moyen  de  P  et  de  "^^^U),  comme  nous  avons  fait  précédemment,  la 
fonction  ,a(s)  deviendra  une  fonction  rationnelle  de  ^^  et  de  X^(£):  il  en 
sera  de  même  de  la  fonction/(e);  nous  désignerons  cette  dernière  fonc- 
tion, ainsi  transformée,  par  iJ^[X'*(£)].  A  cause  de  la  relation/(r'£)  =/{s), 
la  fonction  <^  conserve  la  même  valeur  quand  on  y  remplace  la  racine 
X^(e)  par  une  autre  racine  quelconque  X'^(r^£)  de  la  suite  (47)-  La  fonc- 
tion/(£)  est  donc  égale  à  la  moyenne  arithmétique  des  valeurs  de  la 
fonction  tj;  portant  successivement  sur  les  m  racines  de  la  suite,  et  l'on  a 


A  :^^  fft  —   I 


Le  second  membre,  étant  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'é- 
quation (49)»  s'exprimera  rationnellement  au  moyen  des  coefficients 
de  cette  équation  :  ce  sera  donc  une  fonction  rationnelle  M  de  P  et  de  ^. 
On  en  déduit 

S:=m  —  I 

(5i)  .a(e,  a)r=    "V     a'X^(r'0==v'M. 

A  chaque  racine  de  l'équation  binôme  x'"  =  i  correspond  une  équa- 
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tion  analogue  à  la  précédente.  Le  second  membre  de  l'équation  qui  se 
rapporte  à  la  racine  a  —  i  est  égal  à  la  somme  des  racines  de  l'équa- 
tion (49)»  c'est-à-dire  à  B<.  En  ajoutant  membre  à  membre  les 
m  équations  ainsi  obtenues,  on  arrive  à  la  formule 

(52)  ar^a;*==X'(e)=-(B,  +  2'(^M), 

qui  renferme  m  —  i  radicaux. 

On  ramène  ces  radicaux  à  un  seul  en  observant  que,  si  a  est  une 
racine  primitive  de  l'équation  binôme  a;"'  =:  i,  l'expression 

^1(6,  or)"-' ^(£,«0 

est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équation  (49)  et,  par 
conséquent,  une  fonction  rationnelle  de  hr  et  de  \. 

Ainsi,  la  résolution  de  l'équation  P,  =  o  du  degré  m  (/i  -f- 1  ),  par 
rapport  à  l'inconnue  a;%  est  ramenée  à  la  résolution  d'une  équation  (48) 
du  degré  n  -1-  i  par  rapport  à  une  inconnue  auxiliaire  ^,  de  telle  sorte 
que  les  valeurs  de  x'  s'expriment  par  des  radicaux  à  l'aide  des 
n  +  \  valeurs  de  ë.  ^ 

389.  Étant  donnée  une  fonction  elliptique  X(z,  ^),  dont  le  multipli- 
cateur est  égal  à  l'unité,  nous  avons  vu  (n^'SGS)  que  la  division  par 
un  nombre  impair  et  premier  n  de  l'une  quelconque  des  périodes 
définies  par  les  relations  (4i)  du  n°  360  donne  n  4-  i  fonctions  diffé- 
rentes, savoir:  la  fonction  X(s,  ->  w  J  et  les /z  fonctions  X(z,  w,  - — ^-^)> 
t  recevant  n  valeurs  entières  consécutives.  Si  l'on  désigne,  comme  pré- 
cédemment, par  £  l'une  des  n-\-\  quantités  -»  ?  on   déter- 

minera  le  module  kf  et  le  multiplicateur  gf  de  ces  diverses  fonctions 
par  les  formules 

p-i  p=i 

établies  aux  n**^  349  et  351.  Le  carré  k\  du  module  k^,  étant  une  fonc- 
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tion  symétrique  et  rationnelle  des  m  quantités  de  la  suite  (47)  et  ayant 
n  -r  I  valeurs,  satisfait  à  une  équation  du  degré  «  +  i,  dont  les  coef- 
ficients sont  des  fonctions  rationnelles  de  k^ .  On  pourra  s'en  servir 
comme  d'une  inconnue  auxiliaire  pour  résoudre  l'équation  (49)-  Le 
multiplicateur  g^ ,  qui  est  aussi  égal  à  une  fonction  symétrique  et 
rationnelle  des  quantités  de  la  suite  (4?)»  s'exprimera  rationnellement 
au  moyen  de  k-  et  k\.  Les  polynômes  ^  et  $<,  (P'et^i,  entiers  par  rap- 
port à  la  fonction  donnée  \[zy  k),  et  à  l'aide  desquels  on  obtient  les 

fonctions  XU,  —■>  w'j?  X  (z,  co, ~)'  ont  pour  coefficients  des 

fonctions  symétriques  et  rationnelles  des  mêmes  quantités;  ces  coeffi- 
cients s'exprimeront  rationnellement  au  moyen  de  k-  et  k'\. 


LIVRE  VIII. 

TRANSFORMATION. 


CHAPITRE  PREMIER. 

FORMtJLB6    DE    TRANSFORMATION. 


390.  Dans  le  Chapitre  I  du  Livre  VI,  nous  nous  sommes  proposé, 
étant  donné  un  polynôme  Y  du  quatrième  degré  en  j,  de  trouver  une 

l'onction  rationnelle  y  de  x,  telle  que  l'expression  différentielle  --l-  se 

doc 

transforme  en  une  autre  — ^^  X  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré 

VX 

en  Xy  et  nous  avons  examiné  spécialement  les  transformations  qui 
donnent  au  nouveau  polynôme  X  la  forme  canonique  [\~oc-)[\—'k-x-). 
Supposons  maintenant  que  les  polynômes  X  et  Y  aient  tous  deux  la 
forme  canonique,  et  considérons  l'équation  différentielle 

/  X  c(r  dx 


Si  l'on  y  joint  la  condition  initiale  y  =  y^  pour  a?  =  o,  cette  équation 
définit  une  fonction  j  de  x.  On  donne  le  module  k\  lorsque  les  deux 
quantités^,  et  ^,  sont  prises  arbitrairement,  la  fonction  y  de  x  est,  en 
général,  transcendante.  Abel  s'est  proposé  de  rechercher  dans  quels 
cas  j  est  une  fonction  algébrique  de  x,  et  de  la  déterminer  [Œuvres 
complètes) . 
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Désignons,  pour  abréger,  par  Aa?  le  second  radical,  par  A,  j  le  pre- 
mier, et  posons 

dx  r'"    dy 


A.j 


d'où 

r^     dr 

nous  aurons 

(2)  x  —  l{z,i,  If),     /=>.(z  +  a,  g-,, /r,), 

Soit  (2w,  &)')  un  couple  de  périodes  elliptiques  de  la  fonction  oo, 
dont  le  module  est  k  et  le  multiplicateur  égal  à  l'unité,  (aw,,  co'J  un 
couple  de  périodes  elliptiques  de  la  fonction  y,  dont  le  module  est  k, 
et  le  multiplicateur  g,.  A  une  valeur  de'x  correspondent  les  deux 
séries  de  valeurs  de  z  représentées  par  les  formules  z  4-  2mu  ■+-  m'co', 
&)  — z-4-  2wwH-/n'w',  où  met  m' sont  des  nombres  entiers  quelconques; 
pour  qu'à  ces  valeurs  correspondent  un  nombre  fini  de  valeurs  dey,  il 
est  nécessaire  que  certains  multiples  de  2Cu  et  de  w'  soient  respective- 
ment égaux  à  des  sommes  de  multiples  de  2^0,  et'de  œ'j,  et,  par  consé- 
quent, que  les  réseaux  construits  sur  les  deux  couples  de  périodes  aient 
un  réseau  de  sommets  communs  (n°  175).  On  doit  donc  avoir  entre 
ces  deux  couples  de  périodes  des  relations  de  la  forme 

2Û    --2ÛM  -H  èw' :^  2a,  w,  ^- 6,  w', , 

£2'  ::=  2  a'  W  +  6'  W'  =  2  fl',  w,  +  h\  w', , 

a,  b,. . .  étant  des  nombres  entiers,  et  2O,  Q'  les  périodes  d'un  réseau 
formé  de  tous  les  sommets  communs.  Nous  avons  vu  (n°  177)  que, 
réciproquement,  lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  les  variables  x 
et  y  sont  liées  par  une  équation  algébrique  du  degré  2N,  par  rapport 
à  a?  et  du  degré  2N  par  rapport  à  /,  N  et  N,  étant  les  déterminants 
dz  [ah'  —  ba'),  d-  («,  b\  —  è^  a\).  Les  coefficients  de  i  dans  les  deux 

rapports  —  ?  —  étant  positifs,   les  deux  déterminants  ont  le  même 

signe;  on  peut  les  supposer  positifs. 

Nous  avons  démontré  (n**  176)  que,  lorsque  deux  réseaux  (2w,  w'), 
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(2w,,  w'J  admetlent  un  réseau  de  sommets  communs,  il  existe  un 
réseau  (se,  e')  auquel  appartiennent  tous  les  sommets  des  deux  réseaux 
proposés,  de  sorte  que  l'on  a 

2&)  —  2/>e  -f-^e',      aw,  =  2^1  e  4- g,  e'.' 
«'  =  ^p'  e  +  q'e,       m',  =  2p\  t  -+■  q\  t' , 

p^q,...  étant  des  nombres  entiers,  et,  quand  la  maille  de  ce  réseau  (22,  s') 
est  la  plus  grande  possible,  les  déterminants  pq'  —  qp\  P\(\^  ~  qip\ 
sont  égaux  respectivement  à  N,  et  à  N.  En  vertu  du  tbéorème  du  n"  179, 

la  relation  qui  existe  entre  les  deux  fonctions  paires  Xf-  h-  s,  e,  e' j , 

,  w,  w'j  est  du  premier  degré  par  rapport  à  la  première  et  du 

degré  N,   par  rapport  à   la  seconde;   il   en  résulte  que  la  fonction 

u  =  X  (  ^  ~  ^^  +  z,  e,  e'\  est  égale  à  une  fraction  rationnelle  du  degré  N, 

par  rapport  à  la  fonction  x  =  'k(z,  «,  «').  De   même,   la  fonction 

(^  =  X(  ^~~"'  +  z  4-  a,  £,  gj    est  égale  à   une   fraction  rationnelle  du 

degré  N  par  rapport  a  la  fonction  j=  l(z  +  a,  «,,  w'J.  Désignons 
par  ki  et  g^  le  module  et  le  multiplicateur  de  la  fonction  X  (z,  e,  s')  ;  si 

1  on  pose  Ç  = \-  z,  a  —  -  —  -+-  a,  on  a 

M  =  X(Ç,  s,  e'),      f  =  X(Ç -f- a',  e,  e'), 
d'où 

en  appelante  la  constante  X(a',  e,  s').  Telle  est  la  forme  sous  laquelle  on 
peut  mettre  la  relation  algébrique  qui  existe  entre  x  et  j;  le  premier 
membre  est  une  fonction  rationnelle  de  y,  le  second  membre  une  fonc- 
tion rationnelle  de  00  et  d'un  radical  carré  portant  sur  un  polynôme 
entier  en  x.  Le  problème  d'Abel  revient  ainsi  à  la  recherche  des  fonc- 
tions rationnelles  u  de  ^  et  t'  de  y,  satisfaisant  aux  équations  diffé- 
rentielles 

du     dx  dv     dy 
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Dans  la  première  équation,  on  donne  k,  et  il  faut  déterminer  g^_,  k^  et 
la  fonction  uàn  x-,  dans  la  seconde,  g^  et  k^  étant  connus,  il  faut  déter- 
miner gi,  k^  et  la  fonction  ç'  de  j. 

391.  Ordinairement,  on  donne  le  nom  de  transformation  à  la  résolu- 
tion de  cette  question  particulière  :  trouver  une  fonction  rationnelle  j 
de  X  qui  satisfasse  à  l'équation  différentielle 

dr  dx 


dans  laquelle  le  module  k  est  connu,  et  les  deux  constantes  ^,  et  k^ 
inconnues.  Jacobi  a  donné,  en  même  temps  qu'Abel,  la  solution  de  ce 
problème  [Fundamenta  nova). 

En  désignant  par  a  une  constante,  nous  avons  vu  que  x  et  y  sont 
des  fonctions  elliptiques  d'une  même  variable  auxiliaire  z, 

(2)  X=l{z,l,If),       X—l{z-i-OC,g„kr), 

et  nous  avons  appelé  (2«,  w')  un  couple  de  périodes  elliptiques  de  la 
première,  (aco,,  œ'J  un  couple  de  périodes  elliptiques  de  la  seconde. 
Pour  que  l'équation  entre  x  et  y  soit  du  premier  degré  par  rapport 
a  y,  il  est  nécessaire,  d'abord,  que  le  nombre  N  soit  égal  à  i  et,  par 
conséquent,  que  les  deux  réseaux  {10^,  w'),  (2Û,  Ù')  coïncident;  on 
doit  donc  avoir 

(4)  2M   =  2a  W,  4-  6w', ,  &)'  rrrz  7.a'(t\i~^  b'o)\. 

A  une  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs  2  et  w  —  ^  de  la  va- 
riable z;  il  faut  que  les  deux  valeurs  correspondantes  de  j,  savoir  : 

X(2  +  a,  M,,  w',),      )i[w+2a  —  (2 -4-  a),  Wi,  &/,], 

soient  égales,  ce  qui  exige  que  la  constante  a  soit  de  la  forme 

/  r 

(5)  a  — — («  — i) o-^i  +  pco, -h  <7  —  » 

a  4  ^ 

petq  étant  des  nombres  entiers.  Quand  ces  conditions  sont  remplies. 
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y  est  égal  à  une  fonction  rationnelle  de  a?;  le  déterminant  positif 
n  =  ab'  —  ha!  indique  le  degré  des  polynômes  entiers  qui  composent 
la  fraction,  ou  du  moins  le  degré  de  celui  des  deux  polynômes  qui  est 
du  degré  le  plus  élevé;  c'est  ce  qu'on  appelle  le  de^rè  de  la  transfor- 
mation. 

392.  Nous  ferons  d'abord  quelques  remarques  qui  abrégeront  la 
discussion  : 

•  1°  L'équation  différentielle  renferme  les  modules  k  et  k^  seulement  au 
carré;  par  conséquent,  si,  dans  une  solution  du  problème  de  la  trans- 
formation, on  remplace  k  par  —  k  ou  k^  par  —  k^ ,  on  obtient  une  autre 
solution  de  la  même  équation  différentielle. 

2°  L'équation  différentielle  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  x 
par  —  X  ou  y  par  —  j,  et  en  même  temps  ^,  par  —  ^i,  le  module  A*, 
restant  le  même.  Elle  ne  change  pas  non  plus  lorsqu'on  remplace  x 

par  y—  ou  y  par  -. —  )  et  ^,  par  ±  ^i,  le  module  A-,  restant  encore  le 

même.  Si  donc  on  opère  l'une  de  ces  substitutions  dans  une  des  so- 
lutions du  problème  de  la  transformation,  on  aura  une  autre  solution 
de  la  même  équation  différentielle. 

3°  Les  diverses  valeurs  du  module  cherché  k^,  qui,  dans  les  trans- 
formations du  même  degré,  correspondent  à  une  même  valeur  de  k, 
sont  réciproques  deux  à  deux;  car,  si  une  fonction  rationnelle  y  àe  x 
satisfait  à  l'équation  (i),  la  fonction /'=  ^,j  du  même  degré  satisfait 
à  l'équation  différentielle  de  même  forme 

(6)  '^^'  ^^ 


to 


dans  laquelle  le  nouveau  module  est  r    et  le  nouveau  multiplicateur 
g^k^\  c'est  une  autre  solution  du  problème  de  la  transformation. 
De  même,  si  l'on  pose  a?  =  r-.  l'équation  (i)  devient 

dy  dx' 


\1) 


f  V^(i-r^Hr-/r?rl       y/(,_^'.)^      JL^.] 


77 


610  LIVRE  VIII.  -  CHAPITRE  I. 

D'après  cela,  si  l'on  considère  les  transformations  relatives  aux  équa- 
tions (ï)  et  (7),  dans  lesquelles  le  module  donné  a  des  valeurs  réci- 
proques, les  valeurs  du  module  cherché  k^  seront  les  mêmes;  mais  il  est 
clair  que,  si,  dans  les  solutions  de  la  première  équation,  on  remplace 

simplement  k  par  r;  on  obtient  celles  de  la  seconde;  comme  on  revient 

de  celle-ci  à  la  première  en  remplaçant  x'  par  kx,  il  en  résulte  que, 

si,  dans  une  solution  de  l'équation  (i),  on  remplace^  par  ^  et  a?  par  ^a?, 

on  obtient  une  autre  solution  de  la  même  équation. 

393.  Nous  distinguerons  plusieurs  cas  dans  le  problème  de  la  trans- 
formation, suivant  que  les  nombres  entiers  a  et  6  sont  pairs  ou 
impairs. 

Premier  cas  :  a  impair,  h  pair.  —  Les  valeurs  de  a  sont  de  la  forme 
/  Il 

p' (ùi  -{-  q'—\  elles  se  réduisent  aux  quatre  valeurs  o,  co,,  —  ?  w,  h — -\ 

les  deux  premières  donnent  des  fonctions  y  égales  et  de  signes  con- 

I 

traires,  et  de  même  les  deux  dernières;  aux  deux  valeurs  ol  =  o,  o!.=i~ 

correspondent  des  fonctions  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  la 

substitution  -, —  5  le  module  k.  restant  le  même;  on  pourra  donc  se 
/r,j  ^ 

borner  à  l'hypothèse  a.~  o.  Quand  on  aura  trouvé  les  transformations 

qui  s'y  rapportent,  on  en  déduira  les  autres  par  les  substitutions  —y 

et±:7-^- 

Deuxième  cas  :  a  pair,  b  impair.  —  Les  valeurs  de  a  sont  de  la 

forme,(2/?'+ i)  —  -f-  {iq' ^  i)  —  ;  elles  se  réduisent  aux  quatre  va- 
2  4 

leurs  ±  — ±^;  il  suffira  de  chercher  les  transformations  fournies 

24' 

par  l'hypothèse  a  =  —  +  ^;  les  autres  s'en  déduiront  par  les  substi- 
tutions —  V,  zh  ï 

k,y 

Troisième  cas  :  a  ei  b  impairs.  —  Les  valeurs  de  a  sont  de  la  forme 

I  I 

//«,  -h  (2^'-+- 1")  y-\  il  suffira  de  considérer  l'hypothèse  a  =  — ■•  Mais 
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nous  remarquons  que  ce  t-roisième  cas  donne  les  mêmes  transforma- 
tions que  le  précédent;  car,  si  l'on  met  les  relations  (4)  sous  la  forme 
2(ù  =  2{a  —  b)(ùi  -h  6(2(0,  +  w'J,  co'  =  2(a'—  è'jiw,  H-  è'(2ot),  -f-  w'j), 
le  nouvau  coefficient  a  —  b  devient  pair;  les  fonctions  de  transforma- 
tion X  {z,  w,,  (ji\),  l[z,  w,,  2C0,  +  (t)\)  sont  égales  et  ont  des  modules 
égaux  et  de  signes  contraires. 

Quatrième  cas  :  a  et  b  pairs.  —  Les  valeurs  de  a  sont  de  là  forme 

{2p' 'h  i)~  -h  g'  —^'i  elles  se  réduisent  aux  quatre  valeurs  ib  — , 
=:t  —  -4 — -•  W  suffira  de  considérer  l'hypothèse  a  =  —  •  ' 

Transformations  du  premier  degré. 

394.  Nous  nous  occuperons  d'abord  des  transformations  du  premier 
degré,  ce  qui  revient  à  supposer  ab' —  ba' =  \.  Le  quatrième  cas  ne 
se  présentant  pas  et  le  troisième  rentrant  dans  le  deuxième,  il  suffit 
d'examiner  les  deux  premiers. 

Premier  cas  :  a  impair,  b  pair,  a  ~  o.  —  Le  nombre  b'  est  impair. 
Soient  rt  =  2a,  +  i,  b~2bt,  b'  =  ib\  ^  i;  les  relations  (4)  de- 
viennent 

co  =  (2a,  +  i)m,  -t-  6,  0)',,     0'=  oa'(ùi  -\-{ih\  -4-  i)co',. 

Les  deux  fonctions  j  =  X(2,  w,,  w'J,  x  =  l{z,  w,  co'),  ayant  les  mêmes 
zéros  et  les  mêmes  infinis,  sont  dans  un  rapport  constant. 

i«  è,  =  260-  —  En  faisant  ^  —  -»  on  trouve  que  ce  rapport  est  égal 

à  ±  i;  en  faisant  z  == — »  on  trouve  /c,  :=:  ±:  k;  on  a  ainsi  la  pre- 
mière transformation 

(a)  ki  =  k,     g^=i,     x  —  x, 

à  laquelle  nous  joindrons  celle  que  l'on  en  déduit  par  la  substitution 
—  j,  savoir  :  ^,  =  k,  g^  =  —  i  ,/=  —  x.  La  substitution  j —  donne  la 
transformation  corrélative 


(«')  A-,=/.-,  8^=-^^,  y'=hc' 


77- 
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à  laquelle  nous  joindrons  de  même  celle  qui  s'en  déduit  par  la  substi- 
tution —  y,  savoir:  kf  =  k,  g,  =  ±:i ,  y  —  —  7— • 

2"  è,  =  2^0-1-  1.  -En  faisant  z=  '- — —,  on  trouve  que  le  rapport - 

est  éffal  à  ±  X:;  en  faisant  ensuite  z  ~  -■>  on  trouve  k.  =  ±:  r\  on  a 
ainsi  la  seconde  transformation 

(  b  )  li\  =  ^^  5     g^  —  k,    y  =  k  X, 

et  la  corrélative 

{h')  /r,-i,     g^-àzk,     y=.'^. 

et  celles  que  l'on  en  déduit  par  la  substitution  —y. 

T^  ^  •       z,  •  •  &),&/,  c,    .,  A -h  Bo: 

Deuxième  cas  :  a  pair,  0  impair,  a  =  ^ — h  -r  •  —  Soit  y  = ^— ; 

'  »  24  '^  I  -4-  Lx 

en  faisant  ^  =^  o,  on  a  a;  —  o,  j  =  X(—  H-  ^-S  ^m  ^«  )  =  -=  (n^  365), 

\  2        4  /        sj  ki 

et  par  suite  A  =  -^-  Le  nombre  a'  est  impair,  mais  b'  est  pair  ou 

sjki 

impair. 

i''  b'  pair.  --  Soient  a  —  ia^,  b~ib^+^\,a!r=  2a',  +  i,  b'  =^  26',. 

Si  l'on  remplace  z  par  z  ^ ?  x  se  change  en  -^î  j  en  —  j,  et  l'on 

^  f\  OC 

a  l'identité 

.         B        B       A, 

_  A  +  B^  _  ^"^  Tx  __  C  "*"  tJ  ^^ 

I  4-  C.r  C  ^ 

I  -I-  7—  I  +  7-'  ^ 

d'où  l'on  déduit  C-  =;  X:,  B  =  —  AC,  et  la  fonction  de  transformation 

devient 

I     I  —  C^ 

Supposons  d'abord  que  les  trois  nombres  a,,  a',,  ^'j  soient  pairs;  à 
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cause  de  la  relation  ab'—bd—i,  le  nombre  è,   sera  impair.  Pour 


(ù 

-1  on  a 

2 


et  par  suite 


V/Â^=:- 


-c 


i  +  C 

f 

Faisons  maintenant  z  —  —  —  —  ^  ^  z',  z'  ayant  une  valeur  très- 
petite,  et  développons  en  séries  suivant  les  puissances  de  z'\  en  négli- 
geant les  puissances  supérieures  à  la  première,  nous  aurons  (n**  365) 

-  /&)       &)'        A         I         iz'{\  —  k) 


et  par  suite 

s/k  sjk 

l'identification  donne 


j  i(i-k) 

isjki 

On  obtient  ainsi  la  transformation 

,   .       .        /'-V^Â^\'  ,    if        ,j\t     '        i-h^ki  —  x^k 

\iH-V^/  ^  i  —  \/ki-hxs/k 

Les  autres  combinaisons  de  nombres  entiers  se  ramènent  à  la  précé- 
dente, a  l'aide  des  transformations  du  premier  cas.  Considérons  les 

fonctions  j,  =:  X,  (s  +  ~  -f  -^j  »  Ja  =  ^2  (^  +  ^  +  7^)  '  qui  corres- 
pondent aux  deux  couples  de  périodes  définies  par  les  formules 

2M,  =r         2  6'&)  —  6oj',        2  0)2=:         2  6',  W  —  6,  Oj', 
&)',  ;=  —  2 rt'  &)  ^  a 0)' ,  w'j  =  —  2 a,  &)  H-  rt,  &)', 

dans  lesquelles  les  nombres  bomologues  a  et  a,,  6  et  Z>,,  a'  et  a'j. 
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h'  et  V^  sont  en  même  temps  pairs  ou  impairs.  La  quantité 

Wî —  Ml        w',  —  m',  la' —  «',        h' —  6',\  la  —  «i        b  —  h\  a/ 

est  de  la  forme /^w  -^  q  —  ->  et  par  suite  de  la  forme/?,  w.  H-  g',  -^j  /?,  q, 

Pty  q,  étant  des  nombres  entiers.  Si  l'on  pose  2  = ^  "'  T  "^  '^''  ®° 

aura  donc 

7'  =  ^.{2'  ),     r.  =-^  X.U'  +-/'.  co,  +  ^.  y)  • 

L'expression  de  ja  en  fonction  de  y,  rentre  ainsi  dans  le  premier  cas 
de  la  transformation. 

En  faisant  subir  à  la  fonction  (c)  la  transformation  [b),  on  obtient 
la  nouvelle  fonction 

id)      ^-= 7f    '    ê-.=±-('-v//0,    r  = -jj ;t' 

\i  —  \jkj  2  i-^~  ^k  i-ï-x  sjk 

dont  le  module  est  réciproque  du  précédent.  Par  la  substitution  -. —  ? 
on  en  déduit  les  transformations  corrélatives 

,     ,,  ,  f^  —  \ll(\  <h  /T\=  ^  -"-  \Jk    l    >rX\lk 

\i  +  V «  /  i  —  sjk\  —  xsjk 

On  a,  en  outre,  les  quatre  fonctions  qui  se  déduisent  des  précédentes 
par  la  substitution  —y. 

2°  h'  impair.  —  Ce  cas  se  ramène  au  précédent.  Si,  dans  une  solu- 
tion du  problème  de  la  transformation,  on  remplace  k  par  —k,  il  est 
clair  que  l'on  obtient  une  autre  solution  de  la  même  équation  diffé- 
rentielle. Ceci  revient  à  remplacer  \[z,  œ,  'Si')  par  la  fonction  égale 
X(z,  0),  2&)  +  w'),  qui  a  un  module  égal  à  celui  de  la  première  et  de 
signe  contraire;  mais,  si  les  nombres  h  et  h'  sont  impairs,  dans  les 
relations  (4)  mises  sous  la  forme 

2«  =  2« Wi  4- 6w',,     2 w  +  w'=  2(<z  +  a'jwi  4- (6 -h  6')w',, 
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le  nouveau  coefficient  b  -^  b'  est  pair.  Ainsi  les  solutions  qui  se  rap- 
portent au  cas  actuel  se  déduisent  des  précédentes  par  le  changement 
de  i?:  en  —k-,  on  obtient  de  la  sorte  les  deux  nouvelles  transformations 

/    V     /        I  i  —  i\^'\  ,    i  f         '  i7\7  i  -\-i  \]k  i  —  ix'\]Tf 

(^)  ^^'=  -r^^   '   ^.=±-('--'v^^)'   r= — 7jf  ^.  >» 

\i  +  i\lkj  2  ji~i)Jk  1-+- ixsjk 

I  ■c\    I        fi-hi\/k\'  _,    i  I         ■  iT\2  i  —  iJTi   i  —  ixJk 


i>jkj  2  ,   _,_  {  y/^     ,  .^   j^  ^'^ 

qui  se  rapportent  à  deux  modules  réciproques,  et  les  deux  corrélatives 


\  —  ISjlf  \                    !_  W          •    /T\2                 I  -t-  i  v/n"   I  -f-  «^  V" 
rjf)^     gi=±-[i  +  isjk),     y'= ^- ^-*-, 

/  /■/  \     /.       /  I  +  it'  v/^\'  _j_  W         •  /7  ^  î  i  —  isjk  \-^ix\Jk 


i  —  i^kj  2  i^i^/f  i_i^  ^ff 

et,  en  outre,  celles  qui  s'en  déduisent  par  la  substitution  —y. 

Transformations  d'un  degré  impair. 

395.  Nous  avons  vu  déjà  (n°  393)  que  le  troisième  cas  rentre  dans 
le  second.  Une  transformation  du  premier  degré  ramène  le  second  cas 
au  premier.  Si  l'on  considère,  en  effet,  la  fonction  u  =  'k{z,  wo.  w'o). 
relative  au  couple  des  périodes  sco,  =  w'i,  œ'g  =  —  2w,  équivalent  au 
couple  2co,,  w'j,  on  remarque  que  la  fonction  j  =  X(2  +  a,  w,,  w'J  est 
égale  à  une  fonction  rationnelle  de  u  du  premier  degré;  en  appelantes 
et  ^2  le  module  et  le  multiplicateur  de  la  fonction  w,  on  a,  d'après  la 
formule  (c)  du  numéro  précédent. 


^'K^riJ'  »-=^^^-(-^^)''  r 


I  + 


si  kl   I  —  M  sZ/tj 


I  —  sjki  I  +  u  s/ki 
Mais  les  relations  (4)  deviennent 

''«2  —  aw-i,' 
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le  premier  coefficient  étant  actuellement  impair,  le  second  pair,  l'ex- 
pression de  u  par  une  fraction  rationnelle  en  x  rentre  dans  le  premier 
cas  de  la  transformation. 

Ce  premier  cas  se  subdivise  en  deux,  suivant  que  h  est  de  la  forme  [\h^ 
ou  4^)  H-  2.  On  ramène  le  second  cas  au  premier  par  une  autre  trans- 
formation du  premier  degré.  Considérons,  en  effet,  la  fonction 
M  =  X  (z,  «2,  w'^),  relative  au  couple  des  périodes  2002  —  200,4-20'^, 
co'2  =  oo'j  équivalent  au  couple  200,,  oi)'^,  et  désignons  par  k^  et  ^o  son 
module  et  son  multiplicateur;  on  a,  d'après  la  formule  (6), 

A-,  ---  _ ,     g-,  :=z  /r,  g-, ,     y  =  h,u. 

Les  relations  (4)  deviennent 

2w  =  aacoa -F- (6  —  2a)  oo'j,     co' =1  2 a'wj  +  ( 6'  —  2a')cù'./, 

le  second  coefficient  est  maintenant  de  la  forme  /^b^.  Ainsi  les  trans- 
formations fournies  par  les  valeurs  de  b  de  la  forme  4^<  H-  2  présentent 
des  modules  réciproques  de  ceux  qui  se  rapportent  aux  transformations 
fournies  par  les  valeurs  de  b  de  la  forme  ^b^. 

396.  Étudions  d'abord  les  transformations  d'un  degré  impair  n.  Le 
quatrième  cas  ne  se  présentant  pas,  il  suffit,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  dire,  de  supposer  a  ~  2a,  -\~j,  b  =  l[bf,  a  -~  o,  ce  qui  réduit  les 
relations  (4)  à 

(8)  OJ  =  {2«,  -f-  l)Oi),  +  2&,  w',  ,       w'  -=^  2«'&),  -I- 6'oj',  ; 

les  quatre  nombres  entiers  qu'elles  renferment  ne  sont  assujettis  qu'à 
la  condition 

(9)  {2a,  -h  i)b' ~  ^bi  a'  =  n. 

Considérons  tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  dans  lesquels  les 
deux  nombres  2a,  +  i  et  b,  admettent  un  même  plus  grand  commun 
diviseur  n',  qui  sera  nécessairement  un  diviseur  de  n;  posons  n  =  n'n'\ 
2a,-hi  = /i'(2ao-+  i),  by=^n'b^\  la  première  des  relations  (8)  devient 

f'*       /  1  II 

—    :=  (  2  «2  -f-  I  )  (0,   +    2  62  W  ,  , 

n  - 
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et  la  condition  (9)  se  réduit  à 

(10)  (2rt,  +  l)  6'— 46i«'-~  «"• 

Les  nombres  2^2  +  ^  et  4^2  étant  premiers  entre  eux,  on  peut  déter- 
miner deux  nombres  a"  et  ib"  -\-  1  satisfaisant  à  la  relation 

(11)  (2rt. -f-i){26"+i)-4/»,a"=i. 

Si  l'on  pose 

w"  =^  2  a"  w,  -t-  (  2  b'  -\-  I  )  &>', , 

on  voit  que  le  couple  des  périodes  (w,,w',  )  est  équivalent  au  couple 

(^)co"j,  que  les  fonctions  X(z,  &>,,  w',),  Xfz,  ^î  co"),  qui  ont  mêmes 

zéros  et  mêmes  infinis,  sont  égales,  ou  égales  et  de  signes  contraires, 
et  que  leurs  modules  sont  égaux,  ou  égaux  et  de  signes  contraires.  Des 
relations  (10)  et  (11)  on  déduit 

(i2)  a=n"a"-{ia,  +  \)t,     b' =n"{-xh"  +  \)  -  ^b^t, 

t  étant  un  nombre  entier.  En  remplaçant  a"  et  2b'  -\- 1  par  leurs  valeurs 
tirées  de  ces  dernières  relations,  on  trouve 

,                           «w  -f  2  f  -7 
W":^  --  4-  2/—   —    y, 5 

ti  n  n 

et  l'on  arrive  à  la  formule 

/  w'  +  2  /  — 

(.3)  y=iy,^,—^—- 

pareille  à  celle  du  n°  361 .  Mais,  ici,  la  lettre  t  désigne  un  nombre  entier 
quelconque;  car,  quel  que  soit  t,  en  prenant  arbitrairement  les  deux 
nombres  20..  -hi  et  b.,  premiers  entre  eux,  on  déterminera  les  deux 
nombres  2è"-r-i  et  a"  par  l'équation  (11),  puis  les  deux  nombres  a' 
et  b'  par  les  équations  (12);  l'équation  (10)  en  résulte,  et  par  suite 
l'équation  (9).  Ainsi,  lorsque  n  est  impair,  les  fonctions  représentées 
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par  la  formule  (i3)^  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  transformations 
du  premier  degré,  donnent  toutes  les  transformations  rationnelles  du 
degré  n. 

397.  Nous  avons  vu,  au  n"  363,  que  les  fonctions  données  par  la  for- 
mule (j3)  pour  n"  valeurs  consécutives  de  zsont,  non-seulement  diffé- 
rentes, mais  encore  que  deux  d'entre  elles  ne  peuvent  être  dans  un 
rapport  constant;  nous  avons  vu  aussi  qu'il  en  est  de  même  pour  celles 
qui  sont  fournies  par  deux  modes  de  division  différents  du  nombre  n. 
On  en  conclut  que  le  nombre  des  transformations  du  degré  n,  du 
genre  de  celles  que  nous  cberchons  maintenant,  est  égal  à  la  somme 
des  diviseurs  de  n. 

Nous  les  partagerons  en  deux  classes  :  celles  qui  sont  données  par 
les  valeurs  de  t  qui  n'ont  pas  de  diviseur  commun  avec  n'  et  n" ,  et 
celles  qui  correspondent  aux  combinaisons  dans  lesquelles  les  trois 
nombres  n\  n",  t  admettent  un  plus  grand  commun  diviseur.  D'a- 
près ce  que  nous  avons  dit  au  n'^  362,   les  premières  sont  égales  à 

:iiX  fz,  — ,  oo'j  )  ou  à  ±\lz,  (à^,—\\  cllcs  proviennent  de  la  division 

par  n  de  l'une  des  périodes  des  couples  (200,,  w'J  définis  par  les  for- 
mules (40  du  n''360.  Considérons  maintenant  les  combinaisons  dans 
lesquelles  le  plus  grand  commun  diviseur  des  trois  nombres  n' ,  n",  t 
est  égal  à  A,  et  soient  n!  =  hn^ ,  ri' ~-  hn\ ,  n  ^=  h^ n, ,  t  =:  ht,;  on  obtien- 
dra les  fonctions  correspondantes 


r^i 


en  divisant  par  n,  l'une  des  périodes  des  couples  (2w,,  w'J  et  multi- 
pliant ensuite  l'argument  par  h.  Cette  deuxième  classe  ne  se  présente 
pas  lorsque  les  exposants  des  facteurs  premiers  du  nombre  n  sont  tous 
égaux  à  l'unité. 

Lorsque  le  module  donné  k  est  fini  et  différent  de  zéro,  les  deux  pé- 
riodes particulières  2w,  w',  déterminées  par  des  intégrales  définies 
(n*^221),  ont  des  valeurs  finies  différentes  de  zéro,  et  leur  rapport 
est  imaginaire;  il  en  est  de  même  des  deux  périodes  de  chacune  des 
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fonctions  représentées  par  la  formule  (i3),  et,  par  conséquent,  ces 
fonctions  ont  toutes  des  modules  et  des  multiplicateurs  finis  et  diffé- 
rents de  zéro. 

398.  Nous  ferons  encore  remarquer  que  les  carrés  des  modules  de 
deux  des  fonctions  représentées  par  la  formule  (i3)  ne  peuvent  être 
égaux  ou  réciproques,  quel  que  soit  le  module  donné  A.  Cherchons 
d'abord  la  condition  pour  que  deux  fonctions  elliptiques 

l{z,  &),&)')  =  l{gz,  k),     }.{z,  co„  w',  )  —  X(g-,  z,  k,) 

aient  leurs  modules  égaux,  ou  égaux  et  de  signes  contraires.  Si  l'on 
avait  ^,  =  ±  ^,  les  deux  fonctions 

(i4)  >(z,  w,  w')  — X(g-z, /r),     X(z,  ^w,,^  &)',)  =  X(g'z,  A-,}, 

seraient  égales,  et  leurs  périodes  satisferaient  à  des  relations  de  la 
forme 

(l5)  —  w,  rrr  f4fl  -I-   |)m  -4-  2  06)',        —  rù'    r=z  -?.a' (x^  -^r  ( ib' -\-  \\(ù' , 

g  ^  .  g 

avec  la  condition  (4  a  -m)  (4^'-f-0  ~  ^ba'  —  i.  En  désignant  parp  et  o, 
les  rapports  — <  — ^»  on  aurait 

(.6)  .rf  +  (4f  +  .)P. 

Cette  condition  est  suffisante;  car,  lorsqu'elle  est  remplie,  on  peut 
déterminer  la  quantité^?  de  manière  que  les  équations  (i5)  soient 
vérifiées;  les  deux  fonctions  (i4)  sont  égales,  et  Ton  a  A,  =  i  k. 

Si  Ton  avait  kt  =  ±  t^  puisque  la  fonction  >(z,  œ,  —  w', ,  w'J  est 

égale  kllgikfZ,j-\i  la  fonction 

,8. 
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serait  égale  à  la  première  des  fonctions  (i4),  et  l'on  arriverait  à  la  con- 
dition 

'  I  —  Pi      (4«  +  i  j  +  26p 

Considérons  maintenant  deux  des  fonctions  (i3),  savoir 

^^^'i~''  1^' /'      ^\^'  77"' iP' ' )  ' 

\      n  n         /  \w,  n,         / 

Pour  que  leurs  modules  fussent  égaux,  ou  égaux  et  de  signes  contraires, 
quel  que  soit  le  module  donné  k,  il  faudrait  que  la  condition 

at^  -h  n\p  _  2[a'n"-f-(46'  -+-  i)/]  +  f46'-f-i)«'p 
<  ^~         [{4a  4-  i)n"  +  467]"-+-  ibn'p 

fût  vérifiée,  quel  que  soit  p,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  è  =  o,  et, 
par  suite,  a  =  b'  =  o,  n\  =  n,  n\  =  n",  t,  ~  t  -h  a'n";  et  alors  les 
deux  fonctions  seraient  égales.  Pour  que  les  carrés  des  modules  fussent 
réciproques,  il  faudrait  que  la  condition 

2t,-h  n\ p        _  i[a'n" -h  (46M-  i)t]  +  {^b'  +  i)n'p 
(<^—  2 1,  )  —  n\  p  ^  ■  [4a  +  ï)n"-h4bt]  -\-o.bn'p 

fût  vérifiée,  quel  que  soit  p,  ce  qui  est  impossible,  puisqu'on  ne  peut 
avoir  4^  -+-  »  =  —  '>b. 

399.  Il  est  facile  de  vérifier  que  les  fonctions  dont  nous  venons  de 
parler  satisfont  bien  aux  conditions  qui  servent  de  base  à  la  méthode 
de  Jacobi  (n^  260).  Considérons,  par  exemple,  la  fonction  (n**  349) 


r==x(^,^  «')--_-:  s^. 


•(^^ 


on  a  ICI 

Y "g-^fi --r)(i  +  r)(i  —  A-, j)(i  + /r,j), 

et,  après  la  substitution. 


V  V  =  ^^  v/( ^^  -  g-,  ^M?,)  (y?  +  g-,  x^S,)  («i-  -  g,  /r,  x^S,)  ( a'  +  ij-,  /r,  ^^i",) . 
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D'après  les  identités  (20)  ou  (20)'  du  n**  380,  chacun  des  quatre 
binômes  placés  sous  le  radical  est  égal  au  produit  d'un  facteur  du  pre- 
mier degré  en  x  par  un  polynôme  carré  parfait;  on  a  donc 

M  étant  un  polynôme  entier  en  ce  du  degré  2n  —  2. 

Il  en  est  de  même  des  transformations  relatives  à  la  multiplication 

de  l'argument.  So'il  y  =  l{nz)==  ~~  (n«332);  on  a 
après  la  substitution 

et,  en  vertu  des  identités  (3)  ou  (3)'  du  n°  372, 

M  étant  un  polynôme  entier  en  x  du  degré  2/1-  —  2. 

Transformations  d'un  degré  pair. 

400.  Éludions  maintenant  les  transformations  d'un  degré  pair.  Soit 
n  =  2.''n^,  n,  étant  impair.  Les  trois  premiers  cas  de  la  transformation 
se  ramènent,  comme  nous  l'avons  dit  au  n^  395,  à  celui  où  a  — 2«<-!-i, 
è"4è,,  a  —  o.  Considérons  les  systèmes  de  nombres  entiers  satis- 
faisant à  la  relation  (9),  et  dans  lesquels  les  deux  nombres  entiers 
2a,  ■+■  I  et  bf  admettent  un  même  plus  grand  commun  diviseur  n',  qui 
sera  nécessairement  impair  et  diviseur  de  /z,  ;  en  posant  «,  =  n'n"  et 
raisonnant  comme  précédemment,  on  arrivera  à  la  formule 


(18)  •  Jr3.> 
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dans  laquelle  t  désigne  un  nombre  entier  quelconque.  A  chaque  divi- 
seur /i"den,  correspondent  ainsi  2^7/' fonctions  j,  et,  par  conséquent, 
le  nombre  des  transformations  rationnelles  de  cette  sorte  est  égal  à  la 
somme  des  diviseurs  de  /i,  multipliée  par  2^. 

Il  nous  reste  à  examiner  le  quatrième  cas  de  la  transformation,  celui 

où  les  deux  nombres  aei  b  sont  pairs  et  a  =  --'  Considérons  les  sys- 
tèmes de  nombres  entiers  vérifiant  la  relation  ab'  —  ba'  ~  n,  et  dans 
lesquels  les  deux  nombres  a  et  b  admettent  un  même  plus  grand  com- 
mun diviseur  2''n';  l'exposant  r  sera  égal  ou  inférieur  à  h,  et  le 
nombre  impair  n'  un  diviseur  de  n,.  Posons  «  =  2''a,,  6— 2''^,, 
l'un  des  nombres  a,  et  b,  au  moins  étant  impair.  Nous  commencerons 
par  diviser  la  première  période  r  fois  successivement  par  2.  La  prer 
mière  des  formules  (19)  du  n**  77  donne 


A      2  +   7-5    -ï    W 

4    2 


d'après  les  formules  du  n**  366,  on  en  déduit 

kf  et  gt  étant  le  module  et  le  multiplicateur  de  la  fonction  oCf.  Si  l'on 
pose  Zf  =  z  -i-  -,  on  aura  de  même 

^2  et  ^2  étant  le  module  et  le  multiplicateur  de  la  fonction  x..  On  po- 
sera ensuite  z.  -~-=  z^  -\-  ~,  z^  =  Zo  -h  —.^  ■  ■  ■>  et  l'on  continuera  de 
cette  manière  jusqu'à  la  fonction 

\  2'  +  '       2''  /  \  ■      2'" 
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Mais  on  a 

^  M  (ù  OU  0)  C) 

Ç  =  2  H ;  -1 :  -h  .  .  .  -1 —  =:  Z  H -—  î 

2'  2^  2'-*-'  9.  2'-^' 

et,  si  l'on  pose 

od  =. i =(«,  -i-  i)  ■ h»i  -r  —  "2-^       «if-^i  +  "' 

2  2  2"^"^'  '24  \  2 

on  aura  à  chercher  la  relation  entre  les  deux  fonctions 

Les  relations  (4)  deviennent 

2  —  =  2a,  w,  +  61  w',,     w' =  2a'wi  H- 6'a)',, 

avec  la  condition  a,  ^'—  6,  a'=  i^~'  n^.  La  nouvelle  constante  a'  a  la 
forme  voulue  pour  que  y  soit  égal  à  une  fraction  rationnelle  en  Xr\ 
l'un  des  nombres  a,  et  &,  étant  impair,  on  est  ramené  à  l'un  des  trois 
premiers  cas  de  la  transformation.  On  obtient  ainsi  les  fonctions  repré- 
sentées par  la  formule 

/  «'■4-2^-^\  . 

,      .  ^  I  w          0)         &)  2''n    I 

(»9)  Y=^\^  +  ^  -  ^'  ^'  —2^.^"—/' 

et  celles  que  Ton  en  déduit  par  des  transformations  du  premier  degré. 


624  LIVRE  VIII.  —  CHAPITRE  II. 


CHAPITRE  II. 

ÉQUATION      MODULAIRE. 

Existence  de  Véquation  modulaire. 

40i.  Nous  nous  occuperons  spécialement  du  cas  où  n  est  impair  et 
premier.  Dans  ce  cas,  la  formule  (i3)  du  n"  396  donne  n  -h  i  fonc- 
tions de  transformation,  savoir  :  llz,  -5  w'J  et  les  n  fonctions  repré- 
sentées par  la  formule  llz,  œ, -U  dans  laquelle  t  reçoit  n  va- 
leurs entières  consécutives;  mais  nous  mettrons  ces  dernières  sous  la 
forme  X  U,  w, )  •  Si  1  on  désigne  par  e  I  une  des  n  -+-  i  quan- 
tités — j  — —  »  les  modules  de  ces  /z  -h  i  fonctions  sont  donnés  par 

n  n  '■ 

la  formule 

p=i 

Nous  poserons  yl  =  "'>  V^i  =  ^"'  ^^  i^^^s  définirons  les  n  4-  i  valeurs 
de  V  par  la  formule 


d'où  l'on  déduit 


ilLpA-_^u  TT  ^^-' 

P=I  p=l 


^^^  ^~a''"  11   v{pz) 
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Si  dans  l'expression  de  ^      ^  déduite  des  formules  (i4)  du  n°  332, 

relatives  à  la  multiplication  de  l'argument,  on  remplace  z  parjoe,  et  si 
l'on  remarque  que  cette  quantité  devient  égale  à  i,  on  obtient  l'expres- 
sion de^^l^  par  une  fraction  rationnelle  en  P  et  X''(/?s);  chaque  valeur 

de  ^  est  donc  une  fonction  symétrique  et  rationnelle  des quantités 

Grâce  à  la  substitution  de  —  à  -  dans  l'expression  du  premier  mo- 
dule, cette  fonction  ne  change  pas  quand  on  remplace  £  par  «£,  a  étant 
un  nombre  entier  premier  avec  n.  On  en  conclut,  d'après  le  raisonne- 
ment du  n°  387,  que  les  /i  -f-  i  valeurs  de  |  sont  les  racines  d'une  équa- 
tion algébrique  du  degré  n-h  i  en  ^,  ayant  pour  coefficients  des  frac- 
tions rationnelles  de  k^  ou  de  u^.  En  remplaçant  |  par  — ?   on  obtient 

une  équation  algébrique  entre  u  et  v,  du  degré  n  -h  i  par  rapport  à  v; 
on  lui  donne  le  nom  d'équation  modulaire.  Quand  on  remplace  u  par 

ue  *   ,  les  valeurs  de  ^  ne  changent  pas  et,  par  conséquent,  celles  de  v 

fftnr.i 

sont  multipliées  par  le  facteur  constant  e  "  .  Nous  remarquons  en- 
core que  l'équation  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  u  etv  par  —  u 
et  —  V. 

Expression  des  racines  de  l'équation  modulaire. 

402.  Nous  avons  démontré  au  n"  365  que  les  quantités  y^  et  y^'. 
données  par  les  formules  (29)  et  (3o)  du  n°  205,  sont  des  fonctions 
holomorphes  de  la  variable  p  —  r-^  si,  pour  toutes  les  valeurs  de  cette 
variable  dans  lesquelles  le  coefficient  s  est  positif  et  différent  de  zéro, 
c'est-a-dire  pour  la  moitié  du  plan  située  au-dessus  de  l'axe  des  x.  Nous 
poserons 

(3)  î(p)  =  v/5«"     JI-_E__.^ 

in  -=  30 

.  y,(7r,i—l)r-J  _ 


m  =  00 

-e        f 

Ow 

11 

(2m — 

I;-J 

m  =  i   I-f-  e          f 

.  ;n  =:  =0                       _ 

2mT.i 

11 

1-+-  e 

>.m — i)iii 

m  —  i 

? 

626  LIVRE  VIII.  —  CHAPITRE  II. 

Les  deux  formes  sous  lesquelles  nous  avons  écrit  chacune  de  ces 
fonctions  s'accordent;  car  les  deux  premières  quantités,  par  exemple, 
dont  les  huitièmes  puissances  sont  égales  à  P,  ayant  des  valeurs  réelles 
et  positives  pour  les  valeurs  p  =  si,  sont  nécessairement  égales  pour 
ces  valeurs  de  p,  c'est-à-dire  quand  cette  variable  décrit  l'axe  des  y\ 
elles  sont  donc  égales  dans  tout  le  demi-plan  (n°*  114  et  366).  A  l'in- 
spection des  formules  précédentes,  on  reconnaît  que  les  deux  fonctions 
qu'elles  définissent,  et  qui  ont  été  étudiées  par  M.  Hermite  [Comptes 
rendus,  i858),  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 


ihT.i 


<p(p-}-,)r:=e''^^,        9(p4-2)  =  eXp),       9{p+CiA)=re~^(p(p). 

Elles  sont  réelles  et  positives  pour  les  valeurs  p  =  si. 

403.  Dans  ce  qui  suit,  nous  prendrons  u  =  (p(/3),  et,  pour  distinguer 
les  71  4- 1  valeurs  de  v,  nous  désignerons  par  V  celle  qui  se  rapporte  à 

la  fonction  X(^, ->  &)')   et  par  (^^  celle  qui  se  rapporte  à  la  fonction 
z,  (ù,- î — ^1-  Nous  allons  démontrer  que  ces  quantités,  telles 


qu'elles  sont  définies  par  la  formule  (i),  ont  pour  expressions 

D'après  la  remarque  faite  au  commencement  du  n°  365,  les  quantités 

û  (     [^  et,  par  conséquent,  les  valeurs  de  v  sont  des  fonctions  holo- 

morphes  de  p.  Considérons  d'abord  V  et  donnons  à  p  la  valeurs;  dans 

les  développements  de  ôi]—^]  etde^af^^j  en  produits  d'après  les 

formules  (20)  du  n°  202,  les  facteurs  placés  sous  le  signe  produit  étant 
tous  réels  et  positifs,  le  quotient  de  ces  deux  quantités  est  réel  et  a  le 

signe  de  cos  (^^  j  -,  la  valeur  de  V  est  donc  réelle  et  a  le  signe  du  pro- 
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duit  des  "  ~  '  facteurs  cos(^^)> quand/?  varie  de  i  à— — -  •  Lorsque 
est  pair  et  égal  à  2/2',  les  ti!  premiers  facteurs  étant  positifs,  les 


n  —  1 


n  —  I 


n'  suivants  négatifs,  leur  produit  a  le  signe  de  (—  i)'".  Lorsque est 

impair  et  égal  à  2/2'—  i,  les  /i'  —  i  premiers  facteurs  étant  positifs,  les 
ri  suivants  négatifs,  leur  produit  a  le  signe  de  (—  i)"'.  Ainsi  V  a  le  signe 

h'  — I 

de  (—  i)   '   ,  et,  comme  (p{np)  a  une  valeur  réelle  et  positive,  il  y  a 
accord  entre  les  deux  formules.  Pour  abréger,  nous  désignons  par  a  le 

nombre  entier  — ^^' 

On  obtient  Vt  en  attribuant  à  e,  dans  la  formule  (i),  la  valeur 

&)'H-i6fa>      .,  ,      £       p  +  iSt 
£  = 5     d  ou    -  =  - 


w  n 


Si  Ton  pose  p  h-  i6t  —  p',  on  déduit  des  formules  (6)  du  n°  74 

on  a  d'ailleurs  u  =  (p{p'  —  i6t)  =  ç)(p');  pour  p'  =  s'i,  ces  quantités 
et,  par  suite,  Vc  ont  des  valeurs  réelles  et  positives.  Il  en  est  de  même 

de  la  quantité  (p(-)  donnée  par  la  seconde  des  formules  (5).  Ainsi  il 

y  a  accord  entre  les  formules. 

Supposons  que  dans  l'équation  modulaire  on  remplace  u  par  (  —  i  )*  V; 
pour  avoir  les  racines  de  la  nouvelle  équation,  il  suffira  de  remplacer/? 
par  Zip  dans  les  formules  (5);  la  racine  v,^  est  égale  à  (p{p),  c'est- 
à-dire  à  M.  De  même,  supposons  que  l'on  remplace  u  par  Vt*  ce  qui  re- 
vient à  remplacer /9  par  - — ' — i  la  racine  V  de  la  nouvelle  équation 

sera  égale  à  {—i)'^(p{p  +  16^),  c'est-à-dire  à  (—  i)°'w.  Il  en  résulte  qu'à 
toute  solution  (w,  f)  de  l'équation  modulaire  correspond  une  autre  so- 
lution [v,  (—  i)"w]  de  la  même  équation. 

404.  De  la  troisième  des  formules  (63)  du  n°  367,  relatives  à  la  divi- 

79- 
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sion  par  2  de  la  seconde  ()ériode,  on  déduit 


mais,  d'après  les  formules  (55)  du  n°  365,  on  a 

il  en  résulte  l'expression 

Kl'"'"') 


(6)  cp(p)=:^7r  =  -^ 


1/2  >/«'    ,,   «'\ 


qui  nous  permettra  de  trouver  toutes  les  valeurs  de  p  pour  lesquelles 
la  fonction  '^{p)  a  une  valeur  donnée. 

Nous  avons  vu,  au  n*'  398,  que,  pour  que  les  carrés  des  modules  de 
deux  fonctions  elliptiques 

soient  égaux,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  rapports  p  =  — , 
p,  =  —  satisfassent  à  la  relation  (16);  on  a  alors  9*(p<)  =  ^^{p)-  Cher- 

dions  maintenant  la  condition  pour  que  les  deux  fonctions  ^(p),  <p(/3)) 
soient  égales,  ou  égales  et  de  signes  contraires. 

Comme  on  a  i?-,  =  (~  \Y'k,  il  faut  d'abord  que  a'  soit  pair;  posons 
a'  =  id^  ;  comme  on  a  y/i^  =  (—  i)'''  V^,  d'après  la  première  des  for- 
mules (55)  du  n°  365,  il  faut  que  le  nombre  d^  soit  lui-même  pair; 
posons  a\  =^  2.d^.  Comme  nous  l'avons  dit  au  n°  398,  il  résulte  des 

formules  (i5)  que  les  fonctions  X(^,  ^w,,^  w',  U  X(z,  &),w')  sont 
égales,  et,  par  suite,  les  fonctions  v  iz,  —  w,,  ^  (ù\u  v(^,  w,  &>');  lorsque 
a'  est  pair,  il  en  résulte  aussi  que  les  fonctions  X  [2,^^,,^  —  U 


629 


ÉQUATION  MODULAIRE. 
X  Iz,  w,  —  I  sont  égales.  On  a  donc 

v(î|,«.,a>',)=(-.)"v(^^,«.«'),     x(î^,.„^)=(-.)-U(|:,.-,^), 

et,  par  suite,  en  vertu  de  la  formule  (6), 

?(p.)  =  {-')"''-^*'?(p)--^(-0''^"'?(p). 
Ainsi,  pour  qnecpip,  )  =  d=  (p(p),  il  est  nécessaire  et  il  suffît  que  Ton  ait 


(7) 


avec  la  condition  {^a  +  i)(4^'-f-  i)—  j6ba\  =  i. 

Points  critiques. 

405.  Les  périodes  co  et  w',  déterminées  par  des  intégrales  définies, 
comme  nous  l'avons  expliqué  aux  n*"*  221  et  231,  sont  des  fonctions 
continues  de  k^  ;  il  n'y  a  exception  que  pour  P  =  o  et  X:^  =  i  ;  ces  deux 
quantités,  et  par  suite  leur  rapport  p,  sont  donc  des  fonctions  holo- 
morphes  de  la  variable  k'',  dans  toute  portion  du  plan,  à  contour  simple, 
ne  comprenant  aucun  de  ces  deux  points  critiques.  Par  rapport  à  la  va- 

Fig.  8i. 


riable  m,  il  y  a  neuf  points  critiques,  savoir  l'origine  m  =  o  et  les  huit 

thr.i 

points  u  =  e  ^  ,  placés  aux  sommets  d'un  octogone  régulier  Oo  ««  •  •  •  «t 
{/ig.  8i).  Chacune  des  valeurs  de  v  est  une  fonction  holomorphe  de  p. 
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et  par  conséquent  de  m,  lorsque  cette  variable  u  se  meut  dans  une  por- 
tion du  plan,  à  contour  simple,  ne  comprenant  aucun  des  points  cri- 
tiques dont  nous  venons  de  parler,  et  qui  sont  les  seuls  qui  existent 
dans  le  plan  par  rapport  aux  racines  de  l'équation  modulaire. 

Pour  former  les  lacets,  nous  ferons  partir  la  variable  u  d'un  point  6,, 
situé  sur  l'axe  Oa?,  à  une  distance  du  point  0  plus  petite  que  l'unité. 
Le  lacet  («o)  est  formé  d'une  droite  6„Coet  d'un  petit  cercle;  le  lacet  (a,) 
d'un  arc  h^h^  égal  à^  de  circonférence,  d'une  droite  h^c^  et  d'un  petit 
cercle;  le  lacet  {a.,)  d'un  arc  bf^b^h,,  égal  à  |  de  circonférence,  d'une 
droite  b^c^  et  d'un  petit  cercle,...;  le  lacet (dr,)  d'un  arc  bob^...b^  égal 
aux  I  de  la  circonférence,  d'une  droite  b^c^  et  d'un  petit  cercle;  enfin 
le  lacet  (0)  du  cercle 6o  b^...b^b^,.  Au  point  b^,  la  période  w  étant  réelle 
et  positive,  et  la  période  w'  de  la  forme  (ù"i,  on  a  /3  =  ^o^  =  si,  s  étant 
une  quantité  réelle  et  positive;  nous  distinguerons  les  n  4- i  racines 
par  leurs  valeurs  initiales 

V=(-i)»9(np,),     f„  =  9(^^j,     v,^(p(^!— ^-)v,     Vn-r-^<?\^ j^ -M', 

la  première  est  réelle  et  a  le  signe  de  (—  i)*,  la  seconde  est  réelle  et 
positive. 

Pour  les  valeurs  de  u  situées  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  de  l'origine 

I 

avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  en  développant  (i  —  k^x^)  '  en  série,  et 
faisant  ^  =  i,  on  déduit  de  la  formule  (3)  du  n°  221 

D'autre  part,  l'équation  (35)  du  n°  279  donne 

on  en  déduit  par  l'intégration 

(9)  p-p„=  A[8Iog^^-i-A(/r'-/r-.)+^(/'^-^'j;+...]» 
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en  supposant  que  log  —  soit  égal  à  zéro  pour  u  =  w^,  c'est-à-dire  au 

point  ^0-  Lorsque  u  tend  vers  zéro,  le  coefricient  positifs,  dans  l'expres- 
sion |0  =  r-h  si,  augmente  à  l'infini;  si  l'on  prend  la  fonction  o{p)  sous 
sa  première  forme,  on  reconnaît  que  les  n  h-  i  valeurs  de  v  tendent 
vers  zéro.  Quand  la  variable  u  décrit  le  cercle  0  dans  le  sens  positif,  la 
valeur  de  p  devient  po  -f-  i6;  la  racine  V  reste  holomorphe  dans  le  voi- 
sinage du  point  0  et  se  développe  en  une  série  convergente 

w  — t 
(lO)  V={— l)''2    S     «"-t-..., 

suivant  les  puissances  entières  de  u.  La  racine  V[-=^  <p  (  ^— — -  \  devient 
çj    1 ^ L    ,   et,  par  conséquent,  se  change  en  Vt.^^  ;  ainsi   les 

n  autres  racines  forment  autour  du  point  0  un  système  circulaire  (^-o,  f',, 
('2,...,  ('„_,)  se  permutant  dans  l'ordre  des  indices;  ces  racines  sont  re- 
présentées, dans  le  même  ordre,  par  la  série 

n — t      X 
(il)  f  =  tT^'U"  -f-  .  .  .  , 

1 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  w. 

406.  Considérons  maintenant  le  point  critique  m=  i.  La  fonction 
elliptique,  au  module  complémentaire,  admet  les  périodes  co,  =  —  u'i, 

c/^  =  Oui  (n^  236),  dont  le  rapport  p' est  égal  à Quand  le  point  u 

P 

décrit  la  droite  60  «o»  la  première  période  w<  reste  réelle  et  positive,  le 
rapport  p,  donné  par  l'équation  (io),  conserve  la  forme  si,  et  de  même 
le  rapport  p'.  La  période  w,  est  représentée  par  une  intégrale  définie 
analogue  à  celle  qui  donne  w  (n°  221);  faisant  encore  ^  =  1»  il  suffit 
de  remplacer  dans  celle-ci  k  par^';  elle  peut  être  développée  en  une 
série  pareille  à  la  série  (8)  et  convergente  pour  les  valeurs  de  k'^ 
dont  le  module  est  plus  petit  que  i;  on  en  déduit,  comme  précédem- 
ment, 
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les  coefficients  A,  B,...  étant  les  mêmes  que  dans  l'équation  (9),  et 
par  suite 

(i3)  p'_p;=.-LJ^iog|^-4-A(/r''-/r7)+?(A-'*-/C)+...]. 

Lorsque  u  tend  vers  i,  le  coefficient  5',  dans  l'expression  p'=  r'-h  s'i^ 
augmente  à  l'infini;  si  l'on  prend  la  fonction  (^(p)  sous  sa  seconde 
forme,  on  reconnaît  que  la  racine  v^  tend  vers  i,  et  la  racine  V  vers 
(—  i)". 'Quand  la  variable  u  décrit  autour  du  point  «o»  6t  dans  le  sens 
positif,  un  cercle  ne  comprenant  aucun  autre  point  critique,  l'argument 

de  k'"^  augmente  de  271,  p'  devient  p^  -\-  2,  et  p  égal  à  —^ —  La  racine 

ç^  =  (p(^\~  ^(^np'),  réelle  et  positive  sur  la  droite  60^0»  reste  liolo- 

morphe  dans  le  voisinage  du  point  Œq  ;  on  obtient  son  développement  en 
posant  u  =  \  —  u' ,  i^u  =  i  —  v'q  ;  d'où 

et,  en  se  servant  de  la  seconde  forme  de  la  fonction  ij>(/5), 
(i4)  v',  =  7.-^''-'hi"'-h 

LaracineV,après7toursautourdupoint«o>  devient(—  i)"(p(— ^^° 

elle  se  change*  en  une  autre  ^^  que  nous  allons  déterminer.  D'après  ce 

np»     \        /p»-\-i6l 


^yp«i' 


que  nous  avons  dit  au  n°  404,  les  deux  fonctions  ©    - 

sont  égales,  ou  égales  et  de  signes  contraires,  lorsque  leurs  arguments 
satisfont  à  une  relation  de  la  forme 

p„-f-  i6f  _  8a'(i—iypo)-h{^b'-\-i)npo  _   8a'  4- [(46' +  i)  n  —  16a' y]  p„ 


u  {/^a-hi){i—  2.ypo)-\-2bnpt      (4« -f-ij+ 2[6/i  — (4a +i)y]po 

avec  la  condition  (4«  -l-  i)  (4^'  +  0  —  i6ba'  =  i.l\  faut  pour  cela  que 
bn  —{lia  +  1)7  =  o,  ou  7 =  -:  ces  deux  fractions,  étant  irréduc- 
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tibles,  auront  leurs  termes  respectivement  égaux,  ou  égaux  et  de  signes 
contraires.  Si  n  est  de  la  forme  [\n  ^  \,  on  prendra  a—  n',  b  —  7;  la 
relation  précédente  se  réduira  alors  à 

po-4-  \&t  =  ^a'  -i  [{^b'  -\-\)n  —  i6rt'y]po; 

on  prendra  a  —  2/, et  l'on  déterminera  les  deux  nombres  entiers  4^'-!-' 
et  t  par  la  condition  827/  —  n(l\h'  -{-i)—  —  1 .  Si  /i  est  de  forme  4«'  — i, 
on  prendra  a  —  —  n' ,  b  —  —  "-^y  a'  —  -  2/,  et  l'on  déterminera  l^s  deux 
autres  nombres  par  la  condition  827/  -f-  n[[\b' -+- 1)  =  —  i.  Le  rapport 
des  deux  fonctions  9  étant  (—  i)*^  ou  (—  i)",  la  racine  V  devient  égale  à 
Vi;  les  deux  nombres  conjugués  7  et  ^sont  liés  par  cette  condition,  que 
le  produit  827/  donne  le  résidu  —  i  par  rapport  au  diviseur  n. 

En  attribuant  37  les  w  —  i  valeurs  successives  i,  2....,  /i  —  i,  on 
obtient  pour  t  ces  mêmes  valeurs  dans  un  certain  ordre;  il  y  a  d'ail- 
leurs réciprocité  entre  les  deux  nombres;  on  en  conclut  que  les  n  ra- 
cines V,  Vf,  Vi,...,v„^i,  da^ns  un  certain  ordre,  forment  un  système 
circulaire  autour  du  point  critique  u  —  i .  Si  l'on  pose  V=^(—  i)"(i  —  v'), 
elles  sont  représentées  par  la  série 


n  — I 


(  I  5  )  f  '  =  2    n    m'"  -h  .  .  .  ; 

nous  désignerons  ce  système  circulaire  par  (V,  Vt,^  ^r,»---»^f„_,)- 

407.  Considérons  maintenant  le   lacet  (a,).  Quand  la  variable  u 
décrit  l'arc  ^0^0  d'après  l'équation  (9),  p  acquiert  la  valeur  po-t-  2; 

la  racine  V  devient  (—  i)"(p(/ip„  4-  2/1)  ou  e  *  V;  la  racine  Vt  devient 

^\ n )  ~^Y n -^-  2n  >  c  est-a-dire    e  «  v,_^.  Ceci 

est  bien  d'accord  avec  une  remarque  faite  au  n°  401 ,  savoir  que,  quand 
on  remplace  u  par  ue  '  ,  les  valeurs  de  v  sont  multipliées  respective- 

ihnr.i 

ment  par  e  "    .  Supposons  que  l'on  parte  du  point  ^o  avec  la  valeur 


initiale  V;  en  6,  on  a  cette  même  valeur  multipliée  par  le  facteur  ê~^~ ; 
sur  le  lacet  b^a^,  la  racine  acquerra  la  valeur  qu'elle  avait,  au  point 

80 
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homologue,  sur  le  lacet  h^^a^^,  multipliée  par  ce  facteur  constant";  quand 

,  9mti 

on  aura  parcouru  7  fois  le  lacet  b^a^,  on  aura  en  è,  la  valeur  e  "  Vt  , 
qui,  lorsqu'on  revient  en  bo,  est  ^^ +».  Ainsi  la  loi  de  permutation  sur 
le  lacet  (a,)  se  déduit  de  celle  qui  a  lieu  sur  le  lacet  («„),  en  ajoutant 
le  nombre  constant  a  aux  indices  des  racines. 

Considérons  d'une  manière  générale  le  lacet  [a/,).  Quand  la  variable 
décrit  l'arc  b^b,.. . b^,  p  acquiert  la  valeur  p^  -f-  2^,  la  racine  V  devient 

égale  à'e  **  V,  et  la  racine  Vt'àe^  ^r-/,a-  En  partant  du  point  b(,  avec 
la  valeur  initiale  V,  quand  la  variable  11  aura  décrit  y  fois  le  lacet  bf^fl^, 

on  aura  en  b,^  la  valeur  e  ^  Vt  *  qui,  au  retour  en  b^,  est  Çt  +/,«.  Il  suffit 
donc  d'ajouter  le  nombre  constant  Aa  aux  indices  relatifs  à  la  permuta- 
tion sur  le  lacet  («o)  pour  avoir  la  permutation  sur  le  lacet  (a^)' 

408.  La  fonction  elliptique,  au  module  réciproque,  admet  les  pé- 
riodes w,  —  co  —  0)',  oi\  —  «'  (n°  234),  et  les  valeurs  de  p  et  p^,  qui  se 
rapportent  à  ces  deux  couples  de  périodes,  sont  liées  par  la  relation 

-  =r ^  i;  on  en  déduit 

p.       p 


Concevons  que,  dans  l'équation  modulaire,  on  remplace  u  par  -5  et 
désignons  par  {v)  les  racines  de  la  nouvelle  équation;  il  est  facile  de 
reconnaître  que  ces  racines  sont  réciproques  de  celles  de  la  première 
équation.  Considérons  d'abord  la  racine 

elle  sera  réciproque  de  la  racine  v^,  si  l'on  a 

P  +  »6a  ^      8a-+[(46--M)/i  +  8a-(n-i)]p     ^  ^ 

Il  faut,  pour  cela,  que  le  coefficient  de  p  dans  le  second  dénominateur  soit 
nul,  et,  par  conséquent,  que  les  deux  fractions  irréductibles-^ » 
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soient  égales.  Si  n  est  de  la  forme  4^^'  +  i ,  on  prendra  a  =  n', 

b=^  —  2n' ,  a'  r=  2§,  et  l'on  déterminera  les  deux  nombres  b'  et  5  par 
la  condition  i6(/i  —  i)5-f  n(l\b'  +  i)  —  i .  Si  /z  est  de  la  forme  l\n'  —  i . 
on  prendra  a  =  —  n\  h  =  2/1'—  1,  a'  —  ~  2^,  et  l'on  déterminera  b' 
et  ^  par  la  condition  \6{n  —  i)  ^  —  n{^b' -+■  1)  =  1 .  Dans  les  deux  cas, 
l'indice  ^  est  tel,  que  le  nombre  16$  donne  le  résidu  —  i  par  rapport 
au  diviseur  n.  On  verrait  de  même  que  la  racine  (^'«_s)  est  réciproque 
deV. 

Considérons  maintenant  une  autre  racine 

^^'^^"^X     p^  +  iôt')"^     /  n  ~\'^    r       i6t'-{i6t'—irp      y 

"^y     p^-hi6f      V       '^\_i6t'-hn-ii6t'-hn-i)p] 

elle  sera  réciproque  de  Vi  si  l'on  a 

p-hi6t_8iï6t'-hn)a'-hi6t'(/^b'-hi)  —  [{i6t'—i)(^b'-hx)-h8{i6t'-hn  —  i)a']p 
n       ~  {16 1' -h n){ia -h  1) -h 32 t'b  — [{16 i'  -h n-  i)i/{a+i)-\-2{i6i—i)bjp' 

Le  coefficient  de  p,  dans  le  second  dénominateur,  doit  être  nul;  la 

fraction  *^  ,      est  irréductible;  la  fraction  -^ — ~^  '     est  aussi  irré- 

ductible,  si  t'  n'est  pas  égal  à  71  —  ^;  ces  deux  fractions  étant  égales, 

on  prendra  a  =  —  [\t' ,  b  =  8t'  -i- Le  second  dénominateur  se 

réduit  alors  à  n.  On  déterminera  les  deux  nombres  b'  et  a'  par  la  con- 
dition 

(i6/'-i)(46'-f-i)  +  «(i6iM-n-  iK  =  -i, 
et  Ton  fera 

^  =  (  i6r  +  n  )  -  + /'(46' +  I)  = -^i— ^' • 
2  4 

Le  nombre  a'  devant  être  pair,  et  b'  multiple  de  4>  posons  a'  =  2a", 
b'  =  l{b";  la  condition  précédente  devient 

{i6/'  — i)6"  +  (i6<'+n  — i)a"  =  --/', 

ou 

{\&t'  —  \)t^na"  =  ~t'; 

rindice  /  est  tel,  que  le  nombre  (16/—  i)t  donne  le  résidu  — ■  /'  par 

80. 
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rapport  au  diviseur  n.  Il  y  a  exception,  lorsque  t'  —  n-  d-,  mais  nous 
avons  vu  que  la  racine  (v„_^)  est  réciproque  de  V.  Quel  que  soit  n,  la 
racine  (ç^o)  est  réciproque  de  Vq. 

L'étude  des  valeurs  de  v,  quand  la  variables  u  est  très-grande,  est 
ramenée  ainsi  à  celle  des  valeurs  de  (ç^),  quand  la  variable  m<  est  très- 
petite;  les  n  -hi  valeurs  de  [v]  s'annulant  pour  u^  —  o,  les  nn-  i  valeurs 
de  V  deviennent  infinies  pour  m  =  co  .  Sur  la  sphère,  le  point  u  ~  co 
est  donc  un  point  critique  analogue  aux  précédents;  la  racine  u^  est  mé- 
romorpbe  et  du  degrés;  les/i  autres  sont  du  degré  -  et  forment  un  sys- 
tème circulaire. 

Comme  exemple,  nous  écrirons  les  permutations  pour  n  —  5  : 

Lacets:  («„)  («.)  («,)  («s)      •  «) 

(V('2<',(^,C3).       (VCo<^(<^:-t'-).       (y^i^^VoV,),       {YVtV.V^V'i),       {Yv,V:,VtV„); 

sur  les  lacets  {a^),  (a«),  {a^),  les  permutations  sont  les  mêmes  que  sur 
(«o),  {a,  ),  («a)» parce  qu'il  suffit  d'ajouter  5a  aux  indices.  On  a,  d'ail- 
leurs, 

(V)=i,  (^.)=f  (^»)=,v  ^'^)=.i^  ("^^=^.'  ^'*^=i' 

Supposons  que  Ton  unisse  le  point  initial  &„  au  point  0',  sur  la  sphère 
par  un  lacet  formé  d'un  arc  de  grand  cercle  passant  entre  les  points  «o 
et  «ï,  et  d'un  petit  cercle  décrit  autour  du  point  0',  dans  le  sens  né- 
gatif par  rapport  à  ce  point;  ce  lacet  peut  être  remplacé  par  un  circuit 
positif  se  ramenant  à  la  suite  des  lacets  («o)»  («i )'•••'  (^7)»  (0)'»  'a  ra- 
cine Vf  se  reproduit,  les  autres  se  permutent  dans  l'ordre  V,  ^2»  ^4»  ^3>  ^o- 

409.  Nous  avons  démontré  au  n°  401  l'existence  de  l'équation  mo- 
dulaire. On  pourrait  aussi  la  déduire  des  considérations  précédentes; 
d'après  le  théorème  du  n°  135,  la  fonction  ç'  de  m  n'ayant  pas  sur  toute 
la  sphère  de  points  singuliers  autres  que  des  pôles  et  des  points  critiques 
algébriques,  et  admettant  n  +  i  valeurs  en  chaque  point,  est  liée  à  la 
variable  u  par  une  équation  algébrique.  Le  lacet  (a^),  parcouru  une 
fois,  et  le  lacet  (0),  décrit  n  —  i  fois,  forment  un  système  de  lacets  fon- 
damentaux; car,  si  l'on  part  du  point  6^  avec  la  valeur  initiale  V,  après 
le  lacet  {a.,)  on  a  t^^, ;  en  décrivant  ensuite  n-   i  fois  le  cercle  0,  on 
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obtient  dans  Tordre  des  indices  croissants  les  w  —  i  autres  racines;  on 
conclut  de  là  que  l'équation  modulaire  est  du  degré  n  -+- 1  par  rapport 
à  Vf  et  irréductible,  La  somme  des  ordres  négatifs  de  la  fonction  v  sur  la 
sphère,  c'est-à-dire  la  somme  des  degrés  des  racines  infinies,  étant  n-\-i, 
il  résulte  du  corollaire  II  du  n"  135  que  l'équation  est  aussi  du  degré 
/ï -h  I  par  rapport  à  M. 

Formation  de  l'équation  modulaire. 

410.  Supposons  l'équation  entre  m  et  ^^  mise  sous  la  forme  entière,  et 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  v.  Les  Ji  -+  i  va- 
leurs de  V  conservant  des  valeurs  finies  pour  toutes  les  valeurs  finies  de 
M,  le  coefficient  du  premier  terme  peut  être  supposé  égal  à  l'unité. 

Nous  avons  vu  (n**  405)  que,  pour  w  =  o,  toutes  les  racines  s'annu- 
lent; leur  produit  (—  i)*w'"^',  déduit  des  équations  (lo)  et  (i  i),  est  le 
dernier  terme  de  l'équation.  Quand  on  attribue  à  u  une  valeur  très- 
petite,  tous  les  coefficients  de  Téquation,  excepté  le  premier,  ont  des 
valeurs  très-petites  ;  il  y  a  deux  manières  de  former  le  groupe  des  termes 
du  degré  le  moins  élevé  (n°  34);  le  premier  mode  kuv  ^  (—  i)°'m'"*"* 

n — I 

donne  la  racine  holomorphe  V,  et  l'on  a,  par  conséquent,  A=  —  2  '  ; 
le  second  mode  ç^^'  -f-  Xuv  donne  le  système  circulaire  des  n  autres  ra- 
cines. 

D'après  une  remarque  faite  au  n°  403,  l'équation  se  reproduit,  quand 
on  y  remplace  u  Qi  v  respectivement  par  ^^  et  (—  i)"^^,  et  qu'on  mul- 
tiplie tous  les  termes  par  (—  1)*;  le  premier  et  le  dernier  terme  se  per- 
mutent; il  en  résulte  que  les  coefficients  des  différentes  puissances  de 
V  sont,  par  rapport  à  u,  du  degré  n  au  plus,  et  par  conséquent  que  le 
degré  de  l'équation  modulaire,  par  rapport  aux  deux  variables  u  et  v., 
ne  surpasse  pas  in.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  408,  l'équa- 
tion se  reproduit  aussi  quand  on  y  remplace  u  et  v  respectivement 
par  -  et  -;  et  qu'on  multiplie  tous  les  termes  par  (—  i)"m"+V'^';  le 

terme  kuv  donnera  le  terme  (—  \fku'*v";  on  en  conclut  que  l'équa- 
tion modulaire  est  bien  du  degré  in.  L'équation  ne  changeant  pas 
quand  on  y  remplace  u  et  ç' par  —  «  et  —  v,  tous  les  termes  sont  d'un 
degré  pair. 
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Les  coefficients  de  l'équation  en  |  (n°  -401)  sont  des  polynômes 
entiers  en  u^;  pour  u  =  o,  la  première  racine  est  finie  et  égale  à 

(—  j)"^  '  ;  les  autres  deviennent  infinies;  cette  équation  est  donc  de 
la  forme 

p^^n — I 

(i6)  w^''a^''+'+  V    u'h>{aj,+ bj,u'-\- Cj,u"'-^...)l"-^''  '' 

p=i 

4- (— 2~^H- 6„a'^-T-. . .)  ^ -I- (— I )"  =  o> 

les  exposants  /3o,  /3,,  [i.y,...,  /3,^  ,  étant  tous  plus  grands  que  zéro.  En 

remplaçant  ^  par  —  ,  et  multipliant  tous  les  termes  par  u"^*,  on  obtient 

l'équation  modulaire 

p  =  n-i 

(17)  «8(Po-«)(/«+'+  \    u'-f-'H^p-^^ [a^ -h  bj,u' -{-... )v"-*-'-J' 

P=i 

Le  premier  coefficient  devant  se  réduire  à  l'unité,  on  a  |3o  ==  a.  Les  ex- 
posants np  -h  ^{pp  —  a)  sont  plus  grands  que  zéro;  on  prendra  pour 
chacpn  d'eux  la  plus  petite  valeur  de  cette  forme,  et,  dans  les  polynômes 
placés  entre  parenthèses,  on  ira  jusqu'à  une  puissance  de  u^  telle,  que 
le  degré  total  du  coefficient  ne  surpasse  pas  n.  On  aura  ensuite  à  déter- 
miner un  certain  nombre  de  coefficients  numériques;  la  condition  que 
l'équation  doit  se  reproduire,  après  chacune  des  deux  substitutions  dont 
nous  avons  parlé  plus  haut,  en  restreint  beaucoup  le  nombre;  d'après  ce 
que  nous  avons  dit  au  n"  406,  le  premier  membre  devant  pour  u  =  i  se 
réduire  à  (^—  1)  [^  —  (—  lY']",  on  aura  encore  entre  ces  coefficients 
des  relations  qui  suffiront  à  les  déterminer  dans  les  cas  les  plus  simples. 

411.  Quand  le  nombre  premier  n  ne  surpasse  pas  7,  les  polynômes 
placés  entre  parenthèses  se  réduisent  à  des  constantes.  Pour  n  —  3,  on 
obtient  immédiatement  l'équation  modulaire 

(18)  V*  -\-  2U^V^ —  2UV  —  M*  =  O. 

Pour  n  —  5,  elle  est  de  la  forme 

v'^ -\- /{U^v'-^  a^u^v*  —  (ijU^v^ — ^uv  —  m«=i:o; 
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le  premier  membre  devnnt  se  réduire  à  f^»  -  •)  (^+  ')*  pour  m  =  i ,  on 
Si  a.y=  5,  et  l'équation  modulaire  est 

(ig)  ('«+  4«"'f*+  5M'f*  —  5u*v~ ~  ^uv  —  u^=  o. 

Pour  n  —  7,  on  trouve  de  même 

(20)    f»  —  8m'c'+  28  mS"—  56tt*f*-|-  nOM'f'— SGM'f^H-  28?<2(^'—  Sl/t^H-  M'r=0. 

Pour  w  —  I  r ,  l'équation  modulaire  est  de  la  forme 

{21)  '   -i-ff«a'c*+«5a'i''4-a'(a,— aïM')f«— ûTiM^f*— «(«'f* 

Le  premier  membre  devant  se  réduire  à  {ç—  i){v  -h  i )"  pour  m  =  1 , 
on  a  a,  =  —  22,  ao=  44»  <3f,  =  i65,  «5=  i32,  6;,  =:  88. 

Dans  tous  les  cas,  le  calcul  des  coefticients  peut  être  effectué  de  la 

manière  suivante.  Supposons  que  la  fonction  -^e    '  ^(p),  donnée  par 

la  formule  (3)  du  n**  402,  ait  été  développée  en  série  suivant  les  puis- 
sances entières  de  ^  =  e'^^';  en  remplaçant  dans  ce  développement  g 


n-K^i 


par  q",  on  aura  celui  de  -=.e     "  (p{np);  les  deux  quantités  m  et  V  sont 

_  1 
égales  à  ces  deux  séries  entières,  multipliées  respectivement  par  y/^q^ 

n 

et  par  (—  i)*^^^^  Si  on  les  substitue  dans  l'équation  (17),  et  si  l'on 

divise  tous  les  termes  par  q  *.,  le  résultat  de  la  substitution  ne  con- 
tiendra plus  que  des  puissances  entières  de  ^;  en  l'ordonnant  par  rap- 
port aux  puissances  croissantes,  et  égalant  à  zéro  les  coefficients  des 
puissances  successives  de  q,  on  obtiendra  des  équations  linéaires  entre 
les  coefficients  cherchés  qui  serviront  à  les  déterminer.  Il  faudra  pousser 
le  développement  en  série  assez  loin  pour  avoir  un  nombre  suffisant 
d'équations.  Sohnke  a  calculé  par  ce  procédé  les  coefficients  des  équa- 
tions modulaires  jusqu'au  nombre  premier  19  inclusivement  {Journal 
deCrelle.t.XYl). 

Points  multiples. 

412.  Outre  les  points  critiques,  il  existe  des  points  multiples  dans  U 
voisinage  desquels  chacune  des  racines  reste  holomorphe. 
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L'équation  (17)  du  n°  371  devient 

,       nu(i  —  m')  dv 


"27.  ) 


(^  (  1  —  v^)    du 


Lorsque,  pour  une  valeur  particulière  de  u,  deux  valeurs  de  v  de- 
viennent égales,  les  carrés  des  multiplicateurs  correspondants  sont 
différents,  sans  quoi  les  deux  fonctions  de  transfornnation  seraient 
égales,  ou  égales  et  de  signes  contraires,  ce  qui  est  impossible  (n"  397); 

il  en  résulte  que  les  deux  valeurs  de  -r-  diffèrent,  et  par  conséquent 

que  les  points  multiples  do  la  courbe  analytique  représentée  par  l'équa- 
tion modulaire  sont  à  tangentes  distinctes. 

Nous  allons  démontrer  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  points  multiples  que 
des  points  doubles.  Au  point  m,  si  l'on  suit  un  chemin  convenable,  trois 

racines  quelconques  peuvent  être  représentées  par  (  —  i)*9(/Z(5),  <p  (-) 

et  9  r- — ^- — Jî  t  étant  un  certain  nombre  plus  petit  que  n.  Pour  qu'elles 
soient  égales,  il  est  nécessaire  que  l'on  ait 

-   2\  _  8a'n-\~{^b'-\-  i)p  _  8a\n  +  i6/(46',+  i)+  (4^'.-^-  Qp 

(4« -f- t)/7 -f  26p  (4ai-l- i)n -I- 3261/ -f  2  6,p 


avec  les  conditions 

(24) 


(4a  -+-  r)(46'-Ki)-  i66a'  =1,     (_,)»+«'  =  (_,)«. 

(4a, 4-  l)(46',-f-l)—  l6/>,rt',=:;,       (—  l)'».+«'.:=(— l)«. 


La  quantité  imaginaire  p  satisferait  aux  deux  équations  du  second 
degré 

(  7.binp'-{-[{^a-h\)n^— {^b'-\-i)]p  —  8a'n  =  o, 
'•   \  26,np'-f[(4a,-f-0«'-^-326,f«  — (46',  +  i)]p-8a>— i6/(46',-:-i)- o, 

dont  les  coefficients  seraient  proportionnels;  on  aurait  donc 

(26)  bia' n  -—  b[a\  n  -1-  2t(^b\+  1)], 

(27)  6,[(4aH-i)//'-(4Z>'+i)]=3  6[(4a,-f-  i)n'+326,^n-(46',-M)]. 

Nous  remarquons  d'abord  que  les  deux  nombres  b  et  b^  sont  premiers 
avec  n;  supposons,  par  exemple,  que  b  soit  divisible  par  n;  d'après  la 
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première  des  relations  (24),  le  nombre  4^'+ 1  sérail  premier  avec  n;  en 
vertu  de  la  relation  (27),  b^  serait  aussi  divisible  par  n,  et,  par  suite, 
4^', -f- 1  serait  premier  avec  n;  cette  même  relation  (27)  apprend  alors 
que  les  deux  nombres  b  et  b^  seraient  divisibles  par  une  même  puissance 
de  n,  ce  qui  est  impossible  d'après  la  relation  (  26).  Cela  posé,  en  vertu 
de  cette  relation  (26),  le  nombre  4^'i  +  i  doit  être  divisible  par  n,  et, 
par  suite,  d'après  la  relation  (27),  le  nombre  4^'  i-  i  est  aussi  divisible 
par /z.  Posons  l[b'  ^\  =  n{2^  -i- 1);  la  condition  pour  que  la  première 
des  équations  (26)  ait  ses  racines  imaginaires  devient 

[(4a  -f-i)«  —  {2[3-Mjp-t-64fta'<o, 

et  se  réduit  à 

[(4«+I)//^-(2(3-.  .)p<4, 

en  tenant  compte  de  la  première  des  relations  (24).  Le  nombre  entier 
pair  (4«  h- 1)  «  -r-  (2/3  -i-  i),  devant  avoir  son  carré  plus  petit  que  4» 
est  nul;  cette  relation  (24)  se  réduit  alors  à  (2/3  +  i)^ -+-  i6ba' --  —  i, 
ce  qui  est  impossible.  Ainsi,  en  un  même  point  m,  trois  racines  de 
l'équation  modulaire  ne  peuvent  être  égales  entre  elles,  et,  par  consé- 
quent, à  parties  points  critiques,  tous  les  points  multiples  sont  des 
points  doubles  à  tangentes  distinctes.  Il  est  clair  que  ces  points  sont 
situés  buitpar  buit  aux  sommets  d'un  octogone  régulier. 

413.  On  obtiendra  ces  points  doubles  en  égalant  à  zéro  le  discrimi- 
nant de  l'équation  modulaire,  lequel  a  pour  expression  D  =zn{vi  —  Çf,y, 
i'i  et  i^/,  étant  deux  racines  quelconques;  cette  fonction  symétrique  des 
racines  est  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  u,  et,  comme  elle  ne  de- 
vient infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  u»  elle  est  entière.  Évaluons 
son  degré  :  pour  «  =  co  ,  les  «  -{- 1  racines  de  l'équation  modulaire 

deviennent  infinies  :  l'une  est  du  degré  n,  les  autres  du  degré  -  (n°  408); 

n  facteurs  binômes  Vi—i^/,  sont  du  degré  n,  les  autres  du  degré  -5 

et,  par  conséquent,  le  discriminant  est  un  polynôme  entier  en  u  du 
degré  2n^  H-  /i  —  1 .  Pour  u  =  o,  les  n  -\-  i  racines  de  l'équation  modu- 
laire s'annulent;  l'une  est  du  degré  n,  les  autres  du  degré -(n°  405); 

chaque  facteur  binôme  est  un  infiniment  petit  du  degré  -,  et,  par  con- 

8r 
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séquent,  le  polynôme  D  est  divisible  par  m""*"'.  Pour  m  =  i,  une  racine 
devient  égale  à  i ,  et  les  autres  à  (—  i)";  lorsque  le  nombre  a  est  pair, 
toutes  les  racines  deviennent  égales;  si  l'on  pose  u^^^i  —  u\  tous  les 

facteurs  binômes  sont  infiniment  petits  et  du  degré  -  par  rapport  a  u' 

(n°  406j;  le  polynôme  D  est  donc  divisible  par  m'""  ou  par  (i  —  m)"^'; 

?  liT.i 

la  même  chose  ayant  lieu  en  chacun  des  points  critiquesM  =  e  "  ,  on  en 
conclut  que  le  polynôme  est  divisible  par  (i  — w*)"~'.  Lorsque  le 
nombre  a  est  impair,  une  racine  est  égale  à  i,  les  autres  à  —  i;  parmi 
les  facteurs  binômes,  v  ~  v',  n  ont  des  valeurs  finies  voisines  de  2,  les 

autres  sont  infiniment  petits  et  du  degré--,  le  polynôme  D  est  divisible 
par  (i  —  a^)"~'.  D'une  manière  générale,  le  polynôme  D  est  divisible 
par  (i  —  w*)"^'"'^".  Ainsi  le  discriminant  est  de  la  forme 

D=::  a"-«-'{i  —  a'')"+i-')'"[«„+  a,a''+  aiU'^-{-.  ..4-  a^u*"']. 

Les  deux  premiers  facteurs  se  rapportent  aux  points  critiques;  le  po- 
lynôme placé  entre  parenthèses,  et  qui  est  du  degré 


8  An 


-«[^—'-4 


donne  les  points  doubles. 

Soit /(m,  v)=^  o  l'équation  modulaire.  En  prenant  le  discriminant 
sous  la  forme  D  =  Iif^,.[u,Vi),  on  reconnaît  sans  peine  que  ce  poly- 
nôme est  carré  parfait;  on  voit  aussi  qu'il  est  réciproque.  Le  nombre 
des  points  doubles  est  donc  ri^  —  i  —  [\n  ~  4  (  -  '  )°'' 

Calcul  des  fonctions  de  transformation, 

Mh^.  Proposons-nous  maintenant  de  calculer  les  fonctions  de  trans- 
formation. La  première  de  ces  fonctions  est  (n**  349) 

Si  l'on  pose 

;i;  =  m'X(2,  w,  w'),     y^=zv^'k{z,-i(xi'U 
et  si  l'on  se  sert  des  polynômes  ¥(07)  définis  au  n"  371,  la  question 
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est  ramenée  à  la  détermination  de  la  fraction  rationnelle 

(,9)  —  ^'f-' 


r 


W{x) 


D'après  la  première  des  relations  (i5)  de  ce  même  numéro,  les  deux 
polynômes  ont  les  mêmes  coefficients;  nous  les  représenterons  par 

Le  calcul  de  ces  coefficients  peut  être  effectué  à  l'aide  de  la  rela- 
tion (16),  entre  trois  coefficients  consécutifs,  que  l'on  déduit  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  de  Jacobi.  Si  l'on  y  remplace  a  par  sa  valeur 

-  lu*  -h  ~]i  cette  relation  devient 


l  {im  4-1)  (2m  -h o.)a^''-*-'^  +  9.m{ n  —  o.m)  lu*  4  —  )  a<'"'> 
(3o)  ^  ,  ,  \  "7 

I     _j ^ —  -f-  (n  —  2m  4-i)(w  —  2w  4-  2  )«('"-')  =0. 

\  2,      n^        du        ^  '^ 

Le  premier  et  le  dernier  coefficient  sont 

(3.)  '^'•'^y/^^'  «^'^^=(-^)"~V.'7,«^'^ 

et,  en  vertu  de  l'équation  (22),  on  a, 

(3.)  («<.,,.  =  !  «^=_L<. 

n  V  du  n  vj^, 

Afin  d'éviter  les  quantités  irrationnelles,  nous  mettrons  l'équation  (3o) 
sous  la  forme 

d\      i—\ 

(2m  +  I      2W  +2    — — -  4-   - i^ '- 

(33)             /             .                       ,,                       ^aC-') 
^  ^       -I- (n -— 2/n  4- T)(n  — 2m  4- 2) — 

/  x/  i   ,    ï  \      n  i^u^  ^log(a(o)V 

-f-2/n(n—  2m)(?<*4-  —  H- 7; ; ^r ^  =  o. 

\  u\l       H      n^  du 

81. 
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Le  dernier  terme  est  connu  et  rationnel,  d'après  l'équation  (Sa).  En 
faisant  successivement  m  =^  o,  /w  :=  i,  m  =  5:,...,  on  obtiendra  les 
rapports  des  coefficients  au  premier,  exprimés  par  des  fractions  ra- 
tionnelles en  u  et  v.  La  connaissance  de  ces  rapports  suffit  pour  la 
détermination  de  la  fonction  de  transformatipn  (29). 
D'après  le  raisonnement  du  n°  387,  les  deux  quantités 


11  ii\pz)  '  11    v'ipz) 


données  par  les  formules  (5)  et  (11)  des  numéros  349  et  351,  peuvent 
s'exprimer  rationnellement  au  moyen  de  u  et  v.  Il  en  résulte  d'abord 
que  la  quantité  k'^k'^'^  ou  (i  —u*)  (i  —  v^)  est  égale  au  carré  d'une 
expression  rationnelle  en  m  oAv.  De  l'équation  [lo.)  on  déduit 

(34)  g'  =  -    ..,._., M'     ^"-^ 


la  quantité  —  nmf'ufl-  doit  aussi  être  égale  au  carré  d'une  expression 
rationnelle. en  m  et  i^;  en  prenant  la  racine  carrée,  on  aura  le  multipli- 
cateur g^,  exprimé  rationnellement  au  moyen  de  u  et  v. 

De  l'équation  (3o),  dans  laquelle  on  ferait  m  —  o  et  m  — -,  on 

déduit 


35) 


'36 


aC)  n    I-  w«  rflog(flW)« 


«(">  16       M^  du 


i"-^)"  ^'      "^  4«      "^  dût 


On  obtiendra  ainsi  le  deuxième  et  l'avant-dernier  coefficient. 

415.  On  peut  aussi  se  servir,  pour  le  calcul  des  coefficients,  de  deux 
équations  difPérentielles  simultanées,  analogues  aux  équations  diffé- 
rentielles d'Abel  (n"  345),  et  auxquelles  satisfont  les  deux  fonctions  V 
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(3?) 


et  Yi.  Ces  équations  sont 

'-— )[v.S-(S)] 

2a  désignant  la  quantité  ^  +-  %u  m*  -f-  — , •  Si  l'on  y  remplace  V  et  V, 
par  leurs  valeurs,  et  que  l'on  égale  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du 

même  degré,  on  aura  des  relations  entre  les  coe(^lcientsa'"^a"^a'-^ 

Nous  appliquerons  ces  méthodes  aux  cas  les  plus  simples. 


Transformation  du  troisième  degré. 

416.  Pour  71  =  3,  l'équation  modulaire  (n°  411)  est  (i8) 

f{u,  ^)  =  ^{v* —  u*—  iui>  ^-  2«'f')  =  o. 
Si  Ton  représente  par  t  le  produit  iw,  on  a 
uJ,[  =  3P-t-2u\    vfl^Zv~t-^iv\    -uvfj:=Zo{A-t^r 

On  déduit  d'ailleurs  de  l'équation  modulaire  la  relation 

(38)  (i  — M»)(i  — f»)  =  (i  —  mV)<; 

il  en  résulte 

(3/'—  ^—  2M')  fl  —  /')  -XU^  -^   V 


^  t{l—V*)  —V 

Les  formules  relatives  à  la  transformation  du  troisième  degré  sont 
donc 


(39) 


S^  = 


2M'H-  V  flC) 


aW 


Si  —  X  —  x^ 


I  —  i?i  —  ^' 
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Lorsque  le  module  k  est  réel  et  plus  petit  que  l'unité,  le  multipli- 
cateur de  la  première  fonction  est  réel  et  positif.  Pour  les  valeurs  très- 
petites  de  u,  on  a  approximativement  (^  —  —  i^^  ^i  =  3,  ce  qui  déter- 
mine le  signe.  Maison  peutsupposer que,  dans  les  formules  précédentes, 
V  désigne  l'une  quelconque  des  quatre  racines  de  l'équation  modulaire; 
car,  lorsque  la  variable  u  décrit  différents  lacets,  la  racine  V,  sur  la- 
quelle nous  avons  raisonné,  reproduit  toutes  les  autres,  et  la  fonction 
de  transformation  correspondante  devient  égale  à  chacune  des  autres, 
ou  égale  et  de  signe  contraire  :  cela  dépend  du  signe  de  ^, .  Les  for- 
mules (89)  représentent  ainsi  les  quatre  transformations  du  troisième 
degré. 

Transformation  du  cinquième  degré, 

417.  Nous  mettrons  l'équation  modulaire  (19)  sous  la  forme 

(4o)  f{u,  v)  —(u-—  v'Y  -h  Su^'v^'u' ~  V')  +  ^m {x  ~  u'  V*)  =  o. 

En  prenant  les  dérivées  partielles  du  polynôme,  et  retranchant  trois 
fois  ce  polynôme,  on  a 

Nous  poserons,  pour  abréger, 

(4i)  G  =(//'-i-c^)[3(m'— (/')'-(- 8?fV],     H  — 8mc^(i -I- w^f'), 

m/;  =  p  =  g-h,   -(;/;':=:Q  =  g  +  h. 

Si,  dans  l'expression 

on  remplace  uv(\  ~  wV)   par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (40)»  on 
trouve 

et,  par  suite, 

(43)  PQ:.r:G'-H'=5(M'+f')Mw"-<^')'- 
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Od  a  aussi 

(n"  —  f  '  )* 


(44)  (i_tt*)(i_(;sj  = 


6u'i>' 


^'  ~  -^^Mf  (i—  i/*)  (a'+T^j  "■  c  (!  —  «(/'/     ô^^  ~  ^'  t^  ' 

On  calculera  le  rapport  du  second  coefficient  au  premier  à  l'aide  de 

l'équation  (35) 

rt")  _       5    I  —  u*  ^log(a(») / 

On  a 

et,  en  remplaçant^  par  sa  valeur, 

Si,  dans  le  dernier  terme,  on  met  à  la  place  de  Q-  et  de  P^  les  quantités 
égales  PQ  -f-  2HQ,  PQ  -  2 HP,  cette  équation  devient 

^         du  \    du  dv  j       PQ  \^     du  dv 

Calculons  le  dernier  terme 


_     ()P       r^   àQ      ^(    dG         dÇi\      „/    oii  ou\      ..  1     an.  aw\ 


du  dv  j  \     du  dv  j 


Comme  on  a 


dÇj         à(^       ^^  dVi  <^H        ^      ,        .    ^  ,, 

du  dv  du  dv  ^  ' 

dOi  dG  ,    ,  .  r     /    n  1  .  n 

" ^  —  ^  ^  —  2 (  "'  —  ^  )  [9( "  -  ^'  J'  +  32 u' v'\, 
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il  vient 

Ou  ^~  +  Pv^  ^-  6G^+  2H(m^-  V')  \q{u'  -  v'Y-'r-  32U--V']  —  i6Ruv{i  +  5u*v*), 
^     au  àv  \  j\.v\  ^  j 

et,  en  remplaçant  G^  par  PQ  -+-  U^, 

Qu~  -]-  Pv  -^  =  6PQ  -\  2.U[g{u' -  i''/ -h  32u'v'{u'  —  V' }  -h  i6uv{i  —  u*v')]i 

en  vertu  de  l'équation  modulaire  (4o)»  cette  expression  se  réduit  à 


Qu~-hVv^  --^6PQ-+- 1 on  iu'-  v')\ 
^     du  âv  ^  ' 


On  a  ainsi 


UQ  "  ^-:64Mt^(l  —  U*i>*)     ' 


du        '   ^     '  '  PQ 

el,  en  remplaçant  H^  et  PQ  par  leurs  valeurs  (4^)  et  (43),  et  tenant 
compte  de  l'équation  modulaire, 

"^        du        ^         u^-v'         '  du        ~^4(M»— f')»* 

On  en  déduit 

On  obtient  de  cette  manière  la  formule  de  transformation 

v^  via'' -{- v'')    , 

v  —  u'  ^  u'  ^  u^ 


(45)  g'-.,/ ,.v    r  = 


v(i  —  uv^]-     ''  v(m  M-f'       ,  c' 

On  arrive  plus  rapidement  au  résultat  en  se  servant  de  l'une  des 
équations  (37).  Parmi  les  relations  qu'elle  fournit,  les  deux  premières 
sont 

Maôô     -^^^o^»)-    «70)     --^;+5  =  «' 
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L'éliminalion  des  termes  contenant     .r  h  la  première  puissance  donne 


on  verra  que  le  second  membre  est  carré,  et  l'on  fera  le  choix  du  signe 
en  substituant  dans  Tune  des  deux  relations. 

Pour  n=3,  l'équation  modulaire  n'a  pas  de  point  double;  pour 
«  =  5,elle  en  a  huit  (n°  413).  Le  produit  PQ,  donné  par  la  formule  (43), 
est  nul  en  tous  les  points  où  deux  racines  sont  égales;  le  second  facteur 
M*  —  v^  correspond  aux  points  critiques,  le  premier  m^  -+-  v^  aux  points 
doubles;  mais  l'équation  (4o).  dans  laquelle  on  fait  s/^  =  —  m',  se  ré- 
duit à  w* -h  I  — o,  de  sorte  que  le  discriminant  est  w"(  !—«')*(  I  -^-u^f. 

Transformation  du  septième  degré. 
418.  L'équation  modulaire  (20)  se  met  sous  la  forme 

(46)  f^^u,^>)='^[{^~le)[^-^)-{x-lwr]^-0. 

Nous  poserons 

uv  —  t,    V  =  t{\—  t)-'-¥  t\ 

d'où 

a»  4-  ('•=1  4-  /»—  (1  —  0"=  '  +  P  — (•  —  0'- 

On  en  déduit 


«/,:-p-«'= 


I  —  w 


""  I  f  » 

(P—  a«)(P—  */•)=— 7<2(i—  f)»(i  — ;-4-  f»)% 

_      (i  — «•)(«"— P) u*—  t 

"■  /(i  —  r)(i  —  /-f-  /')  ~  <(i—  0  (i  —  '  +  '')' 

,   ,  ,,  I  P  — ««       dv  c/(P  — /<») 

^       '  7  P—  V*        </a  ui^iy  —  v») 

82 
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L'équation  (35)  nous  donnera  le  rapport  du   second  coefficient  au 
premier.  On  a 


^        rfiog(«<..)-^/„^_3„.y 

au  \    i)"  / 


+  U- «fMjr --—  U- V: 


p  — M«    V  Dt^  v  —  v*       du      :>v 


en  remarquant  que 


cette  équation  se  simplifie  et  devient 


^  ^      ^(1-  tf{i—  t  +  py 

Si  l'on  remplace  (m*  —  t^*)'*  par  sa  valeur 

(m«_  (;8)î=(m'+  (;8)2_  4/«=:(m«+  V"—  9.t*){u'  -h  V' +  it*) 

=  [il-  vy-  (I -  tf]  [{I  +  t^y-  (I  -  01 

=  [(i  ^v)-{,-ty][{i-v)+{i-ty][{i+v)-{i-ty][{i+v)-v-{x-ty] 

—  i&t^{\  —  ty{\  —  t  +  vy[7.—  t  -{-  v){i  —  t  -h  o.t^){'2.  —  it  -h  ip)^ 

on  trouve 

«M 

fi?  lOgfflC))*  _  l6P—  M»  2—  <  +  2/' 

«M  ~         7  w        [i  —  tY{i—  t  ^  f)^ 

rt^')  _  (i_?^8)(P  _   M«)  2  —  ^  +  2^'  __t—U*  2—   <  +  2/' 

419.  Nous  connaissons  le  dernier  coefficient  «'^' =  —  £^,  —  «^''^  On 

^    u- 

en  déduit,  en  remplaçant  ^^  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3i), 
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L'équalioQ  (36)  nous  donnera  le  rapport  de  l'avant-dernier  eoefticient 
au  dernier.  On  a 


a(P— (;») 


du 

f^fl  —  M») 

du 


du 


du 


=  4(m''+(;«— aP)  — 8 


u*{i  —  c*)(P—  V')  -h-V'{l--H*)  (P  —  M') 
(l—  W»)(l  — v») 


=  24/(1  — f  + f')(  1  —  4/ +  4/2— 4/3  +  /*), 

</log(a('>)=  54(P  — z^M'i  — /-t- /') 


du 


ut{i  —  /)• 


et,  par  suite, 


I  -h  H*         fr  —  M")  (P  —  M»){l  -/+/=*)  _      P—u^ 


On  obtient  ainsi  les  formules 


(48) 


/(i  —  /)(7-^"+~/')'    ô^ 

ft3—n»)f       aC) 
~  ^'    ^"(1- /)  '      ~ 


'    :ïï^— —ê^' 


/(2—  /  +  2/') 


(0) 


r  =  — 


-— ;  x^  +  — -r  a:*  4-  .r' 


Pour  n  =  7,  l'équation  modulaire  a  seize  points  doubles;  d'après  la 
troisième  des  formules (47),  ils  sontdonnéspar  l'équation  i  —  t-ht-  =0; 
puisque  /*  +  !  =  (/  +  1)  (/*—  ^  +  i),  on  a  /'  =  —  i ,  et  par  suite, 
^»4_  ç;8-—  2/,  M*ç^*=  i^  ;  on  en  déduit  m*  =  ^*  =  /,  d'où  i  —  u^-h  u*^  =  0. 
Ainsi  le  discriminant  est  w^(i  ~  u^Y  {i  —  m*  -t-  w"  j^ 

82. 
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Équation  différentielle  entre  les  modules. 

420.  Nous  avons  vu  (n°  279)  qu'une  période  quelconque  de  l'inté- 
grale elliptique  de  première  espèce  satisfait  à  l'équation  différentielle 
linéaire  du  second  ordre 

(49)  •     A_i*Z  _,,=  „, 

qui  admet,  par  conséquent,  pour  intégrale  générale  |  =  «w  -f-  b(ù\  a  et 
b  étant  deux  constantes  arbitraires.  Si  l'on  pose  Ç  =  kk'^^^y  cette  équa- 
tion devient 

Considérons  une  autre  solution  a'w-i-6'w'  de  l'équation   (49)>  et 

posons 

a'oi-hb'tù' 

P  =  i — T' 

^        ao)  -f-  «oj 


2T:i{ab'—  ba'\ 
kk'' 


nous  aurons,  en  vertu  de  la  relation  (35)  du  n°  279, 
,|  =  ,a.-.«-)(.^^'-»'^)  = 

et,  par  suite, 

dk 
t,^r=~'2.T:i{ab'—ba')-T-' 

En  substituant  dans  l'équation  (5o),  et  laissant  la  variable  indépen- 
dante quelconque,  on  obtient  l'équation 

(5i)        'idkd'k-Z{d'ky+i^-^^\  dk'  =  {^\'idpd'ç>-Z{d'pY]. 

En  appelant  a><,  &>\  les  périodes  elliptiques  relatives  à  un  autre  mo- 
dule ^o  et  posant 

d^  «1  H-  b^  &)', 

P"=^ 7~î. — ~^ 

«1  Wi -f-  t>i  0) , 
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on  a  de  même 

Lorsque  les  deux  modules  k  et  ^,  varient  simultanément,  de  manière 
que  l'ou  ait  constamment  p^  =  p,  des  deux  équations  précédentes  on 
déduit  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre 

(  7.dkdky{dkd'k,-  dk,d'k)-'i[{dkd'ksi'-  [dk.d^ky] 

La  relation  /s,  =  p,  qui  est  de  la  forme 
/-~x  (ù\  a'w  -<-  j3'w' 

a',  |3',  |3  étant  trois  constantes  arbitraires,  en  est  l'intégrale  générale. 
Les  deux  couples  de  périodes  des  fonctions  elliptiques  qui  résolvent 
le  problème  de  la  transformation  satisfont  à  une  relation  de  cette  forme 
(n°390);  on  en  conclut,  comme  cas  particulier,  que  l'équation  modu- 
laire, quel  que  soit  son  degré,  donne  une  solution  de  l'équation  (52). 
(Jacobi,  Fundamenta  nova.) 
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CHAPITRE  III. 


RESOLUTION    DE    L  EQUATION    DU    CINQUIEME    DEGRE. 


421.  Galois  avait  annoncé  que,  jusqu'à  a*  =  1 1,  le  degré  de  l'équa- 
tion modulaire  peut  être  abaissé  d'une  unité.  MM.  Hermite  et  Betti  ont 
donné  de  ce  théorème  deux  démontrations  basées  sur  des  principes 
différents.  Considérons  une  fonction  symétrique  ou  alternée  (ç^a»  ^p)  de 
deux  racines  de  l'équation  modulaire,  puis  la  même  fonction  de  deux 
autres  racines,  et  ainsi  de  suite  jusqu'aux  deux  dernières  racines,  et 

désignons  par  U  une  fonction  symétrique  de  ces quantités;  on  dé- 
montre aisément,  à  l'aide  des  lois  de  permutation  établies  précédem- 
ment, que,  lorsque  n  ne  surpasse  pas  1 1 ,  parmi  les  différentes  manières 
d'associer  les  racines  deux  à  deux,  il  en  Bst  pour  lesquelles  la  fonc- 
tion U  n'acquiert  que  n  valeurs  pour  chaque  valeur  de  u  et,  par  consé? 
quent,  satisfait  à  une  équation  du  degré  n. 

Autour  de  chacun  des  points  critiques,  une  racine  Va.  reste  holo- 
morphe,  et  la  racine  associée  v^  acquiert  les  n  autres  valeurs;  la  quan- 
tité {Va,  ^p)et,  par  conséquent,  la  fonction  U  prennent /i  valeurs,  formant 
un  système  circulaire.  Si  cette  fonction  n'acquiert  dans  toute  l'élendue 
du  plan  que  n  valeurs,  il  est  impossible  que  deux  de  ces  valeurs  aient  un 
élément  commun  ((^a.  ^p);  car,  par  un  chemin  convenable,  ^a  devient 
égal  à  la  racine  qui  reste  holoinorphe  autour  de  l'un  des  points  cri- 
tiques; si  deux  valeurs  de  U  avaient  un  élément  commun  ((^a»  ^p)»  sans 
être  identiques,  elles  engendreraient  deux  systèmes  circulaires  de 
n  valeurs  chacun.  On  peut  associer  deux  racines  ^a  t3t  v<^  prises  à  volonté; 
car,  autour  du  point  critique  où  v^.  reste  holoniorphe,  ^p  acquiert  les 
n  autres  valeurs.  Dans  une  valeur  de  la  fonction  U,  deux  éléments  ne 
peuvent  présenter  une  même  différence  d'indices,  parce  que,  si  l'on 
décrivait  le  lacet  (0)  un  certain  nombre  de  fois,  l'un  des  éléments  de- 
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viendrait  égal  à  l'autre.  Dès  qu'on  a  reconnu  que  le  lacet  («o)  ^^^^ 
acquérir  à  la  fonction  U  les  mêmes  valeurs  que  le  lacet  (0),  on  est 
certain  que  cette  fonction  n'a  que  n  valeurs  dans  tout  le  plan,  les  autres 
lacets  se  ramenant  aux  lacets  («o)  et  (0). 

422.  Ces  considérations  permettent  de  trouver  aisément  les  modes 
favorables.  Nous  associerons  les  racines  par  différence,  et  nous  ferons 

le  produit  des quantités. 

Pour  w  =  5,  si  l'on  prend  comme  premier  facteur  V  —  v^^  'a  combi- 
naison 

(i)  U  =  (V-(;.)(t', -cO(^5-fa) 

est  la  seule  dans  laquelle  la  différence  des  indices  dans  les  derniers 
facteurs  ne  soit  pas  la  même.  Par  le  lacet  (0),  celte  fonction  acquiert 
les  cinq  valeurs 

l  u,^(V-f,)(v,-P„)((^3-<'«)« 

(2)  I    U,  =  (V-.',)(t'.-f.)(f4-fo), 
[    U,  =(¥-('.)  (fo-f3)(f.  —  f:). 

D'après  la  loi  de  permutation  écrite  au  n°  408,  le  lacet  {a„)  repro- 
duit ces  mêmes  valeurs  dans  un  autre  ordre;  on  en  conclut  que  la  fonc- 
tion U  n'a  que  les  cinq  valeurs  précédentes,  et,  par  conséquent,  qu'elle 
satisfait  à  une  équation  algébrique  entre  u  et  U,  du  cinquième  degré  en  U. 
Pour/î  =  7,  il  y  a  deux  combinaisons  favorables 

(3)  U  =  (V-fo)(t'. -i'3)(f4-f«)(f. -t's), 

(4)  U  =  (V-f,)(c;=-c/6)(c5-fJ(c.-t'»). 

On  les  obtient  de  la  manière  suivante  :  sur  le  lacet  (a,,)  la  loi  de 
permutation  est  (V,  v^,  v,^,  t'^,  v^,  v,,  v^)-  Prenons  comme  premier  fac- 
teur V  —  ç'o.  et  comme  second  V2  —  ^a.  par  exemple-  ç^a  —  ^3*»  quand  on 
décrit  le  lacet  (Oo)»  leproduit(V  — Vo)  (^2  —  ^3)  devient  (cg  —  ^o)  (V—  Vt): 
le  premier  produit  complété,  devant  reproduire  le  second  après  le 
lacet  (0)  parcouru  une  fois,  contiendra  le  facteur  t^^  —  v^,  qui  donne 
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naissance  à  ç^g  —  ^o»  et,  par  suite,  le  dernier  facteur  sera  <^,  —  t^g.  Par 
le  lacet  (0),  la  fonction  (3)  acquiert  sept  valeurs;  ces  mêmes  valeurs 
se  reproduisent  sur  le  lacet  («o);  oïi  ^n  conclut  que  la  fonction  U  satis- 
fait à  une  équation  algébrique  entre  u  et  U,  du  septième  degré  en  U. 
La  fonction  (4)  jouit  de  la  même  propriété.    • 

Pour  71  =  11,  on  a  aussi  deux  combinaisons  favorables 


*  ■> 


(5)  u  — (  V—  V,){V,,  —  (^5)(<^3  —  fe)  (fs  —  (',)(('j—  Vx){v^  —  V: 

(6)  U  =  (V  — t'„)(f,„  —V»)  [vt  —  v,)[vT~Vi){vt  —  v^){v;  —  v,), 

que  l'on  obtient  de  la  même  manière.  Sur  le  lacet  (a^)  la  loi  de  per- 
mutation est  (V,  v^,  Vq,  «'4,  t^3,  t^9,  (^2.  ^8.  ^7»  ^5.  ^to)-  Oo  prcudra  comme 
premier  facteur  V  —  ç^,,  et  comme  second  ^,o  —  ^a-  Pour  w  =  1 3,  il  n'y 
a  pas  de  combinaison  favorable. 

423.  De  l'abaissement  du  degré  de  l'équation  modulaire  pour  n  =  5, 
M.  Hermite  a  déduit  une  méthode  de  résolution  de  l'équation  du  cin- 
quième degré  par  les  fonctions  elliptiques  [Comptes  rendus,  t.  XYIII). 
Formons  l'équation  du  cinquième  degré  en  U.  Les  valeurs  de  U  étant 
finies  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  w,  le  coefficient  de  U^  est  égal  à 
l'unité.  Pour  a  =  co  ,  les  six  valeurs  de  v  sont  infinies,  l'une  du  degré  5, 

les  autres  du  degré  ■=  (n'^^OS);  les  cinq  valeurs  de  U  sont  infinies  et 

du  degré  -^^  la  somme  des  ordres  négatifs  de  la  fonction  U  étant  égale 

à  27,  l'équation  est  du  degré  27  par  rapport  à  m  (n"  135). 

Pour  les  valeurs  de  m  très-petites,  les  valeurs  approchées  de  v  sont 


2  Tt  l  .    7.  It  J 


4 

et,  par  conséquent,  celles  de  U  sont  . 

Gi3  Gitj  6iti  Giti  6iii 

(7)  U„  =  2^5"^aS     U.=rU„e~,     U,=:U„e'~,     U3=U„/~,     \},=\],e~ 
Nous  avons  posé  ^  =  — ;  posons  de  même 


^=~  =  {i~io)i:i^-  Dii^-h)'^ 
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les  coefficients  de  l'équation  en  |  étant  des  polynômes  entiers  en  m* 
(n°  401),  ceux  de  l'équation  en  0  jouiront  de  la  même  propriété;  les 
valeurs  de  $  ne  devenant  infinies  que  pour  u  =  o,  cette  équation  est  de 
la  forme 


tt«P. $» -f- \  M'^  {ap-{-  bpU*-h  CpU'^-h. .  .) <^'--P -+-  [ûi  -+-  bi  II* -h  c»  M'* 4-  . . .  )  =  o. 
En  remplaçant  $  par  —  et  multipliant  par  m',  on  obtient  l'équation 


Pour  les  valeurs  très-petites  de  m,  les  valeurs  de  U  étant  très-petites  du 

3  - 

degré  ^»  et  formant  un  système  circulaire,  on  a  |3o  =  9,  ûfg  =  —  2*5% 

8(j3p— 9)  +i5)o>3,  et,  par  suite,  |3^^io  — 2/>;   nous  prendrons 
|3p  =  10  —  2p.  L'équation  cherchée  est  donc  de  la  forme 

(8)     U'  + V  u'-Piap-h  bpU*-hCpU'')\}'-P+  a»(a6  +  b,u'-h  c,u"-h  d,u^*)  =  o. 
p=i 

Si  l'on  considère  la  fonction 

relative  à  la  variable  m,  =  -»  on  a 

u 

puisque  le  produit  des  racines  de  l'équation  modulaire  (n**  41 1  )  est  égal  à 
—  u^.  Ainsi  l'équation  (8)  ne  doit  pas  changer  quand  on  y  remplace  u 

par  -  et  U  par  —  •  Mais,  par  cette  substitution,  l'équation  devient 

P=i 

U*  -I-  V  u'P~'  [ttp  -t-  bp  U-*  ■+-  Cp  M-")  \}--P  H-  u^{di  -^  c,u'-h  b,  u'"  +  a,  u'*)  =  o  ; 

p=t 

83 
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on  en  conclut  qu'elle  ne  contient  pas  de  terme  en  U*  et  que  Ton  a 

bi  =  Cl  =  o,     C3  =  o,     63  =:  tti,     C4  ==  Uf     di  =  ai,     Ct,  =^  64. 
L'équation  se  réduit  à 

(9) 


U' 4- «2  M*  tJ-'^+ as  mH  I  +  M')U^H-  M*  («4  -)-  6«M»4-a4W'")U 

+  M^  (  «5  -f-  6s  M»  +  6s  M'«  +  «5  M"  )  =^  O. 


Pour  «  —  I ,  la  racine  f  0  de  l'équation  modulaire  est  égale  à  h-  i ,  et  les 
cinq  autres  à  —  i  (n°  406);  les  cinq  valeurs  de  U  s'annulent;  les  poly- 
nômes en  u,  coefficients  des  diverses  puissances  de  U  dans  l'équa- 
tion (9),  devant  s'annuler  pour  m  =  j ,  on  en  déduit  a^  —  o,  «3  ~-  o, 
^4  —  —  2(24,  ^5  =  —  «5.  ce  qui  réduit  l'équation  à  la  forme  simple 

(lo)  UM-  atu*{i  —  m'j'Uh-  asM'(i  —  a«)^(i  +  u*}  —  o. 

Nous  connaissons  le  coefficient  «5;  il  reste  à  déterminer  le  coefficient 
«4  ;  nous  suivrons  la  marche  qui  a  été  indiquée  au  n"  41 1  pour  le  calcul 
de  l'équation  modulaire.  A  une  valeur  réelle,  positive  et  très-petite  de  m, 
correspond  une  valeur  de  p  de  la  forme  p  =  si,  s  étant  positive  et  très- 
grande  et  par  conséquent  une  valeur  de  q  réelle,  positive  et  très-petite. 
En  développant  <jj(/5)  en  série  et  se  bornant  aux  deux  premiers  termes, 
on  a 


'-'""(i-î^). 


u  =  2.^  q*  {i  —  q),     Va  =  2.' q* 

1   j  /  mi        jL    _iil\  i    i/iii       i_ii!i\ 

v,  =  !i'q''[e'    -q'e      '),  v,  =  ii'q''\e'    -  q' e      '->  ) , 

/  _iii        I    iiix  -'   -^/  —  —        1  —  \ 


^>,  =  2.'q"> 


V,—  Vi  =  12^  sin  -^q     [  I  +  q  },     v,  —  t/3  =  ia'  sm  ^  q*''\  i  +  V   A 


2: 
"5 


\],  =  o}  5'  q^'ii  +  q'"). 

En  substituant  dans  l'équation  (10),  divisant  tous  les  termes  par  ^», 
puis  égalant   à  zéro  le    terme   constant   et   le  coefficient  de   q^,  on 
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trouve  «5  =   -  2*5'^,  «4  =  —  2*5^  L'équation  cherchée  est  donc 

(i  I )  U'—  2<5'm' ( I  —  u'YV  —  2'5'u'{i  —  u*Y{i  +  «»)—-  o. 

424.  Si  l'on  pose  a?  =  AU,  cette  équation  devient 

(i2)  x''—i*5^fi*u*{i—u*yx —  1^5^ h^u^ii  —  u*Y{i-h  u'')  =  o. 

On  sait  que  M.  Jerrard  a  ramené  l'équation  générale  du  cinquième  degré 
à  la  forme 

(i3)  X'-  \x  —  B  —  o. 

Or  on  peut  disposer  des  deux  paramètres  ii  et  h  que  renferme  l'équa 
tion  (12),  de  manière  à  identifier  les  deux  équations  précédentes.  Il 
suffit  pour  cela  de  poser 

d'où 

(,4)  A=V|B       .     . 


4   A  i-hu"' 
en  substituant  cette  valeur  de  h  dans  l'équation 

2»5'/l'«»(i  —  «•)=  y/A, 

on  arrive  à  l'équation  du  second  degré 

De  cette  dernière  équation,  on  déduira  w* y  et  par  conséquent  u* 

ou  ^;  on  cherchera  l'une  des  valeurs  correspondantes  de  q  ou  de  p  ;  on 
en  déduira  les  six  valeurs  de  t^,  et  par  suite,  à  l'aide  des  formules  (2), 
les  cinq  valeurs  de  U;  en  les  multipliant  par  la  quantité  connue  h,  on 
aura  enfin  les  racines  de  l'équation  proposée  (i3). 

83. 
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425.  On  verrait  de  la  même  manière  que,  pour  «  =  7,  l'équation 
en  U,  qui  est  du  62^  degré  en  u,  est  de  la  forme 


(,6) 


-4-  a,M^(i  —  u^Y  (i  —  M*-f-  a")  =  o. 


La  considération  du  discriminant  (n°  413)  sert  h  déterminer  le  dernier 
terme.  On  obtiendra  les  quatre  coefficients  qui  restent  dans  l'équation 
en  développant  en  série,  comme  précédemment,  la  fonction  <p(p),  et 
poussant  le  développement  jusqu'au  cinquième  terme,  savoir  : 

u  =  -î^q\i  —  q-h  2q'—'6q'-h/iq'),     v,=  2^q'^*{i  —  q'^-{-2q"^—3q'^  +  ^q^). 

On  trouve  ainsi,  pour  la  première  combinaison, 

d'où 

On  déduit  la  seconde  combinaison  de  la  première,  en  remplaçant  i 
par  —  i. 


LIVRE  IX. 

THÉORÈME   DABEL. 


CHAPITRE  PREMIER. 

INTÉGRALES     ABÉLIENNES. 

4-26.  Soit  ¥{x,y)  —  o  une  équation  algébrique  et  entière,  irréduc- 
tible, et  du  degré  m  par  rapport  à  j.  A  chaque  valeur  de  x  corres- 
pondent m  valeurs  dey.  Lorsque  la  variable  x  part  d'un  point  fixe  a7„, 
y  ayant  une  valeur  initiale  jo.  6t  décrit  différents  chemins  qui  abou- 
tissent à  un  même  point  x,  la  fonction  algébrique  y  acquiert  m  valeurs 
en  ce  point.  Nous  associerons  à  la  variable  x  la  valeur  correspondante 
ôe  y  sur  chaque  courbe,  et  nous  appellerons /?omf  analytique  le  sys- 
tème des  valeurs  de  x  et  y.  Nous  dirons  que  deux  courbes  décrites  par 
le  point  (a?,  y)  se  coupent,  lorsqu'au  point  d'intersection  des  deux 
courbes  géométriques  qui  figurent  la  variation  de  x  la  valeur  de  v  est 
la  même.  Le  point  analytique  décrit  une  courbe  fermée,  ou  un  cycle 
(n°  104),  lorsque  la  valeur  de  j  redevient  la  même  au  point  de  départ. 

On  a  donné  le  nom  d'intégrales  abéliennes  aux  intégrales  définies 


(I) 


j<f{a;,x)dx. 


dans  lesquelles  (p{x,y)  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y.  Ces 
intégrales  rentrent  dans  la  catégorie  de  celles  que  nous  avons  étudiées 
dans  le  Chapitre  IV  du  troisième  Livre;  car  la  quantité  u  =  (p{x,y)  est 
elle-même  une  fonction  algébrique  de  x,  satisfaisant  à  une  équation  du 
degré  m  par  rapporta  u. 
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Nous  avons  démontré  (n"  106)  que,  pour  chaque  valeur  de  x,  l'inté- 
grale acquiert  m  valeurs,  augmentées  chacune  de  multiples  quelcon- 
ques de  certaines  périodes.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  recher- 
cher les  intégrales  auxquelles  on  peut  ramener  toutes  les  autres,  quand 
l'équation  Y[x^y)  —  o  reste  la  même,  et  que  la  fraction  rationnelle 
ç>  (a?,  j)  est  quelconque. 

Nous  mettrons  d'abord  l'intégrale  sous  la  forme  adoptée  par  Abel. 
Concevons  que  l'on  opère  une  substitution  du  premier  degré 

—  ^^'+  b'y-'+h"  _  ex'  -f-  c'y'  +  c"  ^ 

l'équation  proposée  se  transforme  en  une  équation  f[cc\y')  =  o,  du 
même  degré;  désignons  par  m  ce  degré  par  rapport  aux  deux  variables 
oc'  et  y.  Si  l'on  pose 

A  =  a'b"—b'a",     A' =  a" b  -  b" a,     k"  =  ab'-ba', 

et  si  l'on  rend  l'équation  homogène  en  y  remplaçant  x'  et  y  par  —»  '^» 
et  multipliant  par  2"",  on  a 

^^dx'^^  dy'^^    dz' r"" 
dx  =  ^ ^ -^ 

{ax'+a'r-]-a"Y-% 

La  fraction  ©  {^,y)  est  le  quotient  de  deux  polynômes  entiers  M  et  N; 
appelons /i  le  degré  du  dénominateur,  n'  celui  du  numérateur;  après 
la  substitution,  on  aura 

M' 


N'  (  ax'  +  a' y'  -^  a"  )«'-» 


M'  et  N'  étant  des  polynômes  entiers  en  x'  et  y',  le  premier  du  degré  n', 
le  second  du  degré  n.  Si  l'on  pose  maintenant 

^^     '  '    '  N'[ax'-i-a'y'-ha"y"-^' 
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l'intégrale  prend  la  forme 

dx' 


j^{x',f) 


\dy) 


Dans  la  nouvelle  fraction  rationnelle  >if[x',y),  le  degré  du  numérateur 
surpasse  de  w  —  3  unités  celui  du  dénominateur. 

4-27.  D'après  cela,  étant  donnée  l'équation /(a;,  j)  —  odu  degré  m 
par  rapport  à  ^  et  à  r,  nous  considérerons  l'intégrale 

/v  dr 

dans  laquelle  ^(x,y)  désigne  le  quotient  de  deux  polynômes  entiers 
MetN,  dont  le  second  est  d'un  degré  quelconque /i,  le  premier  du  degré 
/i  -h  /w  -  3.  La  substitution  du  premier  degré  nous  permet  de  supposer 
que  l'équation  renferme  un  terme  en  f"  et  un  en  a?'"  ;  les  m  valeurs  de  j 
conservent  alors  des  valeurs  finies  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  x,  et 
deviennent  infinies  avec  x\  nous  pouvons  supposer  aussi  que  les  m  va- 
leurs du  rapport  -  restent  finies  et  différentes,  quand  x  devient  infini; 

chaque  branche  de  l'intégrale  conserve  alors  une  valeur  finie  au  point 
0:^  —  00  sur  la  sphère,  et  reste  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce 
point;  car  la  quantité  v^=  ux^  reste  finie  (n°  110). 

M 

On  peut  remplacer  la  fraction  rationnelle  =^  par  une  autre  dont  le 

dénominateur  ne  renferme  que  la  variable  x.  Soient,  en  effet, 

/z=  aoj"'H-  «,/"-'-+-    .  .  +  «,„, 
N  =  6„j"  H-  ft.j-"-'  +  .  .  .  -H  6„, 

les  coefficients  a  et  h  étant  des  polynômes  entiers  en  Xy  dont  les  degrés 
sont  marqués  par  les  indices.  On  sait  que,  si  l'on  élimine  j  entre  les 
deux  équations/—  o,  N  —  o,  le  premier  membre  de  l'équation  résul- 
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tante  X  =  o  est  le  déterminant 


X  = 


«0 

«1 

«3          . 

.        «m 

O 

O 

o 

a. 

a,      . 

«m       • 

O 

O 

o 

o 

.       •  •  • 

•  .        «m 

b. 

6. 

b,     .. 

. 

O 

o 

b. 

b,     . 

...        . 

O 

o 

o 

o 

.        b„ 

C'est  un  polynôme  entier  en  x  du  degré  mn.  Si  l'on  multiplie  les  élé- 
ments de  la  première  colonne  verticale  pary""^""'  ceux  de  la  seconde 
pary"^"~-,...,  ceux  de  l'avant-dernière  par  j, et  qu'après  les  avoir  ainsi 
multipliés  on  les  ajoute  à  la  dernière,  on  remplace  cette  dernière  co- 
lonne par 

r-/»  r'-'f^  •••'/'  /""'N,  r-'N, . . . ,  n, 

sans  changer  la  valeur  du  déterminant;  mais  alors  ce  déterminant, 
ordonné  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière  colonne,  se  compose 
de  deux  parties,  contenant  en  facteur,  l'une/,  l'autre  N,  et  l'on  a 


(3) 


X  =  A/+BN. 


Les  polynômes  A  et  B  sont  les  déterminants  que  l'on  obtient  en  rem- 
plaçant dans  le  déterminant  X  la  dernière  colonne  par  l'une  ou  l'autre 
des  deux  suites 

r"~S    r"~%--»    I,    o,...,    o,    o, 
o,...,    o,...,    o,    j^-',    f"-\...,    i; 

ordonnés  par  rapport  à  j,  ils  sont  de  la  forme 

A  =  A«7"-' H- A,  j"-^  + .  .  .  +  A„_, , 
B  =  Boj"-'+  B,j"-»+ . .  .  -■-  B„_,. 

Les  coefficients  A^  et  By^,  qui  sont,  au  signe  près,  les  sous-déterminants 
relatifs  aux  éléments  de  la  dernière  colonne,  sont  des  polynômes  entiers 
en  00  du  degré  [m  —  i)  [n  —  i)  ■+■  hy  et,  par  conséquent,  les  degrés  des 
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polynômes  A  et  B  sont  respectivement  mn  —  m  elmn  —  n  par  rapport 

aux  deux  variables  a?  et  j. 

M 

Cela  posé,  si  l'on  multiplie  par  Blés  deux  termes  de  la  fraction ^^j 

on  aura,  en  vertu  de  la  relation  (-3),  et  en  tenant  compte  de  l'équation 

M  _  BM  _  BM 
N  "BN  ~~X" 

Le  dénominateur  de  la  nouvelle  fraction  ne  contient  plus  que  la  va- 
riable X.  Le  numérateur  est  un  polynôme  entier  en  x  et  j,  du  degré 
rnn  4-  m  —  3  par  rapport  à  ces  deux  variables,  mais  seulement  du  degré 
H  -\~  lin  —  4  par  rapport  à/;  nous  le  représenterons  par 

BM  =  X(™_,)(„-,)r''"-^"-'+X(„-,)(„^.,)+,j""-*-"-'-i- .  .  .-f-X,„„+«_„ 

en  indiquant  par  des  indices  les  degrés  des  coefficients. 

428.  Il  est  clair  que  réquation/=  o  permet  de  réduire  ce  polynôme 
au  degré  m  —  i  par  rapport  ày,  sans  changer  le  degré  total;  soit 

BM  =  XL-  ,r""'+  X,„_.^-'  -f-  .  .  .  +  XL  +  m-  s- 

On  peut  même  le  réduire  au  degré  m  —  2.  On  a,  en  effet, 

f'^  =  maoy""''  -+-  (  m  —  1  )  a,  j"'-'  -f- . . . , 

BM  -  ^^y;  =  x;„_,:^"'-+xi„r-'-+^-  •  •+xL.-„.-3  =  H, 

et,  par  suite,  ' 

•X' 


TBM    dx  rXnn-.^^_^     TH    fh^ 


En  faisant  abstraction  de  la  première  intégrale,  qui  s'exprime  par  une 
quantité  algébrique  et  le  logarithme  d'une  quantité  algébrique,  on  a  à 
considérer  l'intégrale 

84 
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dans  laquelle  le  dénominateur  X  est  un  polynôme  entier  en  x  du 
degré  mn,  et  le  numérateur  H  un  polynôme  entier  en  x  et  j  du  degré 
mn  -\-  m  —  3  par  rapport  à  ces  deux  variables,  mais  seulement  du  degré 
m—  2  par  rapport  à  y. 

Si  l'on  divise  par  X  les  coefficients  X"„„,  X^,,„^.,,...  du  polynôme  H,  à 
partir  du  second,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes deo?,  on  aura  des  quotients  Co,  c,,  Ca,...,  c,„_3  de  degrés  marqués 
par  les  indices,  et  des  restes  Ro,  R, ,  •  •  •  »  ^m-:\  du  degré  mn  -  i .  En  posant 


^OT  — J> 


Q  =r:  Co7"'  -  =  -i-  C,f"-'  +  ..  .-\-C„ 

R  =-  K.n  -  ,r-'  +  R.>"'  '  1-  R.r  '  +  •••+  R»-3. 
on  a  ainsi 

x  =  ^-^x' 

et  l'intégrale  (4)  se  partage  en  deux  parties 

X"  R 

Chacune  des  fractions  rationnelles  — ^— ^>  x"'"*  ^^  décompose  en 

une  somme  de  fractions  simples  de  la  forme  ; —    -,  '  A  étant  une 

^  (x  —  a  )'i 

constante  et  aune  racine  du  dénominateur.  La  seconde  intégrale  se 
décompose  donc  en  intégrales  telles  que 

G  étant  un  polynôme  entier  en  j,  indépendant  de  a?,  et  du  degré /^^  —  2. 


Intégrales  abèliennes  de  première  et  de  seconde  espèce. 
429.  Considérons  la  première  des  intégrales  (5),  savoir 

(7)  v=/*^^ 

r  1        '  r\       ^        ^  -  o  p  [m  —  l  )  ( /?l  —  2 ) 

Le  polynôme  Q,  du  degré  m  --  3  en  x  et  j,  renferme — 
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coefficients;    on    peut   donc   ramener    toutes    les    intégrales   (7)    à 

(m  —  f)(/n— 2).  .,  ,  •  l•^  1  .  x^  .  .  , 
intégrales  particulières  de  cette  sorte.  Parmi  ces  inté- 
grales, il  en  est  qui  conservent  une  valeur  finie  sur  toute  la  sphère;  ce 
sont  celles-là  que  l'on  appelle  intégrales  de  première  espèce.  D'après  ce 
que  nous  avons  dit  au  n*^  427,  les  m  valeurs  de  j  restent  finies  pour 
toutes  les  valeurs  finies  de  x,  et  le  point  a?  =  co  est  un  point  ordinaire 
pour  la  fonction  V;  il  suffit  donc  d'examiner  ce  qui  a  lieu  quand/,' =  o, 
c'est-à-dire  aux  points  où  plusieurs  racines  de  réquation/=  o  devien- 
nent égales  entre  elles.  Soit  (^r,,  j,)  un  point  où  n  racines  de  l'équr.- 
tiony=  o  sont  égales  à  j,  ;  posons  x  =^  x^~-  x\  y  =  y-,  -'-  y'.  Dans  le 
cas  particulier  où  la  dérivée/'  n'est  pas  nulle,  on  a  (n°33) 

f^{Xx'-hBy"')-i-...; 

les  n  racines  égales  forment  un  systèm'e  circulaire  et  sont  représentées 
par  la  série 


on  en  déduit 


y-—v,x'"  +  i\x''  + 


/;  =  »Bj"'-'-4-  ..=c> 


-  • 

La  fonction  m=  y??  placée  sous  le  signe  somme,  étant  une  quantité 

infiniment  grande  d'un  degré  inférieur  à  l'unité,  l'intégrale  conserve 
une  valeur  finie,  mais  elle  acquiert  n  valeurs  différentes,  quand  la 
variable  tourne  autour  du  point  critique  (n"  107). 

En  général,  les  n  racines  égales  se  partagent  en  plusieurs  systèmes- 
circulaires  représentés  chacun  par  une  série  de  la  forme 

SiAj'^ir'^estle  premier  terme  dupremiergroupedansréquation(n"34), 
/est,  par  rapport  à  x' ,  un  infiniment  petit  du  degré  a-  -:-  /3,  et,  par 
conséquent,/'  un  infiniment  petit  d'un  degré(«—  i)--i-|S,  égal  ou  supé- 
rieur à  l'unité.  Supposons  que  dans  le  numérateur  Q  —  Q,  -h  Ik'y'^'x'^' 
on  ait  remplacé  y  par  sa  valeur;  pour  que  l'intégrale  reste  finie,  il  fau- 

84. 
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(Ira  égaler  à  zéro  le  terme  constant  Q,  et  les  coefficienls  de   tous  les 

termes  dont  les  degrés  sont  inférieurs  ou  égaux  à  (a  -  i  )  ^  -l-  (/3  —  i). 

Chaque  point  double  à  tangentes  distinctes  donne  la  seule  condition 
Q,  =  o.  On  obtiendra  ainsi  un  certain  nombre  de  relations  linéaires  entre 
les  coefficients  du  polynôme  Q;  si  m'  est  le  nombre  des  relations  dis- 
tinctes, il  restera  m,  —  (^~^)(^~^^  _  ^'  coefficients  arbitraires;  ce 

sera  le  nombre  des  intégrales  de  première  espèce.  Pour  toutes  ces  in- 
tégrales, les  points  critiques  sont  ceux  de  la  fonction  algébrique  y, 
définie  par  réquation/(^,  j)  =o;  les  mêmes  cycles  donneront  leurs 
périodes;  nous  avons  vu  (n^'*  111  et  242)  que  le  nombre  des  périodes 
distinctes,  pour  chacune  d'elles,  est  au  plus  égal  à2  (/?  —  i)  —  2(m  —  i). 
Outre  ces  intégrales  toujours  finies,  nous  en  prendrons  m'  autres, 
que  nous  choisirons  de  manière  que  chacune  d'elles  satisfasse  aux  m' 
équations  de  condition,  excepté  une;  ce  seront  les  intégrales  de  seconde 
c^joece.  La  première  satisfait  aux  m' conditions,  excepté  la  première; 
la  seconde  aux  m'  conditions,  excepté  la  seconde,  et  ainsi  de  suite. 
Chacune  des  intégrales  de  seconde  espèce  ne  devient  infinie  qu'en  un 
point  sur  la  sphère. 
•  * 

Intégrales  abéliennes  de  troisième  espèce. 

430.  Dans  l'intégrale  (6),  la  lettre  a  désigne  un  paramètre  arbi- 
traire, et  q  un  nombre  entier  quelconque,  cette  intégrale  étant  la  dé- 
rivée d'ordre  q  par  rapport  à  ce  paramètre  de  l'intégrale 


/,^w' 


on  peut  se  borner  à  étudier  cette  dernière.  Le  polynôme  G,  indépen- 
dant de  X,  et  du  degré  m  —  i  en  y,  contient  m  —  \  coefficients;  on  a 
donc  m  —  i  intégrales  de  la  forme  (8).  Mais  nous  considérerons  le  cas 
plus  général  où  G  est  un  polynôme  entier  en  x  et  y,  du  degré  m  —  i 
par  rapport  à  ces  deux  vtiriables.  Par  une  substitution  entière  et  du 
premier  degré,  analogue  à  une  transformation  de  coordonnées,  nous 
mettrons  la  droite  x  —  a  =  o  sous  la  forme  «0?  +  /Sj  +  7  —  o;  l'inté- 
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grale  devient  alors 

Nous  assujettirons  d'abord  le  polynôme  G  à  satisfaire  aux  condi- 
tions nécessaires  pour  que  l'intégrale  conserve  une  valeur  finie  aux 
points  critiques  relatifs  à  la  fonction  algébrique  y;  il  restera  un 
certain  nombre  de  coefficients  arbitraires.  La  droite  ax  ■+  ^y  -h  y  =  o 
30upe  la  courbe /— o  en  m  points  (a?,,  j,  ),  (a^o.js).-  '  («^«.Jw); 
nous  assujettirons  en  outre  la  courbe  G  =  o,  qui  est  du  degré  m  — 2, 
à  passer  par  m  —  2  de  ces  points,  par  exemple  par  les  m  —  2  derniers; 
de  cette  manière,  la  fonction  V  ne  deviendra  infinie  qu'aux  deux  points 
(^■♦JKi)»  (^2»/2)»  qui  sont  des  pôles  simples  delà  fonction  u  placée  sous 
le  signe  somme,  et  des  points  critiques  logaritbmiques  de  l'intégrale 
(n°  108).  Telles  sont  les  intégrales  de  troisième  espèce. 

On  peut  ramener  toutes  les  intégrales  (9)  à  m  —  r  intégrales  parti- 
culières de  troisième  espèce.  Soient  en  effet  G,  =  o.  Go  — o,..., 
G,„_,  =  o  des  courbes  particulières  du  degré  m  —  2,  satisfaisant  aux 
conditions  relatives  aux  points  critiques,  et  passant  par  tous  les  points 
d'intersection  de  la  droite  aa^  -f-  |3j  -1-  y  =  o  et  de  la  courbe  /  =  o, 
excepté  deux,  savoir  :  la  première,  par  tous  les  points,  excepté  le  pre- 
mier et  le  dernier;  la  seconde,  par  tous  les  points,  excepté  le  second  et 
le  dernier,  et  ainsi  de  suite.  Si  G  est  un  polynôme  quelconque  du 
degré  m—  2,  on  peut  déterminer  les  constantes  A, ,  Ao,  . .  • ,  A,„_i ,  de 
manière  que  la  courbe 

G  —  A,  G,  —  Aj  Gj  — .  . .  —  km-\  G„ _,  ^3  o 

passe  par  tous  les  points  d'intersection,  excepté  le  dernier;  il  suffit 
pour  cela  de  prendre 

le  premier  membre  de  l'équation  est  alors  décomposable  en  facteurs, 
et  l'on  a 

G  -  A.  G,  -  Aa  G,  -  .  .  .  -  A„_,  G„,_,  rr:  [ax  -"-  [3j  -f-  y )  II, 
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H  étant  un  polynôme  entier  en  x  et  j,  (Ju  degré  m  —  3.  Si  l'on  ap- 
pelle V,,  V.J..  .,  V,„  I  les  m  -  i  intégrales  de  troisième  espèce,  qui 
correspondent  aux  polynômes  G,,  Gj,. . .,  G,„. ,,  on  en  déduit 


V  =  A,V, -i-A.V,--f-...  +  A„_.V,, 


Toutes  les  intégrales  (9)  se  ramènent  donc  h  m  —  \  intégrales  de 
troisième  espèce,  et  à  des  intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce. 

431.  Considérons  une  intégrale  de  troisième  espèce  (9),  telle  que  la 
courbe  G  =  o  passe  par  tous  les  points  d'intersection  de  la  droite 

ax  H-  ^ r  H-  7  —  o  avec  la  courbe  /'—  o,  excepté  les  deux  premiers 
(a?,,  y,),  [x<i,y.).  Afin  de  rendre  les  polynômes  homogènes,  concevons 

que  l'on  remplace  x  et  j  par  ^  et  '^-\  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  cette  droite  pourront  être  représentées  par 

à  l'aide  d'une  variable  t.  Les  points  d'intersection  de  la  droite  et  de 
la  courbe  ./=o  sont  donnés  par  l'équation 

/(  A-,  +  tXi^  y^  -f-  tyi,  Zt  -+-  tZi)  —  Wo  -I-  Wi  f  -f-  M,  /'  4- . . .  4-  u„,  V"  —  o, 
qui  se  réduit  à 

M|  -i-  Ml  ?  4-     .  .  4-  Um-\  1"'--==  O, 

puisque  les  coefficients  Mo  et  «,„  sont  nuls.  Les  points  d'intersection  de 
la  droite  avec  la  courbe  G  =  o  sont  de  même  donnés  par  l'équation 

Il  faut  que  ces  deux  équations  admettent  les  mêmes  racines,  et,  par 
conséquent,  que  leurs  coefficients  soient  proportionnels;  en  multipliant 
G  par  une  constante  convenable,  on  peut  faire  en  sorte  que  ces  coeffi- 
cients soient  égaux.  On  aura  alors 

Vj_ C,  tV-t    _ 

«1  U,         '  Um-i 
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et,  par  suite, 

G,,  =  c„._,  =  «,„_.  .^  x,f;.^  ^-rJ'r,  -t-  -S'/r',  =-  (^'  -  ^0/J,  +  (j.  -  r»  )/^,- 

Nous  mettrons  l'équation  de  la  droite  sous  la  forme 

XX  -f  ^x  -\-  y  -^ 


1     1     1 


à  l'aide  d'un  déterminant,  que  nous  désignerons  par  le  symbole  [a:,,  x^]. 
En  se  bornant  à  la  partie  principale,  on  a,  dans  le  voisinage  du  point 


^^ 


V--y-:^-^-log(a-x.), 
et,  dans  le  voisinage  du  point  (^2»  72). 

{x.,x:^^[x-x,)[r,~-r.)~{r-r^}^{x.-x,Y-^^^^^^^^^ 

Jy-. 

L'intégrale  éprouve  un  accroissement  —  27:1  ou  -h  2ni,  quand  le  point 
mobile  (^,  j)  tourne  autour  du  premier  ou  du  second  point,  dans  le 
sens  positif. 

Intégrales  uUra- elliptiques. 

432.  On  appelle  ainsi  les  intégrales   abéliennes  que  l'on  obtient 
quand  l'équalion  proposée  est  de  la  forme 

(10)  y^--  {x  —  a,)  {x  —  a^).  .  .  {x  ~  a-,,,), 

le  second  membre  étant  un  polynôme  entier  en  ^,  du  degré  a/i  ou 
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2/1  —  j ,  et  le  second  cas  se  ramène  au  premier.  La  réduction  de  ces  in- 
tégrales est  facile.  On  a,  comme  au  n^  270, 

-  M_-f-_M'r  _  (M-+M^j)fN  — N»   _  P  +  P  r 


/  9  (^,7)  dx  —  j  ^dx  -i-  j  -^  dx. 


FaisanJ  abstraction  de  la  première  partie,  considérons  la  seconde,  qui 
est  de  la  forme 


TH  dx 


H  et  X  étant  des  polynômes  entiers  en  x.  En  divisant  le  premier  par  le 
second,  appelant  Q  le  quotient  et  R  le  reste  d'un  degré  inférieur  à  celui 
de  X,  on  arrive  aux  deux  intégrales 


ÇQdx         rj{  dx 


La  première  est  une  somme  d'intégrales  de  la  forme 
,     ,  rx"'dx 

'■■'  J-r-- 

La  seconde  se  décompose  en  intégrales  de  la  forme 

(12)  r__^__ 

433.  Considérons  les  intégrales  (i  i)  ;  on  a 

J)^{x'"f)  =  mx"'-^x  -f-  x"''D^x  =  -     mx'"~'f^-h  ' —  D^  (j')    -, 

la  quantité  placée  entre  parenthèses  est  un  polynôme  entier  en  x  du 
degré  in  ^  m  —  i ,  que  nous  représenterons  par 
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on  en  déduit,  par  l'intégration 

J       r  J       r  J  y 

et  la  première  intégrale  s'exprime  à  l'aide  des  autres.  On  ramène  ainsi 
toutes  les  intégrales  (ii)  à  celles  dans  lesquelles  l'exposant  est  plus 
petit  que  in  —  \,  c'est-à-dire  aux  2/1  —  1  intégrales 


rdx        Çxdx        CxUlx  r  x'"  -» 


dx 


Pour  que  l'intégrale  conserve  une  valeur  finie  sur  toute  la  sphère,  il 
est  nécessaire  et  il  suffît  que  l'exposant  soit  inférieur  ou  égal  à  /i  —  2; 
il  y  a  donc  n  —  i  intégrales  ultra-elliptiques  de  première  espèce,  savoir  : 

,   ,,  rdx         Cxdx         r  x-dx  rx'-^dx 

(.4)  jy.     j-,.     ./—•■••     J-J-       . 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n**  113,  le  nombre  des  périodes 
pour  chacune  d'elles  est  171  —  2;  nous  remarquons  qu'il  est  double  de 
celui  des  intégrales  de  première  espèce.  Les /i  intégrales  suivantes  sont 
de  seconde  espèce. 

Les  intégrales  (12)  sont  les  dérivées  par  rapport  au  paramètre  a  de 
l'intégrale  de  troisième  espèce 

(.5) 

Cette  intégrale  conserve  une  valeur  finie  sur  toute  la  sphère,  excepté 
aux  deux  points  d'intersection  de  la  droite  ^  — a  avec  la  courbe  (ro). 
Soit  b  l'une  des  valeurs  de  r  pour  œ  =  a;  les  deux  points  critiques  sont 
{a,  b),  (a,  —  b);  la  partie  principale  de  l'intégrale 


(.6,  f,-^ 

^  J   (x  —  a 


J   {• 

est  \og{x  —  a)  dans  le  voisinage  du  premier  point,  et  —  ]og{x—a)  dans 
le  voisinage  du  second  point. 


85 
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CHAPITRE  II. 

RELATION    KNTRE    LES    PÉRIODES    DE    DEUX    INTÉGRALES    ABÉLIENNES. 

Relation  entre  les  périodes  de  deux  intégrales  ahéliennes 
de  première  espèce. 

434.  Appelons  U  et  V  deux  intégrales  de  première  espèce,  relatives 
à  une  même  équation  algébrique /(a;,  j)  —  o  du  degré  m.  Le  point  0' 
sur  la  sphère  étant  un  point  ordinaire,  l'intégrale  JWdN,  prise  sur 
l'un  quelconque  des  circuits,  U  et  V  étant  les  valeurs  des  intégrales 
comptées  à  partir  de  l'origine  de  ce  circuit,  est  nulle  (n°  111).  L'en- 
semble des  m  circuits  donne  donc  l'équation 

(i)  y   C\5dy  =  o. 

Considérons  les/?  lacets  binaires  de  première  espèce 

qui  se  rapportent  h  un  système  circulaire  de  p  racines  se  permutant 
autour  du  point  critique  a,  et  les  p  circuits 

(o::.  (C):;,...,  (C):p„ 

dans  lesquels  entrent  respectivement  ces  lacets  (  n°  1 12).  Cherchons  la 
partie  qui,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  correspond  à  ces 
lacets  (Oa).  Sur  chaque  circuit,  un  élément  mm'  de  la  droite  Oa  est 
parcouru  deux  fois,  dans  des  sens  contraires.  Nous  désignerons  par 
dY^^,  dYff^,...  les  valeurs  de  dY  sur  l'élément  mm',  quand  la  variable  x 
décrit  la  droite  Oa,  la  racine  j  ayant  en  0  l'une  des  valeurs  initiales 
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7^0' J^. Sur  le  circuit  (C)^;;,  quand  on  arrive  à  l'entrée  du  lacet  (a)|;, 

l'intégrale  U  a  acquis  la  valeur  Ut;;;  sur  la  droite  Orn  elle  augmente  en- 
suite de  la  quantité  U[",  de  sorte  qu'elle  a  en  m  la  valeur  U^» -f-  U^., 
et  l'élément  mm'  donne  l'élément  différentiel  (U:"  4-  U!')  d\„ .  Quand 
la  variable  x,  après  avoir  décrit  un  petit  cercle  autour  du  point  cri- 
tique a,  dans  le  sens  positif,  revient  en  m,  la  fonction  U  a  une  autre 
valeur  U';  en  achevant  le  circuit,  on  aurait 

U'-i-U^-i-U':  =  o,    d'où    U'=-TJ!:-!-U„^. 

c?V  ayant  sur  mm'  la  valeur  —  c?V„ ,  on  a  le  second  élément  différentiel 
{{J2  —  Ug")6/V„ .  Ainsi  le  circuit  (C)^;;  donne,  pour  l'élément  /;^//^'  de  la 
drc^ite  Oa,  les  deux  éléments  différentiels 

le  circuit  (C)â;  donne,  pour  le  même  élément  mnï, 
et  ainsi  de  suite;  enfin  le  circuit  (C)"'':;  donne 

En  ajoutant  ces  résultats,  on  obtient  la  partie  qui  dans  la  somme  (i) 
se  rapporte  à  l'élément  wm',  savoir: 

(2)  (u^:  +  u:r') ds,,  +  (uf;  +  U!:) ^v,.  +..,  +  (u-^:;  +  u'p) ds,^_^. 

Posons 

uf;  H-  u^: = a::,  uf:  -f  u;; = a:;, . . . ,  u^: + u^f = A:r' , 

et  remarquons  que  ces  quantités  sont  les  valeurs  de  l'intégrale  U,  rela- 
tives aux  lacets  de  seconde  espèce  («')"^,  (a')";,...,  («')â"_,.  décrits  dans 
le  sens  négatif  (n°  112);  la  quantité  précédente  se  réduit  à 

(3)  kXdSs.  H-  a::c?v,, +. . .+ a:':-*^^„. 

Il  faut  considérer  maintenant  les  éléments  successifs  de  la  droite  Oa, 

85. 
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c'est-à-dire  intégrer  de  0  à  a.  Si  l'on  appelle  h„^,  hg,...  les  va- 
leurs de  l'intégrale  V,  relatives  à  la  droite  0«,  quand  la  racine  y  a 
en  0  l'une  des  valeurs  initiales  y^„,  J-,..-.,   on  obtient  la  quantité 

(4)  a::  //,,  +  a::  a», + . . . + a:;;::  '>s,-.  +  a::-  a,„. 

La  somme  des  valeurs  de  l'intégrale  U,  relatives  aux  p  lacets  binaires 
de  seconde  espèce  étant  nulle,  on  a 

a,  +  A„^ +. .  .-t-A„'„_;-i- A„„    :^  o, 
et  la  quantité  (4)  devient 

(5)  -  a::  (/*„„  -  A,.  )  -  a::  [h,,  -  a.j  - ...  -  a:;;:;  (a,.  -  h,j. 

Nous  désignerons  par  al[,  ai',...,  a^°^  les  valeurs  de  l'intégrale  U, 
relatives  aux  p  lacets  binaires  de  première  espèce,  et  par  bl\, 
bl\,. . .,  è^?'  celles  de  l'intégrale  V,  relatives  aux  mêmes  lacets,  décrits 
dans  le  sens  positif;  comme  on  a 


l'expression  (5)  se  met  sous  la  forme 

(6)  -  a:: c  .-  a::  (6f:  +  bi\)  -...-  a:-:  {b%  +  6;; + . . .  +  ig::). 

Telle  est  la  partie  qui,  dans  la  somme  (i),  correspond  à  un  système 
circulaire  de  racines.  Chaque  système  circulaire  donnant  une  quantité 
analogue,  on  aura  l'équation 

(7)  -  2  [a:: bi\  +  a::  (6»; + 6^;) + . . .  +  kç:M  + 1^: + •  •  •  +  ^f::)]  -  o, 

le  signe  2  s'étendant  à  tous  les  systèmes  circulaires  de  racines. 

Cette  équation  peut  être  mise  sous  une  autre  forme.  En  intégrant 
par  parties  et  remarquant  que  les  valeurs  des  intégrales  U  et  V  sur 
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chaque  circuit  sont  nulles,  on  a  idenliqueinent 

(8)  2J\}d\  -^-lf\d{}. 

Si  l'on  désigne  par  B";,  B^\  ..,  B^;"  les  valeurs  de  l'intégrale  V  rela- 
tives aux  lacets  de  seconde  espèce,  décrits  dans  le  sens  négatif,  on 
obtiendra  l'équation  (7)  sous  la  forme 

(9)  2 [b:: <:: -,- b:; [4: + 4^)  + . . . -^ b:;:; (<:; -^4:^...-^ «j;-:;)] = o. 

4-35.  Nous  allons  faire  voir  que  l'on  peut  transformer  cette  équation, 
de  manière  qu'elle  ne  renferme  plus  que  les  périodes  de  l'une  et  l'autre 
intégrales.  Après  avoir  choisi  un  système  de  lacets  fondamentaux  de 
première  espèce,  appelons  U,,  Uo,. . . ,  V,,  Va,. . .  les  valeurs  des  inté- 
grales U  et  V,  relatives  aux  lignes  fermées  composées  uniquement  de 
lacets  fondamentaux  et  conduisant  de  la  racine  y^  à  chacune  des 
autres  j,,  y.2.  ••»  Jm-i-  A  chaque  lacet  binaire  de  première  espèce  cor- 
respond un  cycle  simple;  nous  désignerons  par  c^i,^^  et  -ubj^  les  valeurs 
des  intégrales  U  et  V,  relatives  au  cycle  simple  dans  lequel  entre  le 
lacet  binaire  (a)f^  Ces  intégrales  sont  nulles,  lorsque  le  lacet  binaire  est 
l'un  des  lacets  fondamentaux;  dans  le  cas  contraire,  ce  sont  des  périodes 
de  l'une  et  de  l'autre  intégrales.  Comme  on"  a  ad,!' —  V„  -h  è!'  —  V^ , 

C  00  ou  su  6 1  ' 

l'équation  (7)  devient 

-  2  [a::  <  +  a::  «;  -1-^)-^...+ A^p  {^.^yR^^.,,^  ^jp^)] 

- 1  (a::  V,.  +  a:;  v,,  -h . .  +  a:;::  v,^_^  +  Kr  yj  =  o. 

La  quantité  V^  se  trouve  dans  les  parties  relatives  à  différents  sys- 
tèmes circulaires,  dans  toutes  celles  où  un  lacet  binaire  de  première 
espèce  permute  la  racine  déterminée  j^  en  une  autre;  mais  nous  avons 
vu  (n°  112)  qu'aux  lacets  de  première  espèce,  qui  permutent  la  ra- 
cine y^  en  une  autre,  correspondent  les  lacets  binaires  de  seconde  es- 
pèce, qui  entrent  dans  le  circuit  de  seconde  espèce  (C')î;  la  somme  des 
.quantités  A,  par  laquelle  est  multiplié  V„,  est  donc  nulle.  La  seconde 
partie  étant  identiquement  nulle,  l'équation  précédente  se  réduit  à  sa 
première  partie,  c'est-à-dire  à 
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Considérons  maintenant  les  cycles  formés  chacun  de  lacets  fonda- 
mentaux et  d'un  lacet  de  seconde  espèce;  on  a,  comme  précédemment, 

x'„^'==:  Ua„-+-  «'„"'  —  Ua,,  ct  l'équatiou  précédente  devient 


[II) 


La  quantité  Ua  est  multipliée  par  toutes  les  quantités  oii),  relatives  aux 
cycles  simples  qui  se  rapportent  aux  lacets  de  première  espèce  corres- 
pondant aux  lacets  de  seconde  espèce  qui  permutent  la  racine  ja  en  une 
autre;  mais  ces  lacets  de  première  espèce  forment  le  circuit  de  première 
espèce  (C)".  Ce  circuit  pouvant  être  regardé  comme  la  réunion  des 
cycles  simples,  la  somme  des  quantités  b  par  laquelle  est  multipliée 
Ua  est  nulle.  Ainsi  la  seconde  partie  est  encore  identiquement  nulle,  et 
l'équation  (i  i)  se  réduit  à 

{i2)2[<;<+x'::(iPo,^:4-<:)+...+  ^':;;:;(<;+<:+ 

elle  est  de  la  forme 

(i3)  •  2ww'  =  o, 

w  et  w'  étant  des  périodes  de  Tune  et  l'autre  intégrales. 

Relation  entre  les  périodes  d'une  intégrale  de  première  espèce 
et  d'une  de  troisième  espèce. 

436.  Soient  (/^.  82) 


-/¥'  -/ 


[^o  ^7]/' 


ces  deux  intégrales.  Nous  supposerons  que  l'on  puisse  joindre  les  deux 
points  logarithmiques  (^,,71),  {x^^yz)  par  une  ligne  qui  ne  coupe 
aucun  des  lacets  relatifs  aux  points  critiques  algébriques  a„,  a,, — 
Dans  ce  cas,  nous  formerons  un  nouveau  lacet  avec  cette  ligne,  deux 
petits  cercles  décrits  autour  des  points  logarithmiques,  et  une  ligne  0^ 
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allant  de  l'origine  à  un  point  delà  ligne  XfX^.  Dans  le  cas  contraire, 
on  introduirait  deux  lacets  nouveaux  unissant  l'origine  à  chacun  des 
points  logarithmiques.  Chaque  circuit  enveloppe  tous  les  lacets.  Les 
valeurs  des  deux  intégrales  étant  nulles  sur  chaque  circuit,  l'équa- 
tion (i)  subsiste.  Le  lacet  (^,^2)  n'entre  effectivement  que  dans  un 
circuit;  quand  la  variable  ce  décrit  ce  lacet,  l'intégrale  V  acquiert  sur 


les  petits  cercles  a?,  et  Xo  les  accroissements  —  2ni  et  -f-  "ini,  et,  par 
conséquent,  reprend  à  la  fin  du  lacet  la  valeur  qu'elle  avait  à  l'entrée; 
ce  lacet  ne  modifie  donc  en  rien  les  parties  de  la  somme  qui  se  rappor- 
tent aux  autres  lacets.  Il  suffit  d'y  ajouter  la  partie  fournie  par  ce 
nouveau  lacet;  les  lignes  Oh  et  XfX^,  étant  parcourues  deux  fois 
avec  des  valeurs  de  UdY  égales  et  de  signes  contraires,  ne  don- 
nent rien  dans  la  somme;  il  reste  à  considérer  les  deux  petits  cercles 
Xf  et  x^;  le  premier  donne  —  2nî\]^,  le  second  -f-  aTTiU^,,  en- 
semble 27rî(U;r  —  U;r,)»  ou  2ni  j  é/U,  l'intégrale  étant  prise  le  long  de 
la  ligne  XfX^-  On  a  donc  l'équation 

(i4)  >  oiO)'-T-27:/  /      </U=o. 

Relation  entre  les  périodes  de  deux  intégrales  de  troisième  espèce. 
4-37.  Soient 

ces  deux  intégrales.  11  faut  considérer  deux  nouveaux  lacets  {x^Xz)* 
[x\x\)  unissant,  l'un  les  deux  points  logarithmiques  de  la  première 
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intégrale,  l'autre  ceux  de  la  seconde.  Nous  supposerons  que  les  deux 
lignes  cCfOo^,  ^t\x'^  ne  coupent  pas  les  lacets  relatifs  aux  points  cri- 
tiques et  ne  se  coupent  pas  entre  elles. 

L'équation  (i)  subsiste  encore.  Les  nouveaux  lacets  ne  modifient  pas 
la  partie  qui  se  rapporte  aux  premiers  lacets.  D'après  le  raisonnement 

du  numéro  précédent,  le  lacet  {oo\x\)  donne  2ni       ^/U;  la  seconde 

forme  de  l'équation  (8)  montre  que  le  lacet  (^1^2)  donne  de  même 

—  2ni  I     dy .  On  a  donc  l'équation 


,5) 


\  om'-hzni  I       dU  —  i-nij      rfV=o. 


Application  aux  intégrales  elliptiques. 
438.  Considérons  deux  intégrales  elliptiques 

l'une  de  première  espèce,  l'autre  de  seconde  espèce  (n°  273).  Suppo- 
sons que  les  lacets  relatifs  aux  quatre  points  critiques  «o»  ^o  «2»  ^3.  qui 

correspondent  aux  valeurs  -f-  i,  r'  —  i,  ~  r  de  la  variable  x,  se  suc- 
cèdent dans  l'ordre  positif,  et  que  le  rayon  0/du  circuit  passe  entre  les 
points  «0  et  «3.  Sur  les  deux  circuits,  la  valeur  initiale  de  j  étant  ±.  i, 
les  fonctions  U  et  V  ont  au  même  point  des  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires,  et,  par  conséquent,  l'intégrale  J\}dN  a  la  même  valeur. 

Elle  devient  infinie  avec  x\  car,  si  l'on  pose  ^  —  — ^,  et  si  l'on  déve- 
loppe en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  x' ,  on  a 

I  x'"^ 

-  =q=-r-  (i  +  a.r'^-4-Sx'<  +  .  .  .), 
X        ^  A'  ' 

d^  I  .  ,       o    , 

dV  ï 
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d'où  l'on  déduit 

Le  point  0'  sur  la  sphère  est  pôle  de  celte  dernière  fonction.  L'intégrale 
relative  à  chaque  circuit,  décrit  dans  le  sens  positif,  est t^>  ce  qui 

fait  pour  les  deux  circuits  —  '^•,  tel  est,  dans  ce  cas,  le  second 

membre  de  l'équation  (i).  Chaque  lacet  ne  fournit  qu'un  seul  terme, 
et  le  premier  membre,  sous  la  forme  (7),  est  égal  à 

(a,  —  a,4-a,)6o-f-(—  ««-f-a,—  Oj)  6,  +  (a,—  a, -t-  a3)6,H-  (—  a, -F  a^  —  ai)bif 

quantité  qui  se  réduità  —i(a^bi  —  aibo)  etparsuiteà  —  ^(œw'j—  o'w,); 
on  retrouve  ainsi  la  relation  obtenue  au  n°  273, 

(10)  —   2{W&),  —  0)  W|)  = -j—' 

439.  L'intégrale  elliptique  de  troisième  espèce,  telle  qu'elle  s'est 
présentée  d'abord,  est  donnée  par  la  formule  (16)  du  n°  275;  nous  la 
mettrons  sous  la  forme 

|3  étant  la  valeur  qu'acquiert  y  lorsque  la  variable  x  va  de  l'origine  0 
au  point  a  par  un  chemin  déterminé  Oa,  j  ayant  au  point  0  la  valeur 
initiale  -h  i.  Cette  intégrale  admet  quatre  points  logarithmiques,  savoir 
les  deux  points  (a,  ±  |3)  et  les  deux  points  (—  a,  ±  |3).  Quand  la  va- 
riable X  tourne  autour  de  chacun  d'eux  dans  le  sens  positif,  l'intégrale 
éprouve  les  accroissements  ±  ni,  q=  izi.  Joignons  les  deux  points  géo- 
métriques a  et  —  a  par  une  ligne  qui  ne  coupe  aucun  des  lacets  re- 
latifs aux  points  critiques  algébriques,  et  complétons  le  lacet  qui  enve- 
loppe ces  deux  points  par  le  chemin  déterminé  Oa. 

86 
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Si  U  est  l'intégrale  de  première  espèce,  et  V  une  de  troisième  espèce, 
l'intégrale  fUdY,  conservant  une  valeur  finie  quand  x  devient  infinie, 
est  nulle  sur  chacun  des  deux  circuits.  Le  lacet  qui  enveloppe  les  deux 
points  (a,  |S),  (—  a,  /3)  entre  dans  l'un  des  circuits;  le  même  lacet, 
considéré  comme  enveloppant  les  deux  points  (a,  — /3),  (—  a,  —  /3), 
entre  dans  l'autre  circuit;  ces  deux  lacets  donnent  d'ailleurs  des  termes 
égaux.  En  désignant  par  as  et  s'  les  périodes  de  V  fournies,  comme 
celles  de  U,  par  les  deux  cycles  formés,  l'un  des  deux  lacets  (a„)  et  («a)» 
l'autre  des  deux  lacets  («,)  et  («(,),  on  a  l'équation 


—  2(coe'— co'e)  +  27ri  I  d\]=^o. 


Pour  préciser,  nous  supposerons  que  la  ligne  déterminée  Oa  passe  entre 
les  points  «,  et  a,,  ce  qui  est  toujours  possible,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion du  point  a,  et  nous  appellerons  a  la  valeur  de  l'intégrale  de  pre- 
mière espèce,  quand  la  variable  oc  décrit  la  ligne  Oa,  avec  la  valeur 
initiale  y  =  i.  Si  l'on  considère  le  cycle  formé  par  la  ligne  qui  joint  les 
deux  points  a  et  —  a,  la  ligne  Oa  et  une  ligne  symétrique  allant  de 
l'origine  au  point  -   a,  on  a 


d'où 


(W-h  dU-{-         d[]  =  a,-  a,  = 

1      û^U  —  2  /     f/U  —  w'  =  2rt  -—  w'  ; 
«^  —  a  «/o 


et  l'équation  précédente  devient 

(i8)  we'— w'(e  —  TTi)  =  27:«i. 

Le  même  raisonnement  s'applique  au  cas  où  U  est  l'intégrale  de 
deuxième  espèce,  V  étant  toujours  une  intégrale  de  troisième  espèce. 
L'intégrale /Uû^V  conserve  encore  une  valeur  finie,  quand  œ  devient 
infinie,  et  l'on  obtient  l'équation 

(19)  oo,e'— co',  (e  —  Tri)  =  27riÇ(a). 
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Des  deux  relations  précédentes,  on  déduit 

Q{a)  e{a)  w 

440.  Considérons  maintenant  deux  intégrales  elliptiques  de  troi- 
sième espèce 

Jo     (^'-a')r'  ~Jo     {^— a'^)j' 

Joignons  les  points  a  et  —  a,  a'  et  —  a'  par  des  lignes  qui  ne  coupent 
pas  les  lacets  relatifs  aux  points  critiques  algébriques  et  qui  ne  se  coupent 
pas  entre  elles.  Si  l'on  appelle  2£,  et  ê\  les  périodes  de  la  seconde  inté- 
grale, relatives  aux  deux  cycles  précédents,  on  a  l'équation 

—  2(e£',  —  e'ei)+ 27r/  /       rfU— 271//       d\=o. 

J—  a'  J-  a. 

Supposons  que  le  lacet  (a)  précède  le  lacet  (a');  avec  une  disposition 
convenable  de  ces  lacets,  et  en  raisonnant  comme  précédemment,  on 
obtient 

XX  /»  a  /»  a'  /»  a' 

dW  =  ij     dy-e\~T:iy       /       d{]=2         rfU  -  e', 
-  a  *^o  V —  a'  V  O 

et  l'équation  devient 

Jf*  a.'  p  OL 

d\J  —  ^-ni  j     d'Vr=[s  —  7ri)e', —  e'(e,  —  7ri)  +  r*, 

ou,  en  vertu  des  relations  (20), 
21)  r^  du-  r d\  =  k'IaKia')  -  a'i;ia)]  ~  '^' 

L'intégrale  (17),  exprimée  à  l'aide  de  la  variable  s,  est 

c'est  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (20)  du  n°  275;  nous  la  dési- 

86. 
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gnons  parla  lettres,  afin  de  la  distinguer  de  l'intégrale  n(s,  a)  consi- 
dérée par  Jacobi.  L'équation  (21)  devient 

(28)  zs{a',a)  ~-tcs{a,  a')  =  h^[a^{a')  —  a'i^{a)] 

Elle  effectue  la  permutation  dû  paramètre  et  de  Targument. 

On  passe  d'une  forme  à  l'autre,  en  remarquant  que  l'on  a  identi- 
quement 

i  —  k''k'(a)x'               ,      , ,/          w'\  lia)' 

^  '  x^—l^  la  -\ J  ^  ' 

el,  par  suite, 


ou 


25)  J][(.,a)  =  ^(,,«+^)_,^ 


l'ia) 


L'équation  (24)  montre  que  les  périodes  2^2  et  w'2  de  l'intégrale  Tl{z,a), 
fournies  par  les  deux  cycles  («o)  +  («a).  («0  ■+-  («0)  sont  égales  à  celles 

de  l'intégrale  zsiz,  a  -h  -- j»  augmentées  respectivement  des  quantités 

—  •^cùDalogX(a),  —  w'D«logX(a);  ce  sont  précisément  celles  qui  sont 
données  par  les  formules  (aS)  du  n°  275. 
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CHAPITRE  m. 


THEOREME     D  ABEL. 


44t.  Une  courbe  (p(a?,j)  =  o  du  degré  n  coupe  la  courbe/(j:',  j)  =  o 

du  degré  w  en  mn  points,  que  nous  désignerons  par  (^,,>3,),  (^a.ïja). 

Une  autre  courbe  ^[x^y)  =  o  du  degré  n  coupe  de  même  la  courbe 
f=  o  en  mn  points  (S'j ,  yj',  ),  (^'j,  ri^  ), —  Joignons  ces  points  deux  à 
deux  par  des  lignes  |,^2»  lal^'--  ^"^  "^  se  coupent  pas,  c'est-à-dire 
telles  qu'au  point  d'intersection  des  deux  lignes  géométriques  figurant 
la  variation  de  x,  la  valeur  de  y  ne  soit  pas  la  même.  A  l'aide  de  cha- 
cune des  lignes  S|',  de  deux  petits  cercles  décrits  autour  des  points  ^ 
et  ^'  et  d'une  ligne  0^  unissant  l'origine  0  à  cette  ligne  ^|',  nous  for- 
merons un  lacet  enveloppant  les  deux  points  ^  et  4';  nous  aurons 
mn  lacets  de  ce  genre.  Soit 


Nous  supposons  d'une  manière  générale  que  les  lignes  analytiques  qui 
forment  les  lacets  (|^'),  le  lacet (j^i^Ca),  et  ceux  relatifs  aux  points  cri- 
tiques de  la  fonction  algébrique/  de  x,  ne  se  coupent  pas.  Sur  chaque 
circuit,  enveloppant  tous  ces  lacets,  l'intégrale /Uc?V  étant  nulle,  on 
a,  pour  l'ensemble  des  m  circuits,  l'équation 

(i)  2/UrfV  =  -}L/v</U  =  o. 

Quand  la  variable  x  décrit  l'un  des  lacets  (2^'),  la  fonction  U,  éprou- 
vant aux  points  ^  et  ^'  les  accroissements  4-  :tni  et  —  2râ,  reprend  à  la 
fin  du  lacet  la  valeur  qu'elle  avait  à  l'entrée;  de  même,  la  fonction  V 
sur  le  lacet  (x^x^).  Il  en  résulte  que  ces  lacets  n'ont  pas  d'influence 
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sur  la  partie  de  l'intégrale  qui  se  rapporte  aux  lacets  relatifs  aux  points 
critiques  de  la  fonction  algébrique;  cette  partie  sera  donc  de  la  forme 
2ww',  w  et  «'  étant  des  périodes  des  deux  fonctions  U  et  V  (n°  435); 
mais,  quand  la  variable  x  décrit  un  cycle,  les  fonctions  entières  (p  et  ^ 

reprenant  leurs  valeurs  primitives,  la  fonction  log  j  éprouve  une  va- 
riation égale  à  :ini'ni,  m'  étant  un  nombre  entier;  l'expression  2wco'se 
réduit  ainsi  à  la  forme  27:1  Im' u»'. 

Le  lacet  (cCfX^),  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  436,  donne  le 

terme  2ni  j     d\og  ^-  De  même,  d'après  la  seconde  forme  de  l'équa- 

tion,  chaque  lacet  (^^')  donne  un  terme  27:1  j  clY.  On  obtient  ainsi 
l'équation 

qui  constitue  le  théorème  d'Abel,  dans  son  acception  générale. 

442.  On  peut  associer  les  points  |  et  ^'  deux  à  deux,  de  manière  que 
tous  les  nombres  entiers  m' soient  nuls.  On  sait,  en  effet,  que,  si  l'on  fait 
passer  une  courbe  du  degré  n  par  un  certain  nombre  de  points  pris  à 
volonté  sur  la  courbe/—  o  du  degré  m,  les  autres  points  d'intersec- 
tion en  résultent.  Lorsque  n  est  plus  petit  que  m,  le  nombre  n'  des  points 

que  l'on  peut  prendre  à  volonté  est  égal  à  — '•,  la  courbe  du  degré  n 

est  alors  déterminée;  mais,  lorsque  n  est  égal  ou  supérieur  à  w,  ce  nombre 

X  '     1»              (m— i)(m  — 2)    -1     .       .    1  ,   .      .  , 

estegala/7?^ -,  il  est  moindre  que  celui  qui  est  nécessaire 

pour  déterminer  la  courbe.  A  n'  points  |,,  ^2,...,  ^n'  d'intersection  de 
la  courbe  9  =  0  avec  la  courbe/=o,  faisons  correspondre /z'points  pris 
à  volonté  parmi  les  7?ïri  points  d'intersection  de  la  courbe  (j;  =  o  avec/— o, 
désignons-les  par  ^\,  'ë^,...,  S'„ .  et  joignons-les  aux  précédents  par  des 
lignes  arbitraires  ^,^', ,  ^al'o,...,  S,/S'„,,  avec  la  restriction  indiquée. 
Sur  ces  lignes  prenons  des  points  ^\,  ^'^,.. .,  ^",  voisins  respectivement 
des  points  S,,  ^a»-  •  •»  l/Zî  par  ces  n'  points  nous  pourrons  faire  passer 
une  courbe  ©"  --  o  du  degré  n  et  différant  très-peu  de  la  courbe  9  =  0; 
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cette  courbe  coupe  la  courbe/=:o  en  mn  —  n'  autres  points  |'^.^,, 
H',^,,...,  ^"„,„,  voisins  respectivement  de  1,/+,,  !//+?, ...,  ?,„„.  Sur  les 
mêmes  lignes  on  prendra  ensuite  des  points  Ë%  H'^,. . .,  Il',  voisins  res- 
pectivement de  |"j,  S2,...,  C',  6t  l'on  fera  passer  par  ces  points  une 
courbe  (55'"=  o  du  degré  n  et  différant  très-peu  de  la  courbe  9"==  o. 
Cette  courbe  coupera/=  o  en  d'autres  points  |^.^.,,  |^,^, |^„,  voi- 
sins respectivement  de  |'^^.,  2]!,,^ ,,. . .,  |"„„,  et  ainsi  de  suite;  on  passera 
de  la  sorte,  par  une  déformation  continue,  de  la  courbe  9  à  la  courbe  <j>. 
La  série  des  points  |,/+,,  ||^.^,,  H^',^,,...  formera  une  ligne  continue 
unissant  le  point  1^^^,  de  la  courbe  çj  à  un  certain  point  ^„,^,  de  la 
courbe  ^\  de  même  la  série  des  points  l^'+o.  C-»-.»  C'+.»"  formera 
une  ligne  unissant  le  point  ^n'+i  de  la  courbe  9  à  un  certain  point 
^„.^,  de  la  courbe  t|^,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  la  corrélation 
des  mn  —  n  autres  points  |  et  |'  est  déterminée  :  elle  résulte  de  celle 
adoptée  pour  les  n'  premiers  points. 

Lorsque  tj;  =  9,  la  fonction  log  ^  reste  constante  sur  chaque  cycle, 

et  par  conséquent  sa  variation  est  nulle;  les  nombres  m'  sont  nuls. 

Lorsque  la  fonction  ^  diftère  très-peu  de  9,  le  rapport  ^  différant  peu 

de  l'unité,  l'intégrale  |c?log  j  sur  un  cycle  différera  peu  de  la  pré- 
cédente, si  elle  en  diffère;  et,  par  conséquent,  le  nombre  entier  m'  est 
encore  nul.  On  pourra  continuer  de  cette  manière  tant  que  les  lignes 
II',  en  s'allongeant,  ne  rencontrent  pas  les  lacets  relatifs  aux  points 
critiques,  ou  le  lacet  (07,072).  Avec  ces  restrictions,  l'équation  (2)  se 
réduit  à 

(3)  11/''^^"^X'''''^^|"=*'' 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  l'intégrale  abélienne  de  pre- 
mière espèce;  le  lacet  (r,  x.,)  n'existant  plus,  l'équation  se  simplifie 
et  devient 

(4)  V  r  d\=o. 

La  somme  des  valeurs  de  l'intégrale  relatives  aux  diverses  lignes  qui 
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joignent  les  points  d'intei^section  des  courbes/ et  9  aux  points  d'in- 
tersection des  courbes/ et  ^,  de  la  façon  indiquée,  est  nulle. 

Dans  ces  deux  derniers  Chapitres,  nous  avons  mis  à  profit  l'ouvrage 
de  MM.  Clebsch  et  Gordan  que  nous  avons  déjà  cité  (n°  113). 

Addition  des  intégrales  elliptiques. 

443.  La  formule  de  l'addition  des  intégrales  elliptiques  de  première 
espèce  est  une  conséquence  de  cette  loi  générale.  La  courbe /=  o  est 
ici 

(5)  r'=  (•  -  ^')  (i  —  h'x^)  =  I  —  (1  +  k^)x^-^h-'x\ 
Les  points  d'intersection  de  cette  courbe  et  de  la  parabole 

(6)  y'=:px^'\-qx-h\ 
sont  donnés  par  l'équation  du  troisième  degré 

(7)  iP^-~  lf^)^^+  2.pqx^-h{q'-+-  2p  -+- 1  -f  ff^)x  +  2q  =  o, 

abstraction  faite  de  la  racine  x=  o.  Appelons  a?,,  072,  œ^  les  trois  ra- 
cines de  cette  équation,  etj, ,  J2»  J3  l^s  valeurs  correspondantes  de  y 
données  par  l'équation  (6).  On  peut  déterminer  les  consta;ites/?  et  q 
de  manière  que  deux  des  racines  a?,  et  x.,  aient  des  valeurs  données;  la 
troisième  x^  sera  alors  fonction  des  deux  premières.  De  l'équation  (7) 
on  déduit 

/o\  '^t  ~t~  X-i  -+-  X3 

(8)  p= î 

^i  OC1  OC  ^ 

d'où 

_    Xx+Xt    __         x\  —  x\      __      XiXj-h-x^y* 


(9) 


pXi  Xt  —  1  ^'1 /î  —  XiYx 


Supposons  que  la  courbe  <j>  soit  la  parabole  (6)  et  la  courbe  9  la  pa- 
rabole particulière  J  =  -  x-  +  \,  pour  laquelle  a;,  =  ^j;»  —  o, 
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et,  par  suite,  cc^  =  o.  On  a,  d'après  l'équation  (4), 


'        rfV  -4-    /        V/V  +    /        ^V  —  O, 

O  J  o  J  o 


ou 

(•o)  Z,  4-  Z,  -f-  Zj  =  o. 

La  relation  (g),  sous  sa  dernière  forme,  donne  la  première  des  for- 
mules (i)  du  n°  318,  savoir 

444.  Si  V  est  une  intégrale  elliptique  de  seconde  espèce,  on  a  approxi- 
mativement, pour  les  valeurs  très-grandes  de  x, 

{\±  kY 

log^=C  +  3-^^^ -,     dW^dzjdx; 

°  ^  dtzff  —  p  X  If 

les  deux  circuits  donnent  :irù  ,  ,j   — •?  ensemble  271?  ,,^^  ,»  ou,  d'a- 

près  l'équation  (7),  2  7riir, araiPa;  le  second  membre  de  l'équation  (4) 
est  alors  égal  à  x^  x^x^,  et  l'on  a 

(12)  /      rfV-4-   /       ^V+   /       dW  =  x,x,x,, 

«'o  t/o  i/o 

OU 

(i3)      -  Ç(z,)  +  Ç(22)^Ç(23)  =  X(z,)>(z0M23); 

en  vertu  de  la  relation  (10),  c'est  l'équation  (24)  du  n°324. 

445.  Considérons  enfin  le  cas  où  V  est  une  intégrale  elliptique  de 
troisième  espèce,  mise  sous  la  forme  (17),  adoptée  au  n°  439.  D'après 
rbypothèse  faite  sur  la  position  de  la  ligne  Oa,  le  lacet  qui  unit  le 
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point  (a,  |3)  au   point  (— a,  p)   entre   dans  le   premier  circuit,   et- 

donne 

puisque  9(—  a,  |3)  =  (p((5(,  P).  L'autre  lacet  entre  dans  le  second  cir- 
cuit, et  donne  de  même 

L'équation  (3j  devient  donc 

(■4)  prfv-H r vv-H r".VH-iiog|ti|.|i4i-^,=o. 

Jo  Jo  Jo  2     °^l^(a,[3)4;{-3', -P) 

Évaluons  le  dernier  terme.  On  a 

4^(a,[3)4^(— a,— [3)=(/)aM-i)'-(p— ^a)'.-9,ga(34-(2/?— <;'-i- 1  -{-/,')«'  !-(/>'-/»')a' 
=  'i.qa    (3 ^ .-  (--  +  —  H   —  -f-  7)3:    • 

[_  X\X-iX^  \X{  Xi  Xi  I      J 

De  la  relation  y.,  ~ px\  ^  y ^3  +  i.  dans  laquelle  on  remplace />  par  sa 
valeur  (8),  on  déduit 

I  T  I  _X^Xiri—xl 

-\-  —  -f-  —  ^~  ^  — 


il  en  résulte 

^(a,  (3)^(-a,  -  (3)  =  -  ^|^  [«'  -  ^^  +  ^^(«73-  ^3(3)]- 

On  a  de  même 
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et,  par  suite, 

1  "7~  ,1  I  ~^ 


i{;(a,  (3)4^(-«, -(3)  ^  g        g^-J^a    _         l{a}l{a  +  z,) 

1  n- ■ — \ r—  I  +       ^ 


a        a'  — o;^  X(rt)X(rt  —  Z3) 

Od  obtient  ainsi  la  relation 

I   ~r~ 


(l5)  Ct(z,  )  +  CTI  2,)  +  CT    Z,    =  -  log  ^     W^   ,.     ', ^' 

2  A(2ijA(Z) 

X(rt)X(rtH-  z,  4-2J 
doù  l'on  déduit  facilement  l'équation  (28)  du  n°  325. 


FIN. 
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ERRATA. 


Page    I-,  ligne  i,  en  remontant,   au  lieu  de  u  =  z'''- 


,.  ,        A,-(-A,  ^'^-...-f-A_^'- 

B, -t-B,  z'H-.  ..-|-B„«'» 
Page     i8,  ligne  8  en  descendant,  au  lieu  de  n°  10,  lisez  n"  12. 

Page    4'»  ligne  i,  en  remontant,    au  lieu  de  (v,-l- «,)«",  Usez  («,-+-«,)". 
Page    6o,  ligne  6,  en  descendant,  au  lieu  de  i^z~z'î,  lisez  is/Zzïz'ï. 

Page    85,  ligne  i3,  en  remontant,  au  lieu  de  f  {z)  -■>  lisez  f{z)  -• 

Page  io3,  ligne  7,  en  remontant,    au  lieu  de  -{- sin  ha  coshb,  lisez  -^  sin  ha  sinhb. 

Page  no,  ligne  i,  en  remontant,    au  lieu  de  -h  e"'"""^^  "' -+- e"'""*"" ,  lisez  -t-tf**^*  " -+- e^*"*^. 

■KZi  T  il 

Page  117,  ligne  4,  en  remontant,    an  lieu  de  —e"  6,(z),  lisez  j-^^     "   ^iC^)- 

Page  171,  ligne  3,  en  remontant,    au  lieu  de  (*)*,  lisez  (A)' 

Page  176,  ligne  !\,  en  descendant,  au  lieu  de  supposons  qu'on  décrive,  lisez  quand  on  décrit. 

Page  179,  ligne  i3,  en  remontant,    au  lieu  de  points  ordinaires,  lisez  points  ordinaires,  le  premier 

pour  la  fonction  «',  le  second  pour  la  fonction  v  =  u'z'*. 
Page  268,  ligne  7,  en  remontant,    au  lieu  de  -+-  *',  w,,  lisez  -\-  y,  w',. 
Page  270,  ligne  10,  en  remontant,    au  lieu  de  —  a^  a",  lisez  — a,  a'. 
Page  279,  ligne  4>  en  remontant,    au  lieu  de  h-  A„_,,  lisez  -+■  A„_,  P„. 

Page  319,  ligne  i,  en  remontant,    au  lieu  de  ô-{o)  —  K/- ,  lisez  ^'fo)  — .  i /° "  .    . 

Page  353,  ligne  10,  en  descendant,  au  lieu  de  points  l>  et  c,  Usez  points  a  et  d. 

Page  36i,  ligne  3,  en  descendant,  au  lieu  de  — \-  ;/i«o-+-  m'u',  et  les  infinis  — '■ — -  -+-  mu  ■+■  in'w', 

lisez  — H  2  m  w  -j-  m'u',  et  les  infinis  — '■ -t-  2  m  w  -+  m'u  ' . 

2  2 

Page  370,  ligne  3,  en  remontant,    au  lieu  de  y^=— — »  Usez  v^=  \/-r  * 

Page  374,  ligne  5,  en  descendant,  au  lieu  de  les  multiplicateurs,  lisez  le  premier  multiplicateur. 
Page  395,  ligne  3,  en  descendant,  au  lieu  de  f^,  lisez  f^. 

Page  45o,  ligne  3,  en  descendant,  au  lieu  de  — ,  lisez  — . 

ak  dk. 

Page  458,  ligne  8,  en  descendant,  au  lieu  de  ^("T'"  )  —  V/ — 7—»  ^'^^'  ^\1 —  i~\/ — J — ' 
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Page  467,  ligne  9,  en  remontant,    au  lieu  de  n»  201,  lisez  n°  221.  ^ 

Page  470,  ligne  4»  en  descendant,  au  lieu  de  -+-  2  AA' ,  lisez  -+-  ikk'^  — — ■ 

A:  .     i)A 


Page  575,  ligne  9,  en  descendant,  au  lieu  de  i/      , ,,'  ,  ^"^^  l/'^r'xr' ' 

Page  58i,  ligne  1 1,  en  remontant,  au  lieu  de  "j.\z-^{n —  1) 1 —  L  Usez  \z-^{n  —  i) 1 y 

Pages  590,  591,  592,    au  lieu  de  /'(^)  et  de  a'  iz,  -»  w'  J»  lisez  partout  -jl'(z),  —  A' 1  z,  -»  w'  )  • 

«     ~7~  *  iT 

Page  63 1,  ligne  8,  en  des<^ndant,  au  lieu  de  { — 1)2         «" ,  lisez  ( — 0    ^  ""  ■ 

Page  63i,  ligne  8,  en  remontant,  au  lieu  de  l'équation  (10),  lisez  l'équation  (9). 

Page  63 1,  ligne  3,  en  remontant,  au  lieu  de  la  série  (8),  lisez  la  série  qui  donne  w. 

Page  65o,  ligne  i,  en  remontant,  au  lieu  de  i>,,  lisez  f'. 
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